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本书介绍线性偏 « 分算子的现代理论，主要论述拟 « 分算子 
积分算子理论，同时也系统地讲述了其必备的基础一广义函数理论和 
Sobol ⑼空间 理论， 本书 分上、 下两册，上册着重 i 寸论拟«分算子及其在 
偏微分方程经 典问埋 ( Cauchy 问埋和 Dirichlet 问 S ) 上的应用.下册将主 
S 介绍 Fourier 积分算子理沦和佐藤的超函数理论， 
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五十年代以来，线性偏微分算子理论有了很大的发展.这当然 
是由于四+年代末出现的广义函数论为线性偏微分箅子抨论提供 
了一个极好的框架.可以说，它总结了以前的重大成果又为以后的 
发展提供了强有力的工具.因此，无怪乎在六十年代以后，在这 
个领域中连续不断地出现了许多重大的成果，如拟微分算子班:论、 
Fourier 积分算子理论、微局部分析、超函数理论等等.大概没有 
什么人会怀疑，这些成果都获得了“生存权'成为数学宝庳的一个 
很有价値的部分了.事实证明，它们的价值不仅在于它们将这个 
领域的研究大大地深化了，而且还在于它们在其它领域（微分几 
何、押论物 M) 中发挥着越来越大的作用.但是这种情况电说明， 
要想跟卜.这个领域的发展也是一件相当困难的事.要想作这个领 
域中工作，不得不有相当深厚的功力，不得不懂得越来越多的 jt: 它 
数学分支.还应该指出，这个领域还在迅速发展，看不出有#下来 
成者是放慢步伐的迹象.例如，正当我们用了很大的力11来掌握微 
局部分析时，它却已被人称为“七十年代算法^■(见 Feffmmn U]), 
而到了八十年代中期的现在，它又发展到新的水平了.这种情况对 
于我们曾在十多年中脱离了数学发展主流的人，是 幸乎？ 不 幸乎？ 
因此，想要写出一本书帮助我国读者能“跟上形势 '是作 者力 
所不及 的事. 幸好，我们有了 Hormander 的新著 “The analysis of 
linear partial differential operators, [ — IV °, 它当然会是 一. 部影响 
深远的巨著，特別是桉许多同志的看法，它的第一卷是关心现代分 
析的读者所必备的知识.因此，我们只能提出一个低得多的 目标： 
对于这个领域中已经成熟的若干主要部分作一 个人门 的介绍.这 
.甲说若千，是因为对许多当前十分活跃的问题就 n. 乎没有提到.按 
时间说，最多也只到七十年代初期.这本书的屮心内容是拟傲分 



算子和 Fourier 积分算子理论.即使如此，这还是一个超出作者 
能力的尝试.如果它能引起读者对偏微分箅子理论的兴趣，并且 
去攻读例如 HBrmandcr 的新著和最新的文献，那就使作者十分满 
意了. 

这本 15 不少部分是研究生教材，写的时候，假定读者具有经典 
的偏微分方程理论 、泛函 分析和函数论(实的和复的)的基本知识. 
15中有个別地方用到一些不太常见的结果时，只能提出出处，或者 
假定读者自己会去补足.这本书分上、下册，下册的内容按作者现 
在的设想将是辛几何、 Fourier 积分箅子理论、主型箅子以及如果 
有可能的话还有佐藤的 赳函数理论. 

对这本书中必然存在的饮点 W 进议 ，衷心 欢迎读者批评指正. 

作者 

I9S4 年 3 月 11 B 
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第-•章广义函数论 


现代的微分算子理论是离不开广义函数论的.在介绍它的历 
史起源之前，我们先规定一些常用的记号. 

令 R " 为》维 Euclid 空间，其中的点 r 888 Ut ， 我们 
记 

Ul (:卜 v/i + | ； p". 

叉设 Z + (即非负整数集），称数姐 （《,， 为重 
指标，用来记它 ： a — (叫， • • •，心），并 i 己 
\a] «= ax + ••• + £«” 
a\ * a n J , 

x 9 4 … 

我们又规定记 a ,=( a , •，… ，心 „) = (j , •••, - f-Y m 由 

V OXi dx 0 ' 

于 Fourier 变换的需要，我们更多地要用到 . 因此我们 

I dx 

定义 h s ( 0 Xl 9 …， D tn ) « ( Oi , •••> D „)^ ( - d Xl , • - *,；- 

i I 

0 X J , D ；=0?--- Z )： s 这样，一个 《 阶线性微分算子将是 
P(r, D t ) - J] «„(*)D；. 

I ft I <，M 

例如，几个古典的数学物理算子 成为： 

a = 2 d -i = — 2 




坎 - 2 % =- 次 + 2 %， 

y**i ;«i 

/-I /-I 

设》， # 是两个重指标，我们还规定 

« — /?= («»—^ i > •••,«„— 〆 •）. 

数学分析的建立，使人们可以用数学」:具来描述许多新的自 
然现象，因而取得了前所未有的成功： ）1] 函数来描述一个自然过 
程，对它进行微分积分运算，然后得出种种玷论，这可以说是茈本 
的方法.当时，人们都认为，描述自然现象的函数总是很规则的， 
用我们现在的语言来说，就是充分光滑的.函数的光滑性似乎是 
大自然和谐的反映. 

但是数学的进一步发展表明，还存在许许多多不规则的函数. 
例如 Weiemrass 作出了处处连续但处处不可微的函数的例子. 
Fourier 级数的研究使人们不得不扩大必须研究的函数的范围.到 
十九世纪中叶，进入了对数学分析基础的批判和重新建立的时期. 
人们懂得了并不是任何函数都可以微分或积分的，许多运算只在 
一定的条件下才能进行.数学分析得到了长足的进步，然而不能 
不承认，直观性减少了,作为描述自然现象的工具的灵活性也减少 
了.有办法恢复这种直观性和灵活性吗？ 

挑战和启示首先来自物埋学.十九世纪末英国工程师 Heavi . 
« dc 首先引人以他命名的函数 

Y (*〕= j 1 ， * >0 ’ (1) 

1 0 , *< 0 . 

本世纪初，另一个英国物理学家 Dirac 为了使量子力学中一般的 



固有函数 正规化 ，又引人了著名的函数'其定义是 

tfOO - j 0 ，*# 0 ， ( 2 ) 

l oo, *• = 0, 

S f +o6 

j s(jc)dx — 1. 

这个函数有一个重要的特性，即对任一连续函数 /(*) 有 

j ^ K *)«(*) rfx -/( 0 ). ( 3 ) 

事实上 

= j 二 /( O ) ff 00 h + [/(*)— /( 9 ) la («) rf * 

-/( 0 ) + j + : [/(*)- /( 0 ) 1 « C *)^ 

U > o 是任意的)， 

后一积分等于 n ，芮为当 e 充分小时 

| j _, [/(*) 一 /( 0 )] 5 (*)^ < ^ )/(*) — /( o )| | +f n{,x')dx 

l / W -/( oO)h 
- i^ x . IK*)-/Co)|-o. 

从而式 （ 3 ) 得“证' 

从古典分析的观点看来，这个结果是站不住脚的.首先 5 ( 0 )=. 
05 就是无意义的，而且既然 5 (*) 几乎处处为 0 ,则应有 j + "« 0 O 

dx = 0 而不是 1 . 可是它在物理上如此直观而且有用，除此之外， 
人们还发现 它正是 Heaviside 函数的微商，因为 
[ 0 , *< 0 , ] 

]1 办地 = = i 5 *>o = y W- ( 4 ) 

因此不能不设法去解释它，以便有把握地应用它. 

除了物遡学以外，数学的发展，尤其是偏微分方槌的发展，也 


• 3 •- 



需要对某些“不合法 #的 运算提供新的说明.由于研究波动方程的 
基本解， J. Had a mard 在本世纪二十年代提出了发散积分的有限 
部分的概念；其后， M. Riesz 也提出了一种给发散积分赋以意义 
的方法.因为两个方法是很接近的，我们只介绍后者.考虑积分 

/(A) = x 是复数，/(0充分光滑. （5) 

这个积分当1时收敛，而且是 a 的解析函数.但当々< 
ReK-^ + l 时又当如何？仍然看 Rd < 1的情况，将/0)用 Taylor 
公式展开： 

/ C 0 - § + h (0，， 

«»0 ”！ 

代入式 （5) 有 


1(1) = 2 ] \-^d! + (* R^l^dt 

n-^Q «! D J ° 




( 0 ) 


(n — 1+ 1) 


j * 


( 6 ) 


这个结果虽是在 Rd<l 时得出的，其右方却在 Re：l <々+1 时 
有意义且为 i 的解析函数（但有单极点 a = 1 + ■ ■ ，0,所以它是 
1 (. 1 ) 在半平面 Rel < ^ + 1中的解析拓展.现在以（ 6 )作为 
1 ( 1 ) 在 Rci<々 + 1时的定义，则发散积分有了意义. 

193 6 年 Sobolev (C. 几 CoOcwieB ) 在研究双曲型方程的 Cau ¬ 
chy 问题解的唯一性时提出了广义微商的概念. 古典的 C 1 函数 
的微商有如下性 质：若 K *) e C *( as i ). 则记 f CO = 〆 *)， 对 
任一光滑函数 ■?〔*) 且在&附近 <pOO = () 者，有 

j / OOv ’ OOJ * = — j (?) 

反之，若 /(*)€ c ^ a , by , 〆*) e c°o, *) 且对任意上述的 g.(*) 
式 (7) 恒成立，则必有但式 （7) 对于局部可积（即 
在0, 0 之任一紧子集上可积）的/00, «(*) 即已有意义，如果 



能对任意上述的 ( pO ), 式 （7) 均成立，则不妨定义 go ) 即 fO ) 
的广义微商. Sobolev 的广义微商概念有一个本质上新的想 法:过 
去人们只认为函数是变量之间的一种对应关系， Sobokv 则因为 
函数可以生成一个泛函就把函数看成一个泛函.就上例而言， 
令充分光滑且在附近曰 0)(® 称 
为“基本空间")，则局部可积函数 K *) 生成企上的线性泛函 

(}> v ) = | o /W<pC*V*. (8) 

因此，我们就把/0)等同于 ( P 上的这个泛函但是 ( P 上的线性 
泛函很多，而不一定都由局部可积函数生成，例如可以定义泛函 

8 如下： 

( S , qp ) — <p(0). (9) 

可以证明， S 不可能由局部可积函数生成.但是不妨认为式 （9) 
也是一个广义的“函•记作 «(*), 而且模仿式 （8), 也不妨将式 
(9) 写作 

<«, < p ) -= ⑴ 5( ar ) q 5( A 0<^ 一 qp (0). (10) 

这样就对式 （3) 作出了新的说明.这里的思想又进了 一步; 式 (7) 
虽然推广了微商槪念，但的广义微商 gM 仍旧是局部可 
积函数，这里则提出泛函是函数槪念的推广,则广义函数可以是极 
为广泛的对象.这就是法国数学家 L . Schwartz 建立广义函数论 
(他称为分布论)的基本思想. 

广义函数论的另一个来源是 Fourier 变换的推广.对于 /(*) 
€ L '(- oo , + co ), 其 Fourier 变换定义为 

^ CI ) = 办. 00 

但若 L ' C - oo , +«>), 又治如何定义其 Fourier 变换？暂 
时仍设 /(*)€ L *(- co , + co ), 则对任 一 W (£)e C -(- oo ,+ a >) 
且当151 ( M 由 V 决定）时= 0,有 

中 C *) = e _,1 V(£)rfS 



存在.再认为/与/都生成泛函(都是泛函），则 
</(!)» 9>(1)) — f <p(lVi ( 

J —qo J —as 

=[ i(.x~)dx ( « _ ' lS ip(S¥S — </(*). <pC*)). 

j —«e J —co 

( 12 ) 

但是，即令 K *) f ? LK -<= 0 , +00), ( i , v } 仍可能有意义而且可 
能找到另一个泛函 / 适合式 （12). 这时我们自然有理由认为/即 
/的 Fourier 变换.一般地，若有泛函/与/适合式（12)，就说 f 
是/的 Fourier 变换.因此，利用基本空间上的泛函这个思想也 
可以推广 Fourier 变换. 

大量材料的积累使 L . Schwariz 有可能在本世纪四十年代末 
提出广义函数论(他的分布论一弔⑴出版于1948年)： 

是某个亭本空间上的连续學性泛函 •• 几十年来广义函蠢 
命(•特•别•是•偏•微•分 •方 •程•理•论 •) 和理论物理中得到越来越广 
泛的应用，是现代数学中的一个重要的分支. 

§ 1. S 本空间 

1. 拓扑线性空间和 Frechet 空间. 前面已经指出，广义函 

数就是某基本空间上的连续线性泛函.这些“基本空间"都是拓扑 
线性空间.在介绍这个槪念之前我们先列举一些以下常用的基本 
空间 ，由于暂时还没有讨论其拓 扑结构 ，所以现在我们只说它们是 
—些函数族.以下，恒表示 K - 的开子集. 

C m ( fi ) 和 C w ( fi )0 为非负整数)表示在幻上具有 

直到《阶在内的连续微商的函数族. C ~( fl )= n f ’(^) 汆 

m— U 

示在上具有任意阶连续微商的函数族， CXQ ) 时常被写作 

c ⑼. 

和 zr ( i >) 分别搔 c m ( o ) 和 c "( iJ ) 之子集，但其中函 



数的直到相应阶的微商均在上有界.所以， /e 

则_, = 5叩 \ D a f \ < + 00 ,} a \ <m (Vo), IH» 之值与* 有 

O 

关 • 

设 K.V) 在上连续，我们定义其支集为 supp/-- {*, 

/(*) # 0}%即使 /(*) 在其外为0的譽个 . 

C m (K) 和 C-(X). 表示 集： 

C™(K) = {/； /e C~W, s U pp/CK >； C"(X) = l /： /€ C-(£), 

s U pp/c^} = n c n oo. 

0*aO 

C?(fl) 和 c fl *( a ). c ?( i ))-= U C "( K ), C?c^) - U c " 

K K 

(K), K U H 表示对含于 a 内的 一 叨紧子集取交.所以 cy(iJ) 

K 

(C?(fl )) 即具有紧支集的 ( c"Cfl)) 函数之集. 

以后，当时，我们时常略去 u 而写作 c"，c a " 等等. 
又，若无特殊声明，光滑函数恒指具有任意阶连续微商的函数. 

对于这些函数族，我们需要赋以某种招扑结构，使之成为拓扑 
线性空间. . 

定义 U.1 设^既是拓扑空间，又是 h 上(或 c 上)的线性空 
间，而且其线性运算在此拓扑结构下是连续的，则 p 称为实(或复） 
拓扑线性空间. 

拓扑空间的拓扑结构既可用开集来规定，也可用其它方法来 
规定.以下我们常用邻域来规定，这样最方便.又由于基本空间 
都有线性结构，所以只要规定原点的邻域的基本系即可.为了定 
义邻域，例如在 Banach 空间中可以应用范数；但我们常用的基 
本空间时常不是 Banach 空间，因而没有范数.这样我们需要一个 
更广的槪念. 

定义 1.1.2 若对线性空间 F 中每一点 * 均可指定一个非负 
实数/>00,满足 



i) p(ax) = ]a[f (*), «6R 或 C 即 P 之标量域； 

ii) p (* + y) < K*) + p(y)» 

则 POO 称为 * 之半范. 

由0令《〜0自然有 Ko) = o, 若其逆成立，即 ?(*)- 
0<=»* = 0,则半范成为范数. 

走义 1.1.3 R 上(或 c 上)的 Frfchet 空间 P 是陚最多可数个 
半范内，+*.，〜， ■ + + 的 R( 或 C) 线性空间，而且 

i) Vm, #■„(*) = 0=^* • 0， 

ii) 完备 性：设 是 K 中的 Cauchy 序列(即若对任 一 

0,对于 必有 K „( e ), 使当 K ， l > K ™( s ) 时#>„(；1^ — * i ) < e ), 

则必有 r . 使对一切 


若一 Frichct 空间只有一个半范，它当然就是一个 Banach 空 
间. Frdchet 空间和 Banach 空间一样都是距离空间.对 Fr&lm 空 
间 P 中任意两点*和 y, 读者可以自己证明 


〆 》， y ) = 


■ y » 1 Pm (* — y ) 
会 2 " 1 + p m ix - y) 


确实是一个距离. 

在一个 Fr&h« 空间中我们可定义原点的邻域的基本系为 
V, p m (.x) < 6,}(e »-»0). 所以 Prtchet 空间是 
一种拓扑线性空间.下面是几个例子. 

例 l.C"(fl) 在中取一串上升而穷竭的紧集序列&， •••， 


. ••即适合而且 U K = S 的紧集序列. 

t 

''A rn B~ 即指 ACZ§ 且为其紧子集.于是可以定义可数多个半 

范 


?；(/) =■ sup 2 l D U =1 ， 2 , … 

K i la|<m 

而使 C-(fl) 成为 Frfchet 空间. 

例 2.C~(K) 也是 Frichet 空间，因为它有半范 



?-(/) = s ^ p 2 |O"/l,« = 0,1, ••- 

!a 

例 3. C -( J 3) 作例 1 那样的紧集序列尺, .， 并定义其中的可数 
多个半范为 

PmAi ) — sup 2 | z ?7 l , / = l , 2,…； m = 0 , 1 ，… 

K i lal<，M 

例 4 •设 Dc = C 为复平面 C 的一个区域，记 D 上的解析函数族 
为 W ( Z ?). 如例1那样作紧集序列 A ， _••，仏， •••， 并定义一族 
半范 

P „( f ) ― sup 1 K *) 1 ， W - 1，2, ...， / o ) e H ( D) t 
则 N ( D ) 也是 Fr & hct 空间. 

例 S •以后应用最广的基本空间是 C ；( 0 ). 虽然 C „'( iJ)c 
C ~( a )， C ~( fl ) 的半范却不能使它成为 Fr & h « 空间，因为不能保证 
完 备性： 按例 3 的半范的 Cauchy 序列极限一般在（: "( fl ) 中而 
不一定在 C ；( S 3) 中，即不一定有紧支集. 

Frichet 空间和 Banach 空间本质上是不同的.例如例3,例4 
的空间不可能赋范——而不只是说前文所定义的 ft 等等不是范 
数而只是半范.同样，例 5 的 c B -( s ) 不可能賦以半范使之成为 
Fr & het 空间 • 关于拓扑线性空间的进一步的知识和以上的问鼴， 
例如可以参看 J . Barros - N « o [ l ] 和 W . Rudin [ l ]. 

2»空间逐 ( fi ). 不是 一 个 Pr & het 空间而是一串 FrArhet 

空间 C ~(&) 的“归纳极限'这里 + ■且 y 这就 

/ 

是说，若记（：《(&)=£;，则 E , CE , +1 , 而且嵌人映射 r . E ^ E ^, 
造连渎的(这一点时常简记作均 >^ E , +1 ), 同时巧.在 

I 

C oCi ?) 上可以賦一种“归纳极限拓扑' 由于这种拓扑中原点邻域 
的基本系构造较复杂，我们只举出其中一个序列趋于0的定义，这 
已可满足下面的需要，至于一般的讨论可参看上述的 Barros-Neto 
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和 Rudin 的书. {< pJcC 0 -(fl) 在上述极限下趋于0是指存在一 
固定紧集 KCfl 使 supp I, 2 , ..■)，而且茌尺上对 

任一固定重指标 a, {DV*} —致（对: c 一致而不必对《—致）收 
敛于 0. 

定义 U4 C 0 =(£) 賦上述拓扑后称为 C-(K ; ) 的归纳极 
限，记作逆 (0). 

■可以证明这定义与紧集列彳 &} 的取法无关. 

现在 要问： 逆 CQ) 中是否有足够多的元素？如果没有， 
逆 (fi) 是没有什么用处的.为此我们从可以说是最重要的 C fl "(R') 
函数开始，这就是 

;.C*)=( exp{s7(|x|J ~ ,,J)}, 1x1 <fl » (1.1.1) 
1。， |*| > «. 

它的重要性首先在于由它可以作出许多 cr(fl ) 函数.事实上， 
若 K .0 在 _ R- 上连续且有紧支集 K， 定义 

/.(*) — [ KyV.(* — y)<iy — —I fCy)/ £ (* — y^dy, 

Jr , C.JR, 

0 - 1 . 2 ) 

Ck - |r, itMdx = Jr„ 7.(^ — (1.1.3) 

积分 '(1.1.2) 是有意义的，因为积分域实际上含于 K 内，它含于以 
*为心， e 为半径的球内.由的光滑性，通过积分号下求微商可 
知 /.(*) 光滑，而且 

supp/,CK. = {»： dist(x,K) < s}. (1.1.4) 

因为若则 （ U.2) 之积分写作 i { y)u ( r - y^dy 

后， I a: — y j > 8, 从而 y«(* — y) ■ o 而 /•(») — 0. 

这个例子的重要性不仅在于它指出函数是很多的, 
而且可以从任一紧支集的连续函数用核“ 磨光” 而得.事实上 
我们有 

sa 1.1.5 设 /(*) 在 fl 上连续，则对 J 3 之任意紧子集必 

可找到一串 CS ( Q ) 函数在 K 上一致收敛于 /(*). 
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证.取 o 的紧子集使然后令 

700 - m &»’ (u.5) 

l 0, xfK .^ 

这个函数虽本连续，但容易看到下面的推理都成立.现在对 s < s, 
作？ 8 0)，由上可知， SU pp? e cK in+ d D efl， 从而？ 

又因 

| /»(* — y)dy = 1, 

所以当 ■ reKcK 。 时 


/(*) 

从而对 K 有 
!?«(*) — K*)l = 


K *) 入 （* — y ) dy . 


【 /(y) — C-* — y)dy 


< max |/(y) —K*)l 厶 （* — >0办_ 

J 


最后一个积分等于 1 .由 K *) 之连续性以及由此而得的 /(*) 在 


A ：，。 上的一致连续性知，对 * € 致成立.证 

毕. 


系 1.1.6 若 K *) ec "( fl )， 则对£?之任一紧子集欠,必可找 
到一串 cj ( fl ) 函数，使在 k 上连同其直至》阶在内的微商对 * ~ 
致收敛于 /(*) 及其相应微商. 

证.同上作？,00.用分部积分法知道当 e < eil 时，只要 
|«| <«,则对 * € K 有 


O ；?,(*) — 


j — y)dy = j ?(y)(—D，)_ 


x 人 0 — y) 办― 



邱 - v)dy 



D a ,K y )U* - y)dy. 


其余仿定理 1.1.5 之证即得. 

这两个结果说明在 C»(fl) (包括《 = 0) 中是稠密 
的.用类似证法还可证明 cj(fl) 在 LUO), P >1 (即在之 
任一紧子集上 f 幂可积函数之空间）中也稠密.我们所用的技巧 
是偏微分算子理论中极有用的‘‘磨光 M 技巧，或称规则化 技巧丄 00 
称为 /(*) 的规则化函数；算子 /h—/* 称为磨光算子 (mollifier), 
A 则称为磨光核或规则化核,有时也就用人记磨光算子.由于这 
个问题的重要性，我们述将在 S4 中讨论它. 

级 (£») 的函数在分析数学（特别是偏微分算子理论）中有两 
个常见的 用处： 其一是构造“截断函数** (cutoff function ). 仍设 
K 是 G 的紧子集，且 K ltD < SO . 我们想要作一个函数 K*)， 使 fOO 
e 谬(巧且 

/ c *)-! 1 * x€K, 0.1.6) 

l 0, xiQ . 

为此，先作 K,。 的特征函数 



再对 s < 用 /■ 磨光*(*)，令 

/(*) ~ (/,*)(*) — |*Cy)A(^ — y)dy. (1.1 7) 

很容易看到 /(*) e cf(fi ), 而且 S u PP /cJ< eo+e cr^ ei ) . 当 ： te K 
时，因为积分域实际上是 \ x - y \ <8,故而在其中 

*(y) = l ， 从而 


/(*) — j jX* — y'iiy = i. 

因此 /CO 即合于所求，称为截断函数. 

截靳函数的作用 如下： 若 《 pO ) e 则 K*)<K*)e 

C 0 "(C), 且在 K 中与 • fix ') 相同，在之外恒为 o ，所以我们可以 



说 /(*)将9(*) 在 K 中的一片截断.在偏微分方程中我们吋常还 
需要对截断函数之微商作估计.这时注意到 


it(x - y) 




C . - 6 -Cu 

由 ai .7) 有 

D»/W = 8- ,o1 ( xCy)，,。) ) dy, 

j|y 卜 , 7 y - )| dy(x - >- = er) 

=j| yi ol (Ok*- = - 6 (i.i.s) 
这是一个很有用的估计式. 

第二个应用是作出所谓一的分刨 （partition of unity ). 这里 
我们需要以下的概念和 结果： 

定义 1.1.7 拓扑空间 X 的子集族 { I /；},*, 称为局部有限的， 
如果 每一点 ^ ex , 均有一邻域[/与至多有限多个 A 相交； 子集 
族 { Vi }, i} 称为的加细，若每个 K 均含于某个 f /仙 之内. 

定义 1 . 1.8 设 fieR " 为一开集， { UiU , 是其 开覆盖，一族 
c - 函数称为从属于的一的分割.若 
i ) 0 < ip , <丨且 siipp ip ,- 含于某个内； 

») { suppip ,} 是局部有限的； 


Ui ) 2 1 (在公上）. 

/ t / 

Hi ) 是有意义的，因为每一点 * €公至多含于有限多个 supp ^ 


内，所以乏]仍在每一点都只是有限和. 

• €/ 

为了证明一的分割（更准确地说是一的分割)存在.我们 
播要 以下的 

引理 1.1.9 若 fieR " 为 开集， Kea 为 紧集，则必存在一 
个0~函数史00使0<(?0)<1，而且在 K 上 <#-(*) = ! 在 U 外 
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9(*) — 0 

证.前面对？^的特征函数，所作的规则化函数 < K *) - 
aoc *) o < e B ) 即适合所求. 

定理 1. U 0 设，是的任意开览监，则必存从 
厲于 { V ,} itl 的一的 C " 分割存在. 

证 . 0先设 d 为紧集，则有有限多个仏， •••，（/, 覆盖浓 
今证必可找到开集 w . czUi 使炉;为紧而 •••, IV ,仍覆盖 
A . 为此递推地作令仏 - J -( t ； 2 U “‘ UU ,)， 则 GctA 
而且为紧.于是容易作开集使兩 ，为紧而且 
■ 

于是 dcwiLKIJ Ur ') 4 设 Fi ， …， 心均已作出，令 c 々 +1 — A — 

/ -J 

(» MJ ... UH ^ UUu 1 U ... UtM ， 则 C 0 l ct ； <+1 而且为紧•和 
上面一样可以作出识 <+ ,使 ％ +1 为紧，而且 C t + l e ^* tl eu * +1 . 

在作出 w lt •••, Wn 后用引理 1.1.9 对毎个 U, 作 </»,•(*)€ 
C", 而且在阶; 上也 0) = 1 ， 在 A 外也 (*) = 0. 在 d 上有 
也 00 + • • • + 1^,(*) > 1. 

令奶 0) ■扎 （*)/& 也00即得所求的一的分割. 

«) 设 IJ A , 4为紧且 A K mA K ». 对每个 y 令校，一 

{17 ,n ( i / + , - ^,-0}. u , 则饮是紧集 A , - Ai ^ 的开覆盖，而 
由0可以作出从属于的一的分割 A = { M *) Uv 令 

"■ 2 2 1 (*)， 

I 

则 { supp ^ p } 是局部有哏的，因为任一点 * e d 必含于某个 A , 
中，从而对适合；>/。+ 2的 4 -i - 中之一切化有 A 

O ) = o . 但由 i ) 中的作法， 每个屯 都是有限集.故*只能位于 
中有哏多个函数的支集中.又因每点^ 均含 
于某个 A i+i - Ai . } 中（设 A. lt A. lt 卓为少)，故至少有一个 
,/,,,(*) € 在此点为正，从而 .令 
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则造合所求. 

iii ) 设 d 为开集.令 _ { r : x & A , | sr ] < j , dist ( r , 
1//}, 则 4 为紧集，而且化为 ii ) 的情况. 

iv) 设 4 为任意集.令 B - U K ， 则 a 为开集而 { U ,},.*； 

id 

& B 的开覆盖,从而由 iii ) 有相应于 B 的从属于 {£；,},,, 的一的分 
?|，它当然也是相应于 X 的一的分割.证毕. 

3.空间 '( G ). 除逆 ( fl ) 外应用最广的基本空间是由 
于我们将在下一章中专门讨论它，这里再介绍另一个基本空间. 
定义 1.1.11 C "( fl ) 賦以例3中的拓扑后称为 ^( 0 ). 

中 妁 (*) — 0,即对任一紧集 KiSO , 以及任一 8> 
0、任一重指标 a 均可找到整数 W - A ?( A ：, b ,«)>0, 使当 

W 时 Bup IDX *) 丨 < e . 

R 

粗略地说：在 ^ Cfl ) 中于 0, 即在 G 之任意紧子 
集欠上 { D fl < p , C *)} (« 任意）对*—致趋于 0. 

§2. 遂广义函数 


1. 定义和例. 

定义 1.2.1 逆 ( S ) 上的连续线性泛函称为逆 '( fl ) 广义函数 
(或分布），其集逆’ ( a ) 即逆 03) 之对偶空间.连续性指，若 /e 
炊’ (£0, 则对 S 之任一紧子集 K 均存在常数 c >0 及整数^0, 
使对 一切 * pe c ~( aq 有 

l</> 'P>] <C 2 T |D>[. (1.2.1) 

\a\<k 

若对之一切紧子集可选取相同的々，则 f 称为阶 <々的 

逆 ’( g ) 广义函数，其集记为逆 〆 fl ). sj ' fCQ ) - 1 J 逆;(公）是 

k 

有限阶逆乂 fl ) 广义函数之集， 
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往 1. 定义中的线性是指对任意常数《 1 ,0 2 有 

(/» «1 中 1 + «2<P2> = «i</» <Pi> + a 2 (f, (p 2 >, tp,, g),e .勿 （.<?)， 

</» <P> 表示逆 "(fl) 中一个元与 锣 (fl) 中一个元的舉0 (pairing), 
它对 1 P 是线性的.以后还要考虑另一种配对，我们用 （/, rp) 
表示，它对V是共轭线性，但对 f 却是线性的，即是说对复数 C 有 
(<•/» <P> = <•(/, <P), (/, = Hf, <P>. 

〈，〉称为 Euclid 孽 $，（，） 称为 Hermite 配 

注 2 _ 连续性•应 k 指当奶―•以珪士心 •) 中)时， 

0. (1.2.1) 是与它等价的.事实上有 

引理 1.2.2 配对</，朽〉 — 0于％ — 0 ( 在逆(旬中）时 
之充分必要条件是 （1.2.1) 成立. 

证.充 分性.设仍 — 0 ( 在 WW 中），必有紧集使在 
其中 Va , D " q>i -► 0 (对 * 一致）.对这个 K 应用 （1.2.1) 即知 
% — 0( 在遂 >( fl ) 中） = K /， 奶 > — 0_ 

必要性用反证法证明.设有其紧集 K 使 (1.2.1) 对任意 C 与 
K 均不成立.于是对 k . = c = j 必有某个奶 e c M (尺）使 

l(/»<p/>l > 1 S Su p I D "' Pi I. 

I«l</ K 

必要时以适当常数乘奶，可设1</，们>1 = I ,于是 

s 7 ID-^I <+，|«! </_ 

而由 supp Vi ( ZK 知上式意味着仍 — 0 ( 在逆 ( fl ) 中），但|</， 
9 1 ,)] — I 而与 V ,'〉—0矛盾. 

广义函数/有时也写作 /(*), 这当然是广义函数作为古典函 
数概念的推广在记号上的痕迹.但这并不意味广义函数/在 I 点 
有值.现在*只是表示 O 中之点与 1 P 之变元.如果还有其它变元 
如 • ••出现，则应看作是参变置. 

下面举一些 S >'(, Q ) 广义函数之例. 

例 1. m e L ： DC (^) (即 G 上之局部可积函数）都按下式定 
义(旬广义函数 




0, ？>〉 d <p^ 逆 （ g ). (m) 

很明显这是 o 阶广义函数， 

这个例子说明，可以把 £-! K (fl) 映人该 ’03); 而且,■■不同的" 
LUO) 函数映为逆'(奶的不同元,即这个映射是单射，这—点 
可以证明 如下： ^ f , g € L \ a XS ) 映为相同的逆 ‘03) 广义函数， 
应证 / 一 £ _ 0(p. p.). 记 A(*)•=•/(*)_ g(*)， 我们要证明 

引 a 1.2.3 JaC*)<p c*) dx — 0, v<p€ 纫’ (fl)=>A(*) - 0 

(P- P-). 

证.令1>()0-^-"/ 1 (^^)00 1 式(1.1.1))，则对几乎一切：, 
当 AOO 有意义时有 

AC*) — j 為 OO/i ^ 

-[ [ K *)- Ky)U (，亍 ’ 

+ j HyU b -Vy. 


由假设后一个积分为0,而对前一积分有 

j | [AW - Hy)l < Cs- 

X S MO) - K)0|iy. 

U ->1« 

由可积函数的整体连续性(见 Sobolev [1]), 知对几乎所有 r， 后 
一积分可以随 S — 0而任意小，从而 

A ( x ) = 0 (p. p.). 

在这个例子中我们得到一个单射 LU ^)^^ r ( ox 我 
们说一个局部可积函数是一个广义函数，这种广义函数称为」了 -f 
的，其余的广义函数相应地称为奇异的广义函数最著称 
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的例子大概就是 

例 2. S 函数，其定义是 

<#，< p 〉= < p (0)，€ 谬 （ S ). Cl 2.3) 

很明显，它也是一个0阶逆乂 fl ) 广义函数，但它不是正规的.因 
为若设 》(*) 由 fO)e 生成，取 （ pO ) 为上节中的 /.( x ) 

(见式（1.1.1))，则一方面由定义 （1.2.3) 

(s, ；.) = 1,(0') =■ ff _1 . 

另一方面，由于已设 〈 ff ，/ B 〉■= 0)办，用 Lebesgue 控制收 

敛定理在积分号下取极限又有 

〈 5, /，〉~* 0 (e -► 0). 

K *) 虽不是正规的，却是一个 Radon 测度（即 C / S ) 上的 
连续线性泛函，关于 Radon 测度译细的讨论可以参看 F . Trcv « 
[11). 例如当 UCR 1 时取局部可积函数 Y ( rXH « vUid e 函数），有 

<«, <p> — jv(*)<iy(*). 

而—般的 Radon 测度 P 也按下式 

A»(<p) — \^tp(jx)dn (1-2.4) 

生成0阶 mQ ) 广义函数.所以我们又发现， RaHon 测度空间 
也嵌入在 @'( S ) 中 . 5函数也时常称为 Di r 3 c 测度. 

由于历史的原因， （1.2.3) 时常写成积分 之形： 


( S , < p ) = ^(. x ^ tpix ^ dx . 


又对一般的 sf ' isi ) 广义函数/，配对 </，< p 〉 也常形式地写作 

例 3. 还有不是测度的广义函数. 例如召 w 
时的 ro ), 其定义是 

<^,^>--^(0), 0 锣 （ R 1 ). ( 1 . 2 .^) 

它当然不会由某个 Radon 测度按 （1.2.4) 生成，因为 （1.2.4) 生成 



6 阶逆 ‘( fl ) 广义函数，而由 （ U .5) 定义的《乂》)是1阶 ^'(, 0 ) 
广义函数. 

以上我们看到广义函数可以认为是由经典的函数逐步推广、 
扩大而来,例如可以从连续函数（它们当然都是局部可积的）开始 
逐步扩大其范围而包括种种有奇异性的对象.不妨说，奇异性的 
问题在广义函数理论中是一个核心的问题 .. 那么，这择的推广和 
扩大可以走到什么地步？而最终又与连续函数还有什么無系？这 
些问题将在以下各节中讨论.现在我们再围绕一个重要问题一 

亭亨尽 f 亨号^巧-爷卷手別半 一- 介绍一些在应用上很重要的 

riiiit .*. . 

例 4. 暂时设 S = R 1 而 k *) 在有限多个点 (‘例 如一个点*- 
0) 上具有不可积的奇异性.所谓 / O ) 的正， f 就是一个 ^ r ( R ') 
广 义函数(仍记为 /)， 而对 9.6 ^( R 1 ). * RS *0 ( suppv 就有 

</. v ) — 1 , (1.2.6) 

先看 K *) 一 I ,它是不可积的.当9>(0)，0,例如 Of SU pp<p 

时， （1.2. 6 )有意义，但若 < p (0)^0, 则（1工 6 )是一个发散积分 ■ 
但这时我们定义 

(/» ip) *= lim [ ( + [ 1 【 (*) . 心 ， <p € 逆 (R 1 ). 

e-»0 L J—» J# J X 

(1.2.7) 

这个积分确实是存在的,因为用分部积分法有 
式右= < p (— e)lge — < p ( e ) l g 6— [ j ^ + | t ] ip ' C*)lg \ x \ dx . 
因为 ¥6 您 （ H 1 )， 故 tp ( — e ) — tp ( e ) —0( l ) e , 从而 

if , v )= — j ^ < p ’ C*)ig 




•• 

这个轵分即发散轵分 I -# 心的 C . uchy 主值： 

R _ x 

(/» <p) *■ P-V. [ M^dx. (1.2.8) 

r ' * 

而当 qo (0) ■= 0 时 p . v . j ’(*) i/x — irfr ， 而右方的积分 

R 1 X R 1 * 

是收敛的.因此由 （1.2.8) 所定义的 您' ( fl ) 广义函数（它是1阶 

的)是士的正则化，记作 p . v . 

M 5. 仍设 a - H 1 , 考虑函数 

xi-» \ xl> * > 0 ’ ICC, i — 一 1 ， -2, 0.2.9) 

l 0, r < 0, 

这里的多值函数/规定当 * 为正实数时取正实数值.当 R ^> 
_1 时，4定义一个正规的逆 '( B 1 ) 广义函数 

<* i , < p ) ™ | < p (*) € 逆 （ R 1 ). 

这个积分是 i 的解析函数.实际上，经过计算易见当 R^>-l 

时* 

j x x <p — j jcVOOh + j ** <p00 

— V ^ O ) 本 + g &1 

M ,i J i~i a + / + o；! 

(1.2.10) 


但因由 Taylor 公式 < pC *) - S 〆 = 0(1)^. 所以 

i = o ?! 

(1.2.10) 右方的积分当 Rel > - 1 时仍收敛，而且整个右方 

在 Rei ：>— 々一 1中定义了 i 的解析函数，但在1 -1, 

- Z , 一々处有单极点.因此 （1.2.10) 的右方给出了其左方在 

R e < l > —々一 1中的解析拓展.由々的任意性可知这样可将其左 
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方拓展到整个 X 复平面上去，而有单极点 2 = — 1，一〗，•••.这 
样我们又定义了一个逆' (fl) 广义函数，它仍是有限阶的，阶数是 
[-RcX - 1] (Rcl < 一 1) 或 0(ReA > -1) .若 0 j^suppg '，则 

(1.2.10) 的右方即成收敛积分心.所以这样得到的 
逆乂 fl ) 广义函数是的正则化. 

以上我们给出了一个賦发散积分 j o + "^VW ^ 以意义的方 
法.这种方法首先见于 J. Hadamand [1], 其后在 M. Ri«z U] 
中又系统地予以发展，并称为 Riemann-Liouvillc 积分. 

与此相似，我们可定义逆' (fl ) 广义函数 Z 即 


卜{°， ： >0 ， 

"l(-x) 1 , *<0 

的正则化.由4, Z 出发还可定义许多重要的广义函数如 


I 6 C 


|: 卜 gnr — — xl. 

这一类问题是十分重要的.读者可参看 「e;iw})aHii 和 IIIhjiob 
U ]. 关于它们在近年来的重要进展可以参看 BepmureftH [1〗和 


BepHinTeiiH 和 rejibifiaHa [1]. 

2. SS \ Q ) 广义函数的运算. 

i° 广义函数的相等和等于0.设 /e mXQ ') 且 v〆 逆 (J3) 
</»<p) = 0, 就说/ = 0;若 逆乂 £0且 f - g ^ O , 就说 

1-s. 注意在上一段例1中我们即已指出两个正规的广义函数 
(即局部可积函数)在广义函数意义下的相等，即在古典意义下的 
几乎处处相等.一般地因为谈不上在、点之 
值”,其相等的定义是作为泛函的相等.这是一个“整体定义”.下 
一 饵中还要给一个局部定义. 

2°广义函数的线性运算.对常数 q，c 和 h,!A 逆'(0)，我 
们定义 C . U + 如下： 

{tifi + c , U , q >) = f,</u f ) + Ci ( f », v ), 激 （o). 

( 1 . 2 . 11 ) 
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综合 1°，2° 可知您' (G) 是一 个线性空间. 下面我们还要賦 
.勿'以拓扑结构，使它成为拓扑线性空间.这样 您， W 将是 
的拓扑对偶空间. 

:3。把中的仿射变换.设 fl - R *. 先讨论 平移： 对通常的 
函数 K *)， 若 - SR ", 我们定义/00沿《的平移.对 
-f / OOe 级， ( B -), 我们则定义/0 — a ： K 逆 XR ，） 为 
(Kx — a ), ?>(*)> = < K *)»< pC ^ + o )>, v<pe 逆 ( R _). 

( 1 . 2 . 12 ? 

这样定义的 f<* - o) 属于逆' (R-), 是应该钲明的，但因证明 
很容易，留给读者. 

相似变换.对 /(*)€ 涵’ ( P) 我们定义 

</(^), vC»)) = ™r( K*),v (f)), vw 逆 （ R，）. 

(1.2.1?) 

很容易证明逆' ( R"). 应该注意上式右方为什么会出现因 
子其实对于正则的广义函数，用 (1.2.2) 定义 </,<p>, 就知 

ur ■ 

道必须有这个因子才能与经典的情况符合. 

若对一切^ > 0有 /(«) = 则称^多 a .正.)齐垆 

广义函我们将在下面讨论它 • . 

. •谂我们记 /(-*) = /w 称为/ 的尽稃 ，故 
G ,< P ) = </(— ar ),* p (*)> = </ C *). ■?(—*)> = ( f , ^). 

若？ = / ，称 f 为 fc 冬®寧， ？ = 则为 f 例如对 
*i 有戟 = *i ， Ul* = \x\ l , (Ul'sgnr) = — U^sgn*. 

对一般的非异线性变换 H°-R% 我们定义 

( kax ), v (*)> = Met^r'</w, 

(1.2.14) 

K*)e^，(K")，<pOOe^(K-). 

这 g 我们看到广义函数与通常的函数有重要的区別，而在变 m 的 
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变换下表现 出来. 这一点将在 W 中再讨论. 

以下讨论一些重要的分析运算. 

4。乘子运算•设 0 (*)e 定义二老 

的乘子积 a /e (应该证明它确为 ^ Xo ) 之元)为 

( af , rp ) = (fy a < p)t V ( jf ) 6 (1.2.15) 

«0) 称为切' ( fl ) 乘子. 

例 1. x 8 { x ) = 0，因为 

( x 8 , ( p > = ( 8 y xrp ) = ArrpC *)!^, = 0. 

反之若 M 逆'(⑴，而且必有 / = M( r 是常数)，证明 
见后.从这个例子看到乘子积里有“零因子”出现. 

例 2. * .丄 =1. 这里丄表示 p . v . 丄.事实上 

X XX 


+ ’ 7>00〉= 〈 P . V •士， 

= | i <pix)dx = <1, <p). 


例 3. = 先: R _ Rd >— 1 的 

情况.这时对一切 me 逆 ( B 1 ) 有 
(x • x\, ip) — 〈 *l_ ， yrpO )〉 


但因双方都是 1 的解析函数，所以在其解析域中二者都相等 • 

目前我们还不能定义两个广义函数的乘积而且使它成为“通 
常乘积”的自然的推广.如果形式地加以规定，就可能违反通常乘 
积的某些基本规律如结合律.例如 

(丄 -*) - 5(*) = I ■ ffOO = 士指 P . V . 士， 


丄 • * 0 

X X 


= 0 # (丄 • • $00, 
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广义函数的乘法问题将在第四章中讨论. 

5°微分运算.先看一个例子：设 /(*)€ C '( R '), 它当然是 
您， 广义函数，且对谬 ( B 1 ) 有 

( i \ = | r1 

— j R _ K*V «&—</， 〆 >• 

模仿这个关系，我们给出 

定义 1.24 设/€ 我们定义/为逆' ( C ) 广义函 

dxi 

数 如下： 对一切<?€切(0)，定义 

〈盖 “ 〉一 (U ' l6) 

对任一重指标《，我们类似地定义 

这里当然应该证明这样定义的确是 -^>'( 0 ) 广义函 
数. 要点在于证明当V, — 0 ( 在逆 （G) 中）时<(^|^°/，仍 0. 


而这要求钲明 — 0 (在您(公）中）.逆 (fl) 的拓扑结构 


恰好保证了这一点，而这正是定义 ^>(0) 的根据. 

下面不加证明地给出一些显见的 结果： 

定理 1.23 您'(^)广义函数均无穷 M 微，而且结果与求微商 

的次序无关，因此例如有 


_?L_ / = __0 ! _ 

dxidxjf dx^dxj 


K 纫， （ Q ). 


定理 1.2.6 具 C- 系数的线性偏微分算子 （PDO) 


P^P{ Xi d,)= XI «-W9 ； 
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映逆， ( fl ) 到切， ( fl ) 内，而艮对切， ( fl )， 中€逆 03) 有 
<P/» V> = (1, 'P v ) 

= </， S (— 卜。(咖]>, 0-2.1 H ) 

lal< M 

( p ^ 2 C - 0 |0| 9；[« 0 C *> - ] 称为 P 之转置 算子. 

“！ 

定理 1.2.7 (广义 Leibnitz 公式）设 a(*)f C ", 则对/€ 
政 ( fl )， 

P ( af ) = S 丄办.广 GA )/， （1.2.19) 

i ^ i <™ 

这里 ，( l ) = a ? PCO . 

证.由 Leibnitz 公式(请自己证明） d z (af) = d x a - f+ad t f, 
因龀将 P ( a /) 之各项展开再整理，应有 

P («0= 2 ^ aR ^ x , a ,)/. ( 1 . 2 . 20 ) 

l ^ k<m 

为了求 K » 的表达式，取 l »>?€ R % 并令 a = exp ( e , T >, f = 
exp < jj , r >, 代入 (1.2.20). 左方为 P(x, ? + n ) exp〈S 十 > 1 ， *>， 

右方为[乏] >?) l « P〈f 十 >1，•将尸(*, § + *1) 展开 

有 

p(x, S + 7) = S 士 ^ S P lS> (x t r,). 

再代人 (1.2.20), 比较双方，则由€之任意性有 

R>(.x, » i ) = v). 

PI 

因为这是 * 7 的多项式，故 P l ,, ( x , a ,). 证毕. 

pi 

fBl . Heaviside 函数 Y (*) =4 (见 （1) 和 （1.2.9)) 有 
< y , v > = -< Y ,^> 

= —j ip'ix^dx == ( p (0). 

所以 WOO =5(*). 这个事实曾由 Dirac 从物理学角度发现，现 
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在我们又从数学上论证了它. 

例 2 . — lg 1*1 = p - v . — . 事实上由分部积分即得 
dx x 

〈士 igUI ， 史〉 =_ j H , igMip’OV* 


lg \x\<f'{x)dx 




=Lr ; + _ l (又户0，一 1， 


•). 先令 R ^>0, 


〈丄 : i ， V 〉 = - j arVO'Od* 


=x j y-vov* 

=<p). ( 1 . 2 . 21 ) 

因此上式在 Rel ：> 0 中成立■但一 〈: d , ( p '> 和 〈 kV 1 ， 都 
是 ； l 的解析函数(不过双方均有单极点于1 = 0, 一 1， 一 2, ••• 
处)，所以，当140, — ■•时上式成立. 

当1 - 0时，由 （1.2.9) 已知 xl = YC *), 故由上例- 

dx 

»(*) # 04 - '.现在要进一步讨论 A - K ( K 为正整数)时砬如 

何定义并给出微商公式. 

^3 h (. v ) = j o = 〈* i , v >， 当 i 垆一 l ,— 2，--. 

时双方都是； l 的解析函数，而 (1.2.21) 给出 

hW) ~ — h+i((p ， ')K^ + 0 =* *•* 

=- (― l )*/ i +*(< P t * > )/( i + 0' • *( 2 + k). 

( 1 . 2 . 22 ) 
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因此在单极点一々处的留数是（一 _々)••• 

(- 1) = -/„ (^')/^-0!. 现在设 1 离一々很近 (1 + 
々= s ), 并在 IxM 中减去其奇异部分，则当 A + — 0时 

/i(<3») + ^oC<P U ')/U — Ols 

= / i ( v ) — rp ^- u (0)/(^ — 1 )!G 

=(— l )^/ s ( f > (t> )/(6 + 1 — 々 ） • • .8 
— <P^ a WKK — Ole 
= ( — 1)* | (* e — 1)W*)A/(S + 1 

-0 ***e + ^-»(0)[1/(^ - 1 
—s)-“(l — e) — l/( 々 —l)!]^* 

( ig *)< p u > C *)^/(^ — Ol 

+ ^ C 0)( Ey )/«- O !. 

因此，我们定义为以下的4阶逆' (0) 广义函数 

• • • • » • « ♦ • 

(x^, <p> = — j 。（ ig*W*V r /( 々一 Ui 

+ 0-»(O)^J|)/u-l)!. (1.2.23) 

对于这样定义的经过计算自然有 

<*7, x < p > = «(*-〜 (？>, 即 *•»；* = *； l * +u . (1.2.24) 

同时经计算有 

-<^*, v -> - j^og^-p^Mdx/a - ot 

(0)( 琴 y )/ a -0! 

■= (― k) [— J b 
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+ ⑻(左十) 

«= — cp) + < P UI (0)/々|. 

因此，代替1#0，一1，一 2，. ••时的^ lx ^\ 现在有 

dx 

^ = - W' + (- 1) 妙(*)/々!. (1.2.25) 

dx 

现在讨论广义函数意义下的微商与古典意义的微商之间的关 
系.如果 n c'(fi), 则/和心/都是局部可积函数因而都定义 
逆 '(o) 广义 函数； 而且由分部积分法可知心/也就是/的广义 
函数微商.但若例如汉*)只是： re R 1 的分段光滑函数（确切些 
说，设 /(*) 和 fix ) 在上只有有限多个第 一类间 断点），则/ 
的广义函数微商^与古典意义下的微商（它也是局部可积的）所 
定义的广义函数（记作 [n) 二者并不相等.事实上，令 fo) 之 
间断点是“,，•••，相应的跃度是力,，则 
</'» < P > -</, V ') 

= —Ul + C 十 …+ C] /c * v( * v * 

=一 K*0<pO) 丨 — ■■- 一 /009>0o| + 

+!__ [/’ CO ] ipC » V : 

-=v(«i)[/(o! + 0) — /(a, — 0)3 + 

+ 9 , (o»)[/(a* + 0) — f(a k — 0)] 

* 

= 2 — «j), q>) + <[/’] ， ip>. 

^-i 

因此 

k 

f = 2 ^ - «») + [ n . 
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这是一个重要的关系式，而且数学分析中的几个大定理(总称 Sto - 
k « 定理)都页以解释为它的高维类比（见 S 5, 5 6). 目前我们只 
是提醒一 点：从 （1.2.20 看，古典的求微商的结果会漏掉一些》 
函数,因此一些重要定理如 [H = 0今 /(*) = const 在古典的数 
学分析中是要加上很强的条件才能成立的（例如在初等微积分中 
是要求 K *) 处处可微），例如 Heaviside 函数的古典意义微商几 

乎处处 （* 卢0处）为0-对于局部可积函数而言， p . P . 为 

0的函数，即0函数——但 Y (*)# co ast . 但对于广义函数意义下 
的微商则没有这个问题. 

定理 1.2*8 设/而且 /•€ 欲 ( K 1 ) 为0,则 f = 
const . 

证.由假设 a ?>'> = 0,记< = 0 ,则/在逆 at 1 ) 中之 
作为另一个逆 ( R 1 ) 函数的微商的元步上为0,亦即/对有一个 

原函数办仍在谬 ( R 1 ) 中的这种丨上为0.但由. 

e 您 （^) Oe 逆 ( H 1 )) 之充分必要条件是= / O )= o . 

因龀 / O )= o 今</，必 >= o . 现在取任 一 g > e 逆 ( R |). 作一函数 
qp 0 € 逆 ( R 1 ) 使 /( q ) 0 ) = 1,则令 ■/• = <p — /(< p )< p 。， 当有 I ( ip )= 
0,从而 

0 = </, <l>) = (f, v> — /(?>)</, ipo> 

=</, < P > — < f , < p >, 

« = </. < Po >. 因此 i = c . 证毕. 

3- 齐性广义函数.前面我们已提到什么是（正）齐性广义函 
数.现在要给出确切的定义. 

先看一个古典的函数 /OO X 6 R " 为4阶(正)齐性函数的定 
义 

/(«:) = ^/(*), t > 0. 

如果它能生成 ^ r m 广义函数(这是不一定的），则 

◊GO, v ( 子) 卜 j/Wv (+) 办 
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=j f{ty')<oiy)t n dy 

=/*+"</，？>〉(x = /y). 

仿照这个关系，我们给出 

定义1. 2 .9设您' ( G ) 造合以下关系式 

◊ 00, V ( 子》 = 〆’</ ， V> ， V/ > 0, <p€^(a), 

(1.2.27) 


则称/为4阶(正)齐性广义函数. 

以上我们所讨论的是齐性函数的 
例子.因为设 Rdl > — 1，则 

f +«0 

〈 *i ， < p > = j 。 

=(■"■* J o + °yV (+) 办 

卜=子). 

又因双方都是 a 之解析函数，解析拓展后即知上式对 
- 1,-2,-..) 均成立.所以对这样的;I，/ + 是：1阶£齐性广 
义函数.但是当 U 为正整数)时却不是阶正齐 
性函数，这由 (1.2.23) 经过计算即可知道. 

齐性广义函数和古典的齐性函数有许多共同性质.例如一个 
是阶(正〉齐性广义函数与一个/阶(正)齐性乘子的乘子积是一个 
々+ /阶(正)齐性广义 函数； 々阶(正)齐性广义函数的一阶微商 
是 々_1 阶(正)齐性广义函数等等.现在我们证明 

定理 1.2.10 (Euler 恒等式）/是々阶（正)齐性广义函数的 
充分必要条件是 


t x ' lr KU (1 . 2 . 28 ) 

证.我们要证的即/之齐性等价于 
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=- D -〈/’±々， 

亦即 （1.2.27) 等价于 

{ f , p ^^) = -(K + nXU - P ). 0.2.29) 

现将 (1.2.27) 双方对 t 求导，再令 / = 1 即得 （1.2.29) (证明过程 
中我们用到了 = 这一事实，它可以由式 

右作为差商的极限以及 — (在 ^( Q ) 中）得到). 
△/ dt 

反之，设广义函数/适合 （ u . 2 9) .将 r*-^ s 对 

<求导，由（1. 2 .29)可知其微商为0,因此它的值与 z 无关.令 
* = 1 即得式 （1.2.27): 

rk ~" (/» 9*(^)) = (/ > <P>. 

—个々阶（正）齐性函数当 K <- n 时在原点总有不可积的 
齐异性，用它来生成广义函数就需要正则化.因此,讨论齐性广义 
函数时，时常与正则化问题相联结.读者可以在 rejif ^ aHA 和 11 JR - 
^ b [1] 中第四章找到详尽的讨论，它在偏微分方程理论中是很重 
要的. 

4.^(0) 的拓扑结构.人们过去曾试图以多种方法将 SCO 
定义为光滑函数序列的极限.例如 


lim ~ 


*P (- »V) = 


其意义实际上是说,对一切逆 ( R 1 ) 有 




exj ， （一 n 3 x J ) 9 )C*)«/r =-•= 


<p(o). 


这就告诉我们应在 您’⑼ 中引人某种拓扑结构.巾 f ? 
多种拓扑，如强拓扑、弱 * 拓扑(可以证明財序列的收敛而占二荇 M 
一致的）,我们这里则直接给出 


定义 1.2.11 设/;，/6逆' ( G ), 而且 


l»m (/；, < p > = </, tp ), V < p 6 & >(Q), (1.2.30) 

；—<o 

则 A 在 ^ XQ ) 中（弱 *) 收敛于 /. 

定理 1.2.12 若 h — f (在 级乂旬中），则对任意屯指标 

«, -* 97. 

证. 任取 您 (£ 0 , 则（一 i )'° ia > e .^>( fl) s 从而 

(- 0 | O ' a »-</,(- i ) i ". o _ v > 

= (d a f,cp). 


同法可证若 aC *) 为一个乘子，则叻— a / (在劣’ ( G ) 
中）•若 PO , W ) 是具有系数的线性 PDO , 则 P(x, D x ) 
A — P ( r ， DO / ( 在逆， ( fi ) 中）. 我们也可 以说： 

分 运算： 锣' ( fl ) — 谬乂 G ) 都是连 续的. . 

• • * • • ♦ * « 


根据这个定义，可说 


-~^=. exp(— n l x ! ) - f 


万 0) (化 


中）.这个作法可以 推广： 若有 B 1 上的连续函数序列/;0) ( 它 


们当然都是逆’ ( R 1 ) 广义函数）, 适合： 

i) VM >0 ， \a\, \b\<M ^ |j*/,OV；c I 

ii) lim 「 /,(*) 厶 = 广 ^ 同号 ’ 

i>. J- * ll, a< 0 <b, 

则必有 A — » (在您乂 R l ) 中）. 

事实上，若记 f ,0) — 心，由 ii ) 知 f ,0) —voo 

(p- P -)» 而由 i ) 可知，对逆 （ K l ) 可以应用 Lebrfgue 控制 
收敛定理而得 



=<v» q»>. 


因此 i 7 ; —y (在逆'(祀）中），从而/,=丄尽—丄 yoo 

dx dx 

占 (*)( 在逆， ( R 1 ) 中）. 

物理学家常用这种方法定义50)，例如 

士士广 w ( s - 0 , 7= +), 

1 sinvx _/ v , 、 

;-» d \ x ) \v co , , ■ y ). 


物理学家处理这类问题的方法可见 Cokojiob 和 HBaHeHKOtn . 

以上我们看到，可以用一串连续函数在 m % Q ) 的弱拓扑中 
去逼近—般说来甚至可以用 C" 函数在逆， 03) 中去逼近 
一切 m \ Q -) 广义函数.这一点将在5 4中讨论. 

在结束本节时，我们再证明广义函数的微商也可以定义为其 
差商在逆' (fi) 中的极限•设/(>〕€逆， (fi)，A 是向氧（()，•••， 
l，---，o) (第 《• 个分是九，其余是 0)， 则[/(■»•+々)一/(*)]/ 
h 乂淡 \ Q \ 任取 W 级(幻，则当 U,! 充分小时，扣 ppvCr—A)C 
K "= suppv , 而且当 A,.—0 时， supp[^p(r — A)—p(*)]C 
由广义函数平移的定义 （1.2.12)， 我们有 


lim // Cr ) , 

卜 0 \ hi / 

—〈⑹， 

o 〉. 


因此，作为 您.⑻ 中的极限，我们有 

lim !(^±AlszlM d 

V lu Or,. 
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以上我们 ffl 到了 lim <*)= — 2它（在勿 （ fi ) 中） 

A,-*a hi OXi 

这个明显的事实. 

关于逆' ( a ) 的拓扑结构的详细讨论可以参看 F . TrcvcsUI . 

§3. 广义函数的局部性质广义函数 

1. 广义函 教的支集与奇支集.广义函数作为古典函数槪念的 
推广，是基本空间上的连续线性泛函，因此谈不上它在某一点％ 
之值.但是说 /(*)€ 逆乂 G ) 在 x 0 € Q 附近为0却有明确的意 

义. 

定义 1.3.1 上述 /00 称为在 h 的某一邻域 V (^ Q 中为 0, 
是指对一切 qse 识 0?) 而且 supptpsr 者，有 
</. <p) = 0 . 

S 1.2.1° 中对/ = 0的定义是 f 为 賊 Q ) 上的零泛函，故若 
SUpprpSK , 如上自然也有〈/， q 5> = 0,即/在之每点附近为 
0. 反之，若/按定义 1.3.1 在 fl 之每点附近为0， f 是否您 03) 上 
的零泛函？这是肯定的.证明如下： 

设/在*之邻域匕上为0, 构成 G 的开覆盖.若《?€ 
颂 os ), 可以从 { V ,} 中选出有限多个 m ....,* 覆盖 
5 uppq 5. 作从属于的一的分割 {0,} 并记 <Pi = 

k 

则= S < P ,， 而 

si 

</，9>> = 2〈/，％>， 

»«»1 

但因 f 在 R 上为 0 而 SUppq5,.d .， 故 〈 / ， (Pi> = 0(»’ = 1，* ••, 
r )， 从而 </，<?> = 0即/ = 0 (按 S 1.2.1。 的意义）. 

当然也可以得出两个 您•⑻ 广义函数/， S 相等的两个定 
义，即 S 1.2.1° 中的“整体”定义和下面的局部定义（它和前一个 
定义是等价的 _ 
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定义 1.3.2 若 C 之任一点*均有一个邻域使/一《在 

其上为0,则称 f 与 S 在上相等. 

由此可见，若 f 在开集 t /,， r / 2 上均为0,则在 u l \ jv ! 上/= 

0. 因此将 f 在其上为0的一叨开集取并 U U „ 将得到 f 在其 

1 

上为0的最大开集. 

定义 1.3.3 上述最大开集 IJl / i 在中的余集 

X X 

称为/之支集，记作 supp /. 它是公的相对闭子集. 

读者自己容易证明 

i ) 若 逆’0?)，而且 supp / nsupp<p = 0 , 

则〈/» = 0. 

ii ) 设 O 之相对闭子集 F 具有以下性 质：当 rpe 级 ( fi ) 在 F 
的一个邻域上为0,则有 〈/,< p 〉-=0. 可以证 明 supp / = OF , 
H 此可说 supp/ 是具有该性质的最小相对闭子集. 

例 1. 令 公=扣 . Heaviside 函数的支集是 

supp y(*> = {jt ； x > o}, 

的支集也是它. 

例 2. 令 G = R，，supp 8 = {0}. 

上而说过，讨 沦广义 函数时奇异性问题是一个梭心问题.我 
们关于广义函数的理论是基于 C " 函数的，因此我们认为 C " 函数 
是‘‘规则 ”的、 “正规”的等等 s 而非 C ~ 的则认为是奇异的.利用 
1 € m - i . Q ') 的局部性质可以仿照支集的定义来给出一 个童要 的槪 
念：奇支集.函数因为是局部可积的，自然是广义函 
数.因而可以谈到 / e 逆' ( a ) 在某一开集上等于一个函数. 
若/€ 在开集 A 上等于 c °» 函数 /, o ) C / = i t 2 ), r/,n 

i / a # 0,则在上自然有 /,(*) = f 2 0), 所以 / O ) 在 
r /, Ur / 2 上等于一个 c " 函数.这样就可以作出便 /0 O 在几上 
等于一个 c ~ 函数的最大开子集;于是我们有 

定义 1.3.4 /€ PJ >\ Q ) 在其上等于一个<：~函数的诚大的开 
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子集对于的余集称为 / 之奇支集，记作 singsupp /, 它垦 G 的相 
对闭子集. 

例如 singsupp Y = {0}, singsuppS — {0}. 

当然， singsupp / Csupp /. 

上面处理这两个概念的方法都有两个 侧面： 一方面由 f 之整 
体性质当 f 限制在某个开子集 ucq 时（这个限制记作 /| t/e 
您 '([/), 即指 f 只作用在逆 ( U ) 上得到的一个您' ([/) 广义 
函数）得到/在 U 上的局部性质.例如上面已证明的/=0€^'- 
( fi ) 在 fi 之每个开子集 C ? 上均为 0. 第二个方面反映在以下定理 
中. 


定理 1.3. S 若为开集 之并： Ul ， 在 K 上存 

a 

在 逆， (uj 使得当0 时 U \ v a (\ u , = U \ v a C ] u s . 
这时必存在唯一的 M 逆' ( a ) 使 /| u „ = / a . 

证.唯一性是明显的，因为定义 U . i 后巳证明，若 / a = 0则 
/ = 0. 为证明存在性，任取一个 您⑻， 因为 S upp V =KG 
Q 是紧的，所以只需选有很多个 I 例如[/即有 

u v i% 作从属于 { tM 的一的 C » 分刨 { cM ， Jf . 令 V , = ^ tp , 

则 S < P » = V 而且 supp < p , C ： U ; , 从而 (1 i , 屮 i ) 有 意义. 我们定 
义 

〈/» < p ) = S Om Pi). 

i 

这时需证这个定义是合理的 （ well - defined ), 即/与一的分割的作 
法无关.因为设有另一个一的分割而 = 则 
^(. UiOUO , 而由假设，所以 

</,妒> = S 〈八， x ,, Pi '> 

l i 
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= S (f» S x 'p>) 
= 2 〈"，（〉• 


定义的合理性得证. 

将这两个方面综合起来，我们说 ^( Q ) 广义函数具有“层" 
( sheaf ) 的性质.直观地说，所谓 M 的概念有两个方面，一是一个 
具有某性质的对象在任一开子集上的限制仍具有这个 性质； 二是 
若在每一个开子集上各有一个具有某性质的对象，而且在两个开 
子集的(非空)交上这两个对象相等，则可以将它们‘‘粘”起来成为 
—个整体的对象.层的概念是现代数学中的基本概念之一，读者 
可以参阅有关的著作. 


^'(^)广义函数不仅可定义在 ^>( Q ) 上，而且有 
定理 1.3.6 若 S >\ Q ) 具有支集 K ， 则厂必可以唯一方 
式拓展为7作用于 E = be C "( S ), SU pp ip f \ K 为紧） 上，使当 
supp < pV[K = 0 时，〈?， V 〉 = 0. 

证.作 suppyn *： 在 e 中的两个开邻域 ugu „ 则 iJ * ■和 
K 构成 fi 的开 覆盖： { v „ V ,} v ^ u ,, v t = 作从厲于它 
的一的分割 {<!>,, 0 j } 当有 * p = </vp + = < p , 十 < p ,， 且 

您 （13)， supp ^ CU ,, supprpjCFj , 而且易见 supp « p 2 nA ： = 0, 
因此若 / 可拓展为？，则应有〈?， < P > = < f , <?,>从而这个拓展是 
唯一的. 

存在性.对 E 我们已作出了分解式9 =奶+奶，并 
且看到应该令<?，•?> = </,■?,>.问题在于这样的？是否合理定 
义，即对另一种分解法 V = V [ + ip ' i , 是否有〈?，= (/，9>;〉？ 
记 0 = ip , — ip ;， 则 ( j , 6 Sg { Q ~) 而且 Kfl*upp 必 = XHsupp (< p , 
— V :) = 0 , 因此</，必> = 0而，私〉=</， 〆 >.这样定 
义出来的？，具有定理中所说的性质是明显的. 

2.具有紧支集的广义函数.若/€ 具有紧支集 

则任一 《 pec ~( G ) = #03) (不一定有紧支集）都在定埋 



1.3.6 的 E 中，从而 f 可以拓展为孑 (0) 上的？，而且 

{?, < p ) = (/) Vi) = </> ( I ' lV ). (1.3.2) 

并且其值与必的取法无关.不但如此，令 K^K, 一定可作截断 
函数也使 supp 0, CJ ： ls 从而由 G .3.2) 有 
K ?， V >| H<h < K < P >1 

< c 2 su p I d °C^i < p)I 

1« K*I K, 

< C, 2 sup |0°(j!)|, (1.3.3) 

lai<»l K| 

这里 c , 和々由 & 决定.但 sup 1 D >! 均为 #( fl ) 之半范，故 

UI <^| 

由 （1.3.3) 知，拓展而得的？是 #( fi ) 上的连续线性泛函，即 
f ( fi ) 之元. 

反之，设？为 /( s ) 的线性泛函,而且对某一紧 me 可找到 
(：,>() 和非负整数々使 （1.3 J ) 成立.将/限制在逆 ( a ) i -_ 将 
得到一个 m '{ Q ) 广义 函数： 因为若 rpe 逆 （ G )， 记 K 3 SUpPV , 
将有 

sup | D a tp I = sup I D 9 <p\ ^ sup ) D a (p \ f 

K | X 0 K | k 

从而 （1.3.3) 成为 

K?^)! < c.l 2 su p l D VU ^kW. 

«,<*! K 

这一个 逆 '(o) 广义函数具有紧支集于 & 之中.因为若 s U pp«pn 

& = 0，则 sup |0 o <pl *= 0而〈?， < p 〉 = 0. 总结以上即得 
K | 

定理 1.3.7 ^(0) = {/； /€ ^>'(0), sxippf 为紧） • 

可以证明纫忒 ( fl ). 因为作为集合，级 Oo ) c ( a ) 
是明显的，而且当朽— 0 (在中）时，因为 suppep ; 均 
含于某一共同紧集中，而且在其上对任一《,对 * - •致 地有 
因此易证在之一切紧集 K 上，对任一《, D a V ; 在 
K 上一致趋于0,即旳—0 ( 于忒 ( fl )) 中.因此 /( fl ). 
即由这一 点看， 锣乂 0) 也是自然的，定理 1.3,7 则进一步 
对，’作了刻划 • 中的元称为广义函数，而且前 
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面讲的关于的性质与运算，对 ^-(0) 都成立.唯一浠 
要修改的是 

定义 1.3.8 若^ « r ( fi ),/ e ，( a ) 而且对一切 we 
</,, v > — 〈/，•?>，就说 A — / (在广 ( i ?) 中）. 

显然 m 在 中/ (在逆' ( a ) 巾 r . 
因此，不但有 f ( fl ) c 逆切），而且有 

3•广义函数的局部构造. 前面我们看到，上的连续函数因 
为是局部可积函数，从而是广义函数.因此，连续函数在广义函数 
的意义下具有各阶微商.现在我们要证明，每一个谈广义 
函数局部地一定是某连续函数的有限阶微商.准确地说，我们有 

定理1. 3 .9 若/ KmQ , 则必有函数 f 6 L -( K ) 
以及整数馆> D 存在，使在 K 上有 

证.由定义 1.2.1， 必存在常数 C 和整数々>0使对 <ps 
cu ) 有 


|</» 9*)1 < c 2 SU P I ° a, P I - 

! a |<* K 

为了下面讨论方便，我们引用一个记号 （ D )* 表示 （3 c - a , B )*， 
而且引人一个集合 

{<!>-, 0 = (D)t + V, ■peC-C/Q}. 

因为我们规定了 1 p 有紧支集，所以给定 E 中一个■/■必有唯一的 V 
与之对应.显然 ECL '( K ). 现在在 E 上赋以 L l ( K ) 范数，我 
们要证明，若且 ||^ ll L - ( K ) -0, 则对相应的{妁}，有 
</,啊 > — 0,这是因为， K 可以含于一个边长为/的立方体内，对 
任一 e >0 取&使当；，时 

|(0)t+' ( p,| 1 /r< e // 1 't + «". (1.3.4) 


因此 


(D)*(p ； = j - ■ ^ • 'dx t 



应该适合 

I ⑽叭 | < e "_. 

利用这个式子，对 （ D ) V ; 作适当次数的不定积分，并设/ > 1, 
即有 

IDVil <8. 

所以〈/，妁〉 — 0. 

</,«?>本来是的线性泛函，由于*与0之间有一一对应, 
所以也是少 e E 的线性泛函，而且对£上的 LW 拓扑是连续 
的.因此，由 Hahn - Banach 定理，</，？)>可以拓展为 //(/ C ) 上 
的连续线性泛函.因此，一定存在/ ■"( K ) 使 

</, 9>> = = j/(D)<X (1.3.5) 

令《 = <+ 1，(_1)<*+«-^ = F , 即有 

</,<P> = <(D)^F, ^), <pec»(K). 

这就是说，在欠上有/= ( D ) WF . 定理证毕. 

注 1. 若令 


C(*) = | 1 •••[ * Fdxftix” 

则 GO) 是连续函数，而且 （D)G = F ，从而/ = (D) M+ 'G - 
(D)* +J F 在 K 上成立.所以 /e 逆' (fl) 局部地可以表示为 R- 上 
的连续函数的有限阶微商. 

注 2. 若取 zooe c?(fl ) 而且在附近 X ( x -) = 1, 则在 K 
上 ZO) e 1，从而由推广的 Leibnitz 公式 （1.2.1 9 ) 知 （£») M+1 G=- 
(D)"'+*(ZG) (往 K 上)，因此/€逆'(£0又可以局部地表示为具 
有紧支集连续函数的有限阶微商. 

现在来看/€ S ' iQ -) 的情况.注意到 f (a)d 逆•(£)，若 
取定理I. 3 . 9 中的 K ■适合 iuppfCZK ^ Q , 即有 

定理 1.3.10 fW ⑼ 可以表示为一个具有紧文集 K 的连 
续函数的有限阶微商.这里 K 可以包含在 supp/ 的任一 个邻域 
之中. 



下面要讨论一个重要的特例，即 supp / 为一点(不妨设 Sapp / 
的情况.这时我们需要以下的 定理： 

定理 1.3.11 若 }€ #-(£)) 具有有限阶 < 々，而 
连同其直到々阶在内的微商均在 supp / - K 上为0,则 
</, *P> - 0. 

证.令 s 充分小，对 K = SUPP / 作其 s 邻域紧集于是 
对任窻小 1 /均可使 在&上 < >i (| a | =々).利用积分关 
系式 

d a rp{.x) == ( d a <p(.x 0 + «(* — x 0 ))dt , x„€ K, 

Jo it 

可以证明在心上当1«| 一 1时 I 9°< p | < ( e \/ Oi ,. 仿此 
即有 _ 

13 VI <(\/7 0 广'、|«| <々. （ U .6) 

现在令心《的特征函数为 ZOO , 如 （1.1.7) 那样作截断函数 
« s O ) 使 suppa t CA ： 5t/4 , 而且在 A ：,* 上《«0) = 1•由 （1.1.8) 
又有 lavwi < M pe ~^. 

令必 e OO ** 应用 Leibnitz 公式和上式有 

lav.WI 〜 (? = ?* + p,) 

- C ,\ s \^' ri , 

以上 M 但在 Km 上也 = <?，故有 

(U <p) = </» </**). 

但由于 / 的阶数 <々，故 

!</, v>l = \(l> ^ e )l 

< C V ] sup lD u (/ i e | < Cij . 

7<* K 

由之任意性即知</， < P > = 0. 证毕. 

以前，我们只证明了 < P 在 K -^ ppf 之某个邻域上为0,即 
可保证 ( f ，< P >=0, 这个定理是它的重要改进.又耍注意，定理 
中 V 之直到4阶在内的微商均在 K 上为0的条件不能写成 < P 在 K 



上为 0; 因为 K 不是开集，而可能例如只是一点.因此，由 
«p| K S 0得不出9° <p| K = 0. 

定理 1.3.12 若 supp/ =彳0}，则 f 必可表为 aoo 及其微商 
的有限线性组合. 

证.这里的 /e 故必有有限阶对任一 <pO )6 

<^(0)»将它在*— 0处按 Taylor 公式展开： 

■PC*) = 2 — + ^(*), 

|a：« ®! 

则因为余项 <K*) = o(UI* +1 )， 所以 a>(o) = o, |«| 从 
而由上述定理， </，</0 = o, 而 

记 （一i) ri 丄</， O = g ， 则上式成为 


</, <?>= 2 (- irw 。） 

= E 说》， 


所以 . / = D W 1 . 证毕. 

]a1<« 


§4.卷 积 

1. 函数的卷积.设/和 s 是 R" 上的连续函数，其卷积即是 

积分 

(/*?)(*) = | rR Kv ') e(x — y } dy . (1-4.1) 

但这个积分不一定存在，为 了使它 有意义，例如可以设丨或£有紧 
支集，因为这时实际上是在一个紧集上积分.也可以设/, «的支 
集在*為0处，因为这时上述积分的积分区域对任一固定的*实 
际上是紧集 o < y < x ^ 
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当 （ l . U ) 有意义时,作变换 x - y ^ yi 4 i 

(/*?)(*) = j Rlt /( a ： - y^siy^dy, 

= (g*/)0). (1.4.2) 

因此卷积运算 * 是可交换的.同样也容易证明它是结 合的： 

= l*(,g*h), (1.4.3) 

这里应该设例如/， g , A 中有两个有紧支集. 

(1.4.1) 可以看成是的平移 gix - y ) 按 U : 平移之大 
小加权 Ky ) dy 求和，因而在 f * g 中保存了 e 的性质.例如忍 
的微分性质.因为设 se c * 而/为连续 a 有紧支集（？朽紧支集 
也一样），利用积分号下求微商的公式可知 i * g ^ 而 11. 

a "(/* g ) = /* a ° K - a 7*^, 如果 f 4微 ）， W 

(1.4.4) 

H 为当 yeK = sa PP / 而*固定时 

[«(* + h — y) — g(x — y)Mh -* d z g(x - y), 

由 Lebesgu , 控制收敛定理即得 

lim[(/*?)(* + A) - (/*g)C.t)]/A 


=j/Cy)9x?(^ — y)dy. 

以上我们是对连续的 f 与求其卷积，但在应用上时常要对 
例如 hjeLXK ") 求其卷积 （1.4.1). 这里，我们要用 Fubini 定 
理.因为 

f dy j i/(y)?(* -y)\dx = \ IKy )!^. 丨 UO )| 厶 

有; S 义，故另一个逐次积分 \ i (. y -) gU - y)\dy 也有怠义， 
这就迠说 

— y~)dy 

对几乎所有的 * 有意义，而且 A (. r )€ P ( K ')， 并且 
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[|a|| l > < j j i/Cy)I U(* — y)\dy 

= - kIL '. (1.4.5) 

这些结果有重要的推广 ■. 

定理 14,1 若 /6 L', g€L f O>l )， 则 A = /*S€L ， 而 

且有 

1|4"<11脱. IUII ". (1.4.6) 

证. ？■= 1的情况前面已作了证明.对？>丨，用 HiJlder 
不等式和 Fubini 定理有(记！/| - \ f \' / e \ f \^) 

U w r < ( j | / Cy) | ■ j 1 g(* - y) r | fCy-) | dy. 

由前所述 juo —JOri/OOWyeL 1 ， 因此求积 
分有 

IIaIIlc = ( 

<(J l/Cy)l dyj " (卜 J uo — y) n /(y) 叫 ' " 

=(j l/oo I 办广 (j i/ook ： v 厂 (j \gix)\ ,, dx'j lt 

_ ll / llL ' Il ^ ikp * 

以上丄 + 丄 = l. 

P 9 

不等式 （l. 4 . 6 ) 称为 Hausdorff-Young 不等式. 

关于卷积的支集，由定义式 (1-4.1) 立即有 
supp(/*g)Csupp/ + suppf 

= {* +，；*.€ supp/, y € suppf}. (1.4.7) 

其实卷积对我们不是陌生的东四. s I中的磨) ttrr 即是用 
磨光核厶与#作 卷积： 

/‘=•/•*/. (1-4.H) 

这样即得到 f 的一个 正则化序列.但是这个方法可以大大 推广： 
正则化梭不一定要采用 （LU) 中的/,来作，而可以采 Hi 任一个 
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4-€ cr(R"), 只要它适合 0<<P<1 以及 f 也不 

一定要 是连续函数.总之我们有，令 <J> £ = e 

定理 1.4.2 若 /e I/(R，）， 则 /,=吣*/€ C~(R*)， 而 B_ 
当 p<co 时 II/. - 1\\ L t~^Q (e —0). 若 /€ CS(1T)， 则 
C 0 "(R "), 而且 

sup |a a / 4 -a°/| ^o( E ->o), i«i (i.o) 

证.当 /e i/ 时，由定理 1.4.1, / £ g u, 而且因 
/•(*) = j 良 (r — y)f(.y~)dy 
=j — 6l)dt, 


故由 HSlder 不等式，及 1 中 W| =岭）=[<1>(0^中〔/)1% 

有 

I/.U) — fix') I < j ®(()| [/(^ — e/) — iCx) ] I dt 

<(j i/OL) — /Oom 抽厂， 

从而 

ll/« — IWli - < ( j |/( j ： — 6() — Kx')\ p dx j 

< sup^ j ]/(* — e/) — /(*) . 

但由函数的整体连续性[见 Cofxj^Ll]) 即知， 

O. 其余部分的证明自明. 

最后，我们再提出 Hausdorff-YuLing 不等式的一个推广：若 

P, ■?, r 是实数： l<p， ？ ，r< + co 而且丄= 2 + — — 1» 

r p q 


则当 /e I/，ge £■« 时， l*g€ u 而且 
证明在此略去，读者可以参看 Trcv^Llj. 
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2. 广义函数和 函数的 卷积.现在我们要把卷积的概念推广到 
广义函数上，为此先考虑一个广义函数/和一个函数之 
间的卷积.这里我们设/或具有紧支集.我们不妨再看一下 f 
电是函数的情况.这时由 （1 A 1), 

— y)dy 

= 5 </ Cy )> - y )> 

可以看作是 f 作为一个广义函数作用在— y ) 上的值， * 则 
看作参数.因此我们先考虑一般的含参变量的情况.这里我们有 
下面的 

定理 1*4.3 设 g ?( r , >-)$ * 为实成 U 参数， ifl ! 11 

supp < p ( r , y ) cK ^ Q ,, 《当 * 在某开集 U 中变动时与 z 允关，乂 

y 

设对任意重指标《，/?，9?3以(^，）0对; r ， y 均连续，则对任意的 
fW^^'CQyX 

F (*) = </ Cy ), g >( x , y » 

对; c 在 £/ 中有连续微 商：纪 F (*) =〈/ Cy )，9 f ( p (*, y )) (这甩包 
括 〆 = 0 的情况). 

证.为方便计不妨设 *€ UCR ', 则对充分小的 h, x + k € 

U ， 而 supp +[ g?(ar + A ， y ) — < p (*， y )] CK . 而且易证 + [.【pG 
r h h 

+ f<,y') — g)(*, y)] = 9x<p(* + y)(0</<l), t'i A -» 0 

时在 m { Q y ) 中趋于 y ). 因此 

F (*) = lim ~ [F(* + A) — F(ar)] 
dx A_0 h 

=Um^fCy), y [91(1 + h,y) — <p(x, y )]〉 

= </Cy), dM^y)). 

其它情况证明类似. 

现在设 / e 逆' ( B "). 我们给出以下的 

定义 1.4*4 C /* g ))(*> = </ Cy ), < p (* — J 1 )). (1.4.11) 
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于是由定理 M .3, (/*< p)(*：K C ~( G ). 我们还可以计算其 
支集而知 （1 A 7) 这时仍 成立： 


supp(/* <p)Csupp/ +■ supp<p, 

事实上，若 ar^supp/+5vppip, 则当 y€siipp/ 时 ar—yjf«upp<p, 
因为否则 *€ {>} + supp<pCsuppf+supp«p. 即是说 x i supp/-)- 
supptp 意味着 supp/nsupp<p(_r — •）= 0 ，从而由决 
定的广 9> 在 * 附近为 0. 

—般说来 0 * vKx -) 不具有紧支集，但当/和 P 均有紧支集 
时， C d "( RO 而且其支集如 （1.4,7) 所示. 

这样定义的卷积自然谈不上交换性，而要到下面定义了两个 
广义函数的卷积以后，才知道 1 *<P = < p */. 但是结合性是明显 
的.即有 

定理 1.4*5 若 0 逑乂 G )， < p ， 逆 (G )， 则 

Q *< p')*ilf =■ / *(?>*</»). (1.4.12) 

为了证明它，我们先需要一个引理. 

引理 1.4.6 若 Cj(R"), <^e CS(B ，）， 则 Riemann 和 

g?(r — mh')4>(jnh')h n (1.4.13) 


在 c »( R ") 中收敛于 

证， （1.4.13) 对固定的 * 收敛于（9>*0)(*)是自明的，现 
在要求的是在 CS ( H ") 中的收敛性，即 （ U -13) 对充分小的 A 支 
集全在一个固定紧集中而且其封 * 的微商，当阶数< ^时应在此 
紧集中一致收敛于（9>*必）0) (1«| <々）.前一点是明显的， 
因为和 （1.4.13) 之支集恒含于 supp v + supp 0中；而且其微商 

—致收敛于 j dt<p(.x — y)<KyVy = (9>*</0 O ). 

定理 1.4.5 之证.由定义1人 4 与上述引理 


/*(<"*</>)(*)= (/Cy), ('p* 少 ）0 一 y)> 

— lim 〈 /(y) ，2 — y — 
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=lim T] (/(y), tp{x — y ~ 

m 

— lim (/ * < P )(* — 

A -0 17 

在 S 1 中我们用磨光核作卷积以得出函数的规则化序列.类 
似的作法对广义函数也是适用的.下面我们采用定理 M .2 的记 
号而有 

定理 1.4.7 设/€逆乂 R -), 则 C ~( R "), 而且 
当 e — 0时 / (在逆， ( R ") 中）. 

证.记 ipM 的反射为争 0)=< p (— *)，容易看到 （ A ， 
ip ) = ( f .* > p ) ( o ) = ( o ) = 〈/，（少 •* 争) v 〉， 这里 

的 /.C C ~ ( K ») 已在定理 1.4.3 中证明，而且由 
定理 1.4.2, 夂 之各阶微商均一致收敛于$的相应微商；又 
supp ( P f *( f 】 C + siip |> ( E >, + supp 争当 s 充分小时含于 supi 冲的一个冏定 
邻域内；即叱*孕00—申00 ( 在纫 ( R ") 中）.因此 

e -*0 k -*{i 

=</, ip> 

而定理抒证. 

类似的结果对/€^'(^) t ! i 成立.这时有 
定理 1.4.8 若 M 逆 tS ), 则必可找到一个序列钇 (2), 
使 /, (在纫' ( fl ) 中） （/— + co ). 

证.作的一串上升穷竭子集序列并作 K : 截断函数 A 
使 supp ^ cfi . 再取一串 e ,-0 并如定理 M .2 那样作 < P , = \， 
因为它的支集当 e , -*0 时趋于一点（0)，故当 丨 充分大时有 

supplP , + supp Z , CQ . (1.4.14) 

于是 ip 而可以 m a 对它加以麽光得 

/> = ( Zf /)**,. 

由定理 K 4.3 C ~( R *), 而由 (1.4.14) 

supp/,Csupp(^,/) + suppAcisuppA 十 suppRCfl, 
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因此现在任取 < p 6 ^( Q ), 我们有 
</,.，？>> = ( Zy /*< P /* ij 5)(0) 

= U , ./*(%* 牵） KO ) 

■= ( X , f , 

^ (I, Zy(®,*g?)>. 

但是戈与 A —样是 一个磨 光梭，因此我们可以和定理 M .7 —祥 
地证明当 y — + 00时， Z , (表 * qp ) —<p (在纫 ( fl ) 中），故 
• im 〈/“ qo > = lira </， X ,(屯.*少)> 

f 一 + «0 ) « 

=</> < P >. 

认而当/- + 00时 ， fi — fC 在 逆， ( fl ) 中）. 

前面我们曾提出了一个 问题： 广义函数作为古典的函数的推 
广，走了多么远？现在我们看到，一方面任一个 / e 逆 '( fl ) (或 
f ( fl )) 都局部地（或整体地）是某个连续函数有限多次的 微商: 
另一 方面，又总可用连续函数(甚至是 ctiQ ) 函数)在某种拓扑 
下去逼近.因此，这种推广是很实实在在的，而不是漫无边际的玄 
谈. 


3.广义 函数的 卷积.最后我们来考虑 f ,8€^'( Q ) 时应如 
何定义 /*£. 为此我们还是先看两个连续函数 f 和£ (井设其中 
之一，例如 f 有紧支集)的卷积的一个 性质： 

<(/*?)(*)» ?>(*)) ^ | — y)dy 

= J/Cy)^y j <p(.y + y,) 

• KjO 办 1 (^ — y = >i) 

-=</ C 0, ( y 〕 ， + >)». (1.4.15) 

现在设逆' ( fl ), 而且至少 有一个 （例如 e ) 具有紧支集，则 
我们给出 

定义 1.4.9 我们定义 f * £为逆 '( R -) 广义函数 

(}*g, <p) - </C*)»<Ky)，wO + y)». (U.i6) 



佾是荽使这个定义成立，就要知道它确实定义了一 个逆' ( IV ) 
广义函数.为此，首先应该证明&(7)，平0 + >0>?緦(1!").作 
为* 的函数 < K *)=< fOO , - p (* + y )> ec °°( R R ) 是清楚的，其 
次 </>(*) (^( y ), ?>(* — y )) = g *< P > 从而 supp 必 Csupp |+ 

supptp 是一个紧集，因此 < K *)€ 您 ( R "). 其次应证（ I . 4 .1 6 )是 
■ pe 逆 （ K fl ) 的连续线性泛函.它是线性泛函是清楚的.而当 
% — 0( 在逆 ( R ") 中)时，由定理 1.4.3 知也 0) = < f ( y ), < p ,( x 4 - 
y )>—0( 在 ^( R n ) 中>,从而 ( f * g t , Pi )^ Q . 囚此这个定义 
是有意义的. 

不但如此，还可以知道 

(f(y)» (/(*)» q>U +，)>> 

也是有意义的，因为这时可以证明 </ W , v(x + y)) = Hy~) ^ 
C "( R ")， 而且当 Vi ^0 (在纫 （ R ") 中）时 0,( y ) =< fO )， 
刊 0 + y )> — H 在 C ~( R ") 中），从而上式也定义一个 ®'( R ') 
广义函数.至于它是否与 0.4.16) 相等，我们将立即来讨论(见下 
文的交 换性一 点). 

卷积是一种与乘积很相似的运算.所以下面我们首先来看它 
的代数性质.但是我们也看到，并非任意两个广义函数都可以求 
卷积的，而需要假设例 如除一 个而外都有紧支集.下面我们不再 
一一列出这些假设，而是设以下所涉及的运算都可以进行. 

0 =* Q*g)*A. 

rpe 逆我们有 

</*(g*A), <p) = </(*), (g(.y), (f>Cr + y + 2 )») 

=<p>. 

ii) f*g-g*f. 

证.任•取 • ？>，少 e 逆 ( R 11 )， 则 qp * cK 逆 （ R ")， 而有 
Q*g')*(.ip*it>') = (f * g) * (<l> * <p) 

(哀 * 0) * cp 
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这里我们利用了结合性，以及函数的卷积的交換性——注意 
<P. g*<P 都是 c » 函数.但若有两个广义函数/ 2 以至对仟意 
96 S>(Q), 屮=<尸，贝 (1 

</if <p) = ( fi *#)(0) = (/ 2 *^)(0) = </ a , <p) 

即 h = fii 应用到上式即得 （/* 貧）* <p = (多*/)*屮以及 /* 

iii ) 孕年字.即对毎个因子是线性的，这是自明的. 
由以点即知至少一切具有紧支集的广义函数对加法和卷 

积成为一个交换环（其实是交换代数).这个环是有单位元的，因 
为我们有 

iv ) S (p 卷 

Jt, PP _ ‘ _ . 

i*8 = S*f = i. (1.4.17) 

因为 S 是具有紧支集的，所以上式对一切 /6^ f ( K ') 都成立 . i 正 
明是很容易的，对任意您 （ K "), 因为 «*7-=<^ Cy ),< K ^- 
y )> = < p (*)， 故 

(/sft S )* y =* /* (5* (/)) — f* <p, 

仿照 （ ii ) 即知 f*S = ). 由交换性又有 S*f^l*S = f. 

v ) f f . 我们用 r , 来记平移 算子： 对 R " 上的函数 

fM, ( fV ) W *=/( x - A ), 而对广义函数 /G >M2 

中所定义的 （ U . l 2 ) 

(n/» tp> = </, r^>p), <p€ ^J(R'). (l.-l.lfi} 

用心表示 d(x-h ), 现在证明 

r*1 -«**/, }€^'(R a ). (1.4.19) 

事实上，对任意 tpe ^ CR "), 由 （ M .15)， 

ip) = </(*), <5*Cy), gp(* + y)» 

</(*). f(.x + A)> 

*= </. 火 *9>> 
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={thU f ), 

故得 （ M .19). 由它得到卷积的一个童要性质即卷积对于平移的 
不 变性： 对任意的 /, M 逆’ ( R "). 

i*r»g = fk(f*g) = 

证明是容 易的： 对任意 - pe ^ CR *), 

(*•*(/*?), < p ) = <(/*?)(*)» + *)> 

= 〈 /(») ，〈 g(y)，，(* + y + A))) 

= </(*), < s -( y ), *■-*?(* + y )» 

=(/(*)> (nKy). <p( x + y))> 

=q>>. 

重要的是这个性质的逆. 

定 au . io 设 r : 逆 ( r ») — #(阶）是连续线性的，若 t 与 
一切平移均可换，则必存在唯一的 / e 您 ‘( R ") 使 

T ^ = /*< p , ^( R '). (1.4.20) 

诋.先证唯一性.若这样的 f 存在，必有 

</. = (/*9>)( 0 ) = (^)(0), 

因此/是唯一的.又，用上式定义的/: 

由: T 的连续性确实是一个逆' ( RO 广义函数.用 t . i9 代人上 
式，再用7与的可交换性有 

( Ttp )( h ) =" r _*(7>(0)) = (7 V —* v )( 0 ) 

=■ f *( r -* q »)(0) = (/* qp )( A ). 

由 A 之任意性即得定理之证. 

关于与平移可换的算子的进一步的讨论可见 L . Hiimander 

[31. 

vi ) 现在证明对于 

* ' d a Q * g ) - d a f*g - (1.4.21) 

证.任取 < pe 逆 ( R # ), 则 

■=</(*)，（一 i ) lBl 〈：( y )， 咖 O + y )〉> 
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=* </(*), (9 a f(y), <p( x + y)» 

= (f*9"g, tp>. 

利用 500 是您' ( K -) 关于卷积的单位元即可将广义函数 
的微商换成卷积.事实上我们有 

9°/ = 9-(5*/) - 6 M * f . (1.4.22) 

—般地，对于常系数 PDO P (0) 我们有 

p ( p ) 卜 P (0)( ff */) = P (0) S */. (1.4.23) 

vii ) 寧甲亨享亭享學.对于函数的卷积以及函数与广义 

函数的卷 K 关 •于 •其 •支 .集 •的 性质： svppf*gCsuppj + suppg ， 现 
在要证明它对广义函数也成立.这里和前面一样，设 
逆 t ( r ") 中至多有一个没有紧支集.再取磨光核人（见 （ U . 2 )) 
由定理 1.4.7, 当 《 — 0时 /* g * 厶 — (在 ^'( R ") 中）， 
于是因为 

supp /*^* y e = supp /*(^*/,) 

Csuppf + suppg + supp 厶, 

而 suppy , -*• { o }， 所以 

supp (/*^) Csupp / + suppg . (1.4.24) 

关于奇支集也有类似结果 

sing supp (/* g)Csing supp / + singsuppg . (1.4.25) 

事 实上， 不妨设 《 有紧支集.于是作截断函数少使在 singsupp g 
附近恒为1 . 令 g =衂+ 0 — ^) g , 则 （1 -少 ) S f C ?( K '), 
而 f *0 -^) eec "( R "), 故在讨论奇支集时可以把它略去，而 
有 

sing supp ( f *|') = sing suppC ^*^). 

但在 { r ; {*} 一 supp 打 C ( singsupp /) Q 中它显然是*的（："函 
数.因此 

sing supp (/* g ) Csingsupp / + supp 少 g 
但由少的作法可以使 supp ^^ 任意接近于 singsuppg , 故 （1 A 2 5 ) 
成立 • 

以上的讨论中我们总是规定在所有涉及的广义函数中最多除 
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—个以外都有紧支集.但这是不必要的.例如只要以下的映射 
supp/*supp 宏— K *， 

(r ， j»)|— + y 

是适当 （ pn ^ er ) 的（即使紧集的原象仍为紧集)即可.事实上，对 
cp 6 若 * + y 6 supp < p ， 则 (*» y ) Oupp /* supp 芗必 

在紧集中，从而 0,)0 在投影映射下的象 （*,>0 h —* 与 （*, 
y )^ y 也在紧集中变动，因此 < sW ,< p (* + y » 有意义，而且 
当*超出某一紧集时其值为0 ,即 Ub '), + y »€ 纫 ( R "), 

从而</(*)， < Ky),*pO + y )>> 有意义，即有定义. 

一个重要的情况是考虑 B 1 上支集在 ff + = * 為 0} 中的 

连续函数集 c 0 ( HV ). 这时 

R+ X H^H 1 , (*, y)|— + y 
自然是适当的.因此 c „( R ' + ) 中任意两个元的卷积有定义，实际 
上它可用紧集[0,幻上的积分 

(/*?)(*) == | r1 /( y)^(r — y)dy 

= j o /(y)K* — yVy» * > 0 

来表示.于是 C „( HV ) 对卷积成环.可以证明，这个环是没有零 
因子的 ( Titchmarsh 定理) u ， 因此 C 0 ( K ) 对于“ * ”可以扩充为 
一个域 . Mikusmski 在这个基础上建立了一种“算子演算’’理 
论，它与广义函数论相当接近，读者欲知其详可以参看 J . Mikusin - 
ski [ l ]. 

§5. 张量积与梭定理 

1.张置积的定义与基本性质.设 ACR 1 % ACB ™* 是两个 
开集.若叭0«0€ 您⑽ ) ( ，.=1， 2) ,我们定义其学(妁® 

%)(*， ）0 = ipi (») - < pj ( y )； 而空间您 ( fl ,) ~ 的代数 

• • 

1) 但在广义函数的卷积中>却是有零因子的，例如 1*5* -0. 
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学 f 甲为以下形式的有限和之集 合： 

逆 (A 财您（岛）= {2 

>pW 切 （A)，W 纫（岛）}. (1.5.1) 

现在证明它在 逆 (A x 认）中稠（按序列的意义） . 事实上，设 
<?>0, y)e 纫 (a x o t ), 不妨设 k 是边长为 r 的立方休(以 (u, o) 
为中心）而 supp ( pCZK , 于是将 < pU 按周期拓展到 k 外，得到- 
个 ^( RW ) 中的以 —i •为周朋的周期函数00, y ). 又若作截 
断函数级 （ in ) (/ = 1,2)，而他 叫!^ 且在 
suppp 上6,00, = 1, IIJ ^ = (AtgieOf . 将‘〆; r, y) 用 Fou¬ 
rier 级数 展开： 

■P(^» y ) = S«^‘《 1 e’. (a ” I>w V < 〜. ww . f ， (1.5.2； 

_ (1.5.3) 

反芨利 m 分邡积分法即可证明，对任盘#:负整数 iV， 必存在正常 
数 C N > 0使 

k.,.,! <c A -(i + |«,[ + 

因此级数 

v ( x > y) = (^2|氏)旁0, y) 

= Sc«,a 1 <p ! .,C*)(p« J (y), (1.5.4) 

< p -,0 O = e ^ e -^ 2 ^, 

= fl 2 ( y ) e i<0 *^ /r 

连同其各阶微商均在尺上一致收致于 < P ^, y ) 及其相应微又 
因 （U.0 之任意部分和之支集均含于 /«' 内，故 （1.5.4) 式之卬分不[I 
序列一'每一个部分和都是代数张黾积必(兌)®你(岛）之 

元-在 .^(A X fi 2 ) 中趋于 qj ( x , y ). 

以上我们得出了--个双线性映射 

逆（兑）X逆（岛） — .少（岛 X fl 2 ), 

(ru > (v j i0'^X^, y). 



我们想要证明这个映射可以拓展为逆’⑽） X 逆’(岛）到 
勿 ’ (A x 坧）的映射. 

定理 1.5.1 若 fi € 逆 .⑽ (/ = 1，2〉，则必( V :作唯一的 
f X Qi ), 使在逆(兑)®您(岛）上 

</, rp ,®^) = </,» < PiX /2» < Pi )» (1.5.5) 

这个 f 称为/,, />的张量积，记作 

证.唯一性是明显的，因为逆(兑）®逆（込）在逆 （AX 
a } ) 中稠，而/在您(岛)®逆(必）上之值已山式（1.5. 5 )完全决 
定了. 

关于存在性则要用到定理 1-4.3. 对任一 < p ( r , y ) e 识 (A X 
Oj ), ^»(#) =■〈/ j ( y ) ， < p ( x , 少)〉 € A 内. 9 J 0 C *) 

=< MjO ，8^(*. y )). 因此由 /A W (兑）知对任怠紧鬼 
兑 （y = 1，2)，必有 C , > 0及非负整数七使当 supped 
K , X K , 时 

|9；0(*)| < C , Vs»p 132 aj . pl . (1.5.0 

K » 

又因 《 K *) e 逆 ( A ) 且 supf ^ cKea :， 故 (/,,</»> 有 苡义而 
|</„^>1 < c * S®up | e a ^ C *) l , G'U 

\ a \< K > K ' 

这里 c ,> o 和非负整 at 山&决定.现在定义一个线性泛函 
</» < p ) = (/ i » 0) = </.(*)» </ i (： v )， 士， >)))• “. 5 ‘ 8 ) 
则综合 （1.5.6) 和 （1.5.7) 有，当 < pf (兑 X 兑）吋 

K /,< P>I < c , c 2 2 S «P 

因此 f € 锣'(兑 X 让）.这样作出的 f 显然适合（〖. 5 . 5 ). 

很容易看到 

supp/,®/ 2 = Siipp/, X supp/j, (iu) 

aja^C/,©/,) = d^dth. Ci.5.10) 

还可以证明 

定理 L 5.2 双线性映射 
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逆， ( A ) x 逆， ( fl 2 ) -► x fl 2 ), 

对苺个“因子” h 分別是连续的. 

证.我们来看例如 mu 对 a 的连续性.于是固定而由 
(1.5.8) 有 

( U ® h , *p(*» y)) = 〈AO)， 必00>， 

因此有对 A 的连续性.为证对/ 3 的连续性，可将 （1.5.8) 改写为 
〈八桃， 屮(*， y)> = </ iW . ?*(*， >)». (1.5.1 n 

这是因为对 cp(^-,y)€ ^(600^(0：), (1.5.8), (1.5.11) 右方 
的值相等，而逆 (A)® 逆 (込） 又在 函 ( Q 、 X Q ,) 中稠密，所以 
(1.5.11) 也成立. 

有了张 ft 积的定义以后，回顾式 （1.4.16) 即知 

</*f, = </00®Ky), ?>(* + y)>. (1'12) 

但这时 < p(* + y) 并没有紧支集，因此才出现了上一节关于卷积 
的因子的支集的许多讨论. 

以上我们没有一般地讨论张 a 积的连续性.闪为这是一个比 
较复杂的问题.读者可以参看 w. Rdin [1K 定埋 2 .17),更一般 
的讨论可见 F. Trevestl], 

2 . 跳跃公式 . 在 S2 中我们讨论了可微函数古典意义下的微 
商所生成的广义函数[/I与它作为广义函数的微商 f 之闷的关 
系，即式 （1.2.26), 并指出色在髙维情况下的 艿比 即苦名的 Stokes 
公式.现在在一个比较简 A 的情况下來讨论它，一般的讨论留待 
下一节. 

考虑函数 f ^ c ^ CK -), 现在用^,>0的特征函数 zoo 
去乘它，得到 U = X }. 于是&在^ = 0处之各阶微商均有了间 
断， 而从心 > 0处取 h — 0的极限为 D - j ( x \ 0)( 这甩和以下 
都记 Z =(* ‘，*，）== ( A ，* •■， A - I ，* n )) 从 h < 0处取的极限 
则为 0. 因此有跳跃 DX *%0). 现在要研究/»作为广义函数的 
微商与/之微商的关系.首先 

9,/,=( a ,/),+ r # /®5 U 0, 



这里 n /-/( r ', 0) 即/在 A ：, = 0处的跳跃.这就适式 
(1.2.26)，一般地则有 

Oi/)o + (r^mdiMx.X 0.5.1^ 

i-0 

从 b 式反 U 对 h 求微商即可得此式， 其中 r*_y_ 1 / = 9r»- 1 /(r , 
o ). 将它作用到激 （ in 上即份 

( = (— !)*；( / C *)9 jrp (*) i/r 

jx„>o jx n >a 

* — l 

- , 0), 屮 (〆，*-)» 

；=U 

= (-!)»[ fWd k M《)dx 
J* n >0 

屮 (一 1) ,_1 [ 的十 l /( 〆 ，0 此 < K *.，0 Vx . 

如桌更一般地令 

P(x,d) = ^ p,(x,d-)di„ 

;=0 

p , G ,3') 是 a ' = (0, ，…， 0 n _,) 的次多项式，由于 
“•5.13) 有 

P,(r ， 3 ， )3a= P ， (x ， d ，） (dif) 0 
/ - 1 

+ 2] fyC *. 9 ， ) r / _,_ 1 /®0!,( S ( r „), 

/ -0 

因此得以下的 

尸 U ， 9)/ 0 = [>(•»•，9)/1 0 

+ 2 d')rJ0d*Mx„), 

為 + l<m 

(1. S .14) 

这里 r ,/ =此/(*■'，0)，即 d'JM 在心= 0处 i ’ i ’ j 跳跃成跃度. 
将它作用到 v C *) e ^ CR ") 上即得一个积分公式 

( P(x, d)j(jx)if{x)dx ― ( / C *) , / > ( r , d)i P {x)dx 

J*B>0 J*«>U 
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+ S (一1)卜[ p, +lt+1 (* ， 0W(y ， o) 

•0„VU，，O) 厶，. （1.5.15) 

3 •核定理.定义一个算子的方法时常是通过“核".例如一个 
以连续函数为核的积分算子就是 

(K«)0O = J K ( x , y)«(y) 办. (1.5.16) 

这里应设《以0内的某一紧集为支集.为了使这里的积分有意义 
自然应该对 K { x , y ) 的光滑性有一定要求.但是在以下我们时 
常只 要求“ 是一个广义函数，这时对《€纫(认）只 
需令 K(：r，JO e 逆 TtA X岛）即可.事实上，当 A：0,：V) 是连 
续函数时， （1.5.16) 决定的 K« 也是在 fi, 中连续的，从而是一个 
3 !' W 广义函数,因此对 M 逆 (fl,) 有 

»*(*)) == | | K { xy ) u { y ) v {, x)dxdy 

= (KU,y), 0.5.17) 

当 K(r,y)e 锣'(兑 X 込）时，上式右方对 “e^( 认）， 

逆(兑）仍有意义，而且容易看到它是^逆(岛）的连续线性泛 
函，因此它定义了 Kuk ^ XOd . 这样我们 看到： 

k { x , y )^ s >-{ Q { x o 3 ) aa 字 （1.5.15) 牢 

义一+ •id:) •广义函数，因此 K ( x , y ) 定； T 二个线性连 A 

♦ • • • • • • • • •••••••«* 

• • K x 逆（込）—逆，（4). 

(这里和以下我们都用同一个字母记此广义函数与它所定义的算 
子）、广义函数 K { x , y ) 称为 K 的核. 

以上说明了 怎样定义一个线性连 

续算子 尺：逆 (込）—您重要的是其逆定理也成立.这 
就是著名的 Schwartz 核定理： 

定理 1.S.3 任意连续线性算子 K: 逆 (込） -> 您’(仏）都可 
以用唯一方式通过一个广义函数 K0r,)0e 您'(兑X込）用 





(K(x, r ), t - C *)0« Cy )) = (Ku, v) 

来表承. 

证.唯一性可以由纫 （ A )® 切（仏）在 &>{Q, X Q 2 ) 中的 
稠密性来证明.为证明 K{x,y) 的存在性，浊盘到双线性形式 
{Ku iV ) 对■分别都逛连续的，取紧集 K iG Q it 并令 《， r 分 
别在 Frdchet 空间 逆心(岛） 和逆&(免）中，由泛函分析的一个 
定理（见 W . Rudia [1] 定理 2.17) 知这个双线性形式对 《, r 全 
体连续.故可找到常数 C >0 和非负整数况，况使 

|<X«, y)| < C 2 sup Izy^l • 2 sup |D e «l. 

l«l<Nl K i \fi\<N a K * 

(1.5.18) 

现在令 co.mQi 而且 co . eA -,- G - 1,2), 利用 （1.1.1) 作出 
的磨光核 / , /, 而对充分小的 s > ◦定义 

y) ~ 6--r- t (Kmy - .)/ el , JUO _ .)/幻>， 

(1.5.19) 

这里 ” i 和 ” a 各为 兑和认 的维数，而 * € »1，> € 如采确有 

广义函数 K(x,y) 存在，则有 

K e ( x f y ) = ( X # 5r 4 )(*, y ), gr s ==■ ]\®]\ , 

而且当 e~>0 时 K(;r, y ) 在 ^XQ x X Q t ) 中趋于 K{x,y). 
现在我们要证明 KOd ) 在 逆乂 XQ,) 中当 6^0 时有一 
个极限 K{r, y) 即适合定义所求.这里我们要注意只要 e 小于 

*到与 y 到的距禽，均在 

这 岛），中而 （1.5.19) 有意义且可适圯式（1. 5 .18)， 
从而当 *• € to ,, y € to ! 时 

y)\ < Ce-\ ft = 十队 + ni 十 fn. (1.5.20) 
为了求 K 的极限，我们需要将 & 按 e 在某个值3处用 T ay - 
! or 公式展开.这里需要一个公式，即对任意 AOOtC ^ CK ") 有 

£("( 含 ) 故、⑸)， 



也 (龙） —_ • 

事实上， B --0 是 （*, 8 )的_»阶齐性函数，故由 Euler 恒 

等式有 

■一 ns~ n <t> (j), 

由 ^ i ( 8_ v ( f )) =_ b M +), 即得 
上式 . 

由 ( Ku , v ) 的连续性式 （1.5.18) 易见可以在 （1.5.19) 的括 

号内对8求微商，因此 

, dXi 

这里 

L((b, x t y) => b- b -^(k xjp 卜 )， / 

或 

…咖 (〒) … ,/* (〒)〉， 

视 A 是>>或*的分置而定.由上式知 （1.5.20) 对&也成立.反 

复应用这个方法即得 

而 （1.5.20) 对 L mi , ni ii t x t y ) 也 成立. 现在将 K •在 s - j 处 

展开有 

«* 

= S (b - STK^!m\ 

mmq 
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(，一 ⑽. 

Ml ^ 

将它作用在 0O, y) € C? +, («, X Uh) 上并令 s — 0有 

<U> — J] (p> 

JrrJ m\ 

+ ( Vs ( u>(i - ㈣ 

声！ Je 

= <K e> <P>, 

这里 x Wj ). 因为式右只涉及 <i> 的直到只 + 1 阶 
在内的微商，而由式 （I.5.20) 容易证明 

!(K 0 ,4»)| <c 2 su Pl a °〜. 

最后我们再在逆 （ Wl )® 逆 ( W ) 上考虑这时对 

V €^((0,), «€必(奶)有 

<KXx t y) t *-(*)®«Cy)> = |J 8 -"』-〜 

• ( kj 1 y ) **(，〕，/ ( 二 p (*〕〉 办办. 

由 K 的连续性，上式右方可以化为 

(/»>， 

其极限是 < K «, 〃>. 因此对《€逆(两），逆 (叫） 有 
<K 0 wC*)®«(y)> = (Ku t v). 

最卮，由于叫，叫分別 是込， ft 的任意相对紧子集，即知上式对 
«€谬(坧）， I- € ^(flj 成立，定理证毕. 

用核来表示一个算子时会出现一个新的情况，即“很好”的算 
子的核可以有很高的奇异性.例如恒等算子 id: 

C 逆' (fl ) 的核是 m-{Q x 0) 广义函数 K(x, y)i tpix t 

jr)-* I v (ar, =- j <«C* — *)» <p(*. .)>d *， 因为 

<K(x, y), r(*)®«Cy)> — j «0>«C*)*r 

— *•>. 


• 6 } • 



一个撖分算子 P =■ 逆 ( G ) — 逆 ( G ) 的梭则是逆' • 

( GXG ) 广义函数 K ( x , y ) M Xl y ) -> j S ^( y )0；7> U . 

dx = j ( S (- ly ^ aX ^ X '- x ), v ( x , -)) dx . 这时 

〈欠 = j<S (_ l) !o| « a (*> 

. 妒 a, (y — *)，«( y ) ) v (. x)dx 

=j IS f (*)</* 

=< P «, «->. 

这两个核的支集都在对角集{(*,)0, y 中.这里重要的 

是 其逆： 

定理 1. S .4 算 子欠： 逆 OS ) — 级' ( fl ) 之核的支集在对角 
线集中的充分必要条件是它可写成 

Ku = 2**«(*)的“(*)» 

m 

而且这里的和 H 是局部有限的. 

4 

这个定理的证明略去，而我们进一步提出一个问题：什么样 
的算子之核具有很高的光滑性？这里我们引进一个概念. 

定义 U *5 连续线性算子欠：逆 ( ft ) — 逆’(岛）若可拓展 
为 -* ^( od 的连续线性算子，则称为正則化算子. 

定理 1. S .6 K 为正则化算子的必要充分条件是其 核耵: C , 

y )€ c -( fi , x fi ,). 

很清楚它可以拓展为算子（仍记为尺)： « r ( fi 0 ^ «?(0.) 

K «00 = <«(.)， K ( x f •)>. 

它很显然是一个连续线性算子. 

孕 寧毕. 将 K 拓展后作用 到 〆 - - yh /'(如上， yeJ 3„ 
应该备 个函数 «(*» y ). 由假设 <»(*•, y ) 对*属于 c ", 而 
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由于 K 是连续线性算子，知 d ； K 8{- - y ) = Kd a X - - y ), 它对 
y 当然 也是光 滑的. 现 在要证 <> Or , y ) 对 *， y 全体光 滑而且 
y ) "■ «(*, y ). 先证 nO , y ) 的连 续性. 取 
岛，则 

l «(*. y ) — a ( x t , y „)[ < \ K 8 ( •— y )( x ) 

— K 8 { - — y 0 )(* 0 )| 

^ I 欠 5( .— y)C*) 《 5( •—，。)(*)| 

+ I 说 (. 一 ，。 )0>0 — ks{' — y 0 )(:o)l. 

因为前已证明 ^ K - — y ») C *) = *(*■. yo ) 对戈连续，故对任— 
6 > 0必有 》1 = IJ ( S )， 当 I * 一 丈。丨 <1 J , 时 

| 抑( .— y 0 )(*) — Ka (■— y 0 )(* o)l < 

又因 k : — «?(兑）是连续的，在认中取紧集 \ x ~ x ,\< 

> i ■以及一个半范, _ su & (■— y ,) c » oi ，知必有 vi = >? i ( s ). 

当 — >>。1 时 *(• — y) 在在 (• 一 〜）的某个邻域中，而 
使 |欠5(. — y,)oo — ks (. - >00)1 < I . 由此即知 
对〜:^连寧.应用同法于 0;0> O , y ) = 02 A ： 列 s (. — y ) 可以证 
明 *>(;«•， y ) e X fi ,). 

最后证明 a (*, y ) = K ( r , y ). 以 a (*, y ) 为梭作一个算子 
则 d 是正则化的（由充分性).而且 

但是形如0弘 （.一 y ) 的 efXft ) 广义函数，当 y 和1?变化时， 
其有限线性组合在及乂坧）中是稠密的(请读者自行证明），因此 

A^K. 证毕 . 

S 6. 微分流形上的广义函数 

1•广义®数的变最变换.设坧，坧 CR * 而 Z : 0 ,^ 0 , ^ 
一个撖分同胚 • *与>>分别为中的变量.若 / ec (岛八 
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则它在 Z 下的“拉回” （pull-back) X*f = fox 是 0,上的连续函 
数： （n)O) =似 o)] = Ky),*e0 ls y€fl a . 现在把丨和 Z” 
分别看 成岛和 o , 上的广义函数，取 ( Z-')*¥»= 
yoz- 1 e miQ - d . 但是使我们奇怪的是 ■ 

〈們， < p > 尹 〈 LOTOV 〉， <1.6.0 

而按照对偶关系,应该有 

<文*/，¥■〉= </， 

是由 Z 所产生的“推前” (push forward ). 由于 Z 现在是撖分 
同胚，故= Or 1 )%, 而（1. 6 .1)中应该有成立.但实 
际上 

( X ”, V 〉=卜，0)¥»0«0办 

= | (/° Z )( a ;)( pC *)</* 

■= jKy)v° z_ 1 (y) 协 ，/ = |争卜 

即有 

< Z */, , p > = </,；.( Z -') V >. (1.6.2) 

与 (1.6.1) 相比，这里出现了因子 A 其实在（1. 2 .1 4 )中我们 
已经在一种特殊的 情况： 线性变换 R "— R "， xh ^ y~AT 
的情况下见到了式（1.6.2)，即式（1. 2 .14). 

现在考虑一般的 m ' W 广义函数 f , 则对任一？(岛)》 
我们定义一个广义函数如下： 

<x*t, ¥»> ■=</,/• orov， / - 手 . (1.6.3) 

这里当然应该证明 Z */ 确是一个 ^'( 0 ) 广义函数.它是线性 
泛函是明显的，而且若记岛， 岛中 的变置分别为则0,之紧 
子集&在；1：之下变 为込的 紧子集而且因为; e 是微分同胚， 

2 sup | 3 ；/- (^ _1 )*¥>1 = S 

la\<k 



< C, 2 sup |9；(p(*)|, 

\ a\<H 

当 时自然有 (X~ l r<p - v°x-' € ^ K ,(O t ). 因此 

K^/,<p>I = !(/,；-(^')»l 

<c y；8 U p|0；/- (x~ i y<p\ 

< CCi T] sup |3；9>(*)[» 
i-1<i K ' 

故知 x*f€^r(.Ot\ 

定 XL6.1 (1.6.3) 所定义的 rv 称为 f 在微分同胚 Z: 
0 ,- 0 , 下的拉回或原像. 

现在我们有了一个映射 

X *： 纫，⑻ -* 逻 , ⑻， ( 1 . 6 . 4 ) 

它是一个连续映射.因为若有(在逆'(认）中）则 x %~* 
z*/ (在逆乂中).现在取 f 的一个规则化序列认 h 则每个 
A 都是 C " 函数，从而应用链法则有 

=? 砦 ( 訖 。 Z ) W 

令 f‘ — 00即有 

a,(r / 卜 0-6-5) 

OX 

同理，对乘子《»€逆 (ft), (Z*a)fc 逆 (0,) 也是乘子，且 

X*U0 ^ X*(a)X*(1). ( 1 . 6 . 6 ) 

若再有第二个撖分同胚 Z l: D 1 ^Q i , 又可证 

{X x X)*i = x*xru (1-6.7) 

注童，这里交换了 z 和; Ei 的次序 _ 这一事实如果用函子的语言来 
表述，就说是逆变的* 



一般地 可以研究在可微映射 (不 一定是微分同胚)下广义函数 
的变换规则.这方面有许多深入的工作，例如可觅 V . Gnillemin 
»nd S . Sternberg [1], 而在 re ; n >( j)aHA h lUanob [1] 中有大量的 
例子. 

式 （1.6.3) 是在微分流形上定义广义函数的基础.但在讨论 
它以前，我们先讨论一个在应用上很重要的问题. 

2■超曲面上的 Dirac 分布.设 S 是 R •的一个超曲面而可以 
用 PM - 0 来表示.在 B •中有体积元素 
现在我们要找一个™ _ 1次微分形式(称为 Leray 形式)使 
(On = dP (1.6.8) 

这里和以下都设在 S 上 rfP ^ o , 或用坐标来表示即 


gra dP_0 (在 S 上). (1.6.9) 

的存在是明显的.因为由（1.6.9)，我们恒可作一个坐标 
变换 y-yW, 而使例如 y, = P(*). 于是 

»■ = (1.6.10) 

J = del 即； f = *Cy) 的 Jasobi 行列式■令 

w»-i = Jdy 2 h ••• !\dy, 

式 (1.6.8) 自然适合.特别是，如果 d tl P ^ 0我们躭作变换 

PO)， y-t = *i0 > 1)| 则 /= 1/3«(备) 


R " 是可定向的，如果 s 也是可定向起曲面，我们可以在 s 上 
给出一个诱导定向，而使 （1.6.10) 中的/ >0. 

现在解释一下叫―，的几何意义.作两个趄曲面 P -0 和 
P-A ( A « I ).茌 S 上取小面积单元扣并沿扣的边作曲线 
W _««!«(/>1) 与 S * : P = A 相交.这样得到一个平行体， 
其体积即 


(O — dP 

但 </P = A , 所以表示体积单元《*当？变动时对 rfP 的比 
值，亦即体积随 P 变化的 速率， 
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p-t 



» 不 依赖于坐标在 p = 0 上的变化 . 因为若 y,. 变为 y；(,-> 
1) • 则图 1 中的平行体底面积与髙均不变，而只是其稜变得倾斜 . 

因此，《与 4? 均不变，记作也不变 . 但若 S 的方程 
变为 P.-0, 匕仍为光滑函数，且仍有 gradP.^O, 将改 
变成 w ： -i. 事实上，如果以 P 作为第一个坐标函数广，则 I*,- 
^1 (yit y -) 适合 Pi (o, y.)=o , 从而 p,=ap. 

在 S 上 o^O, 否则会有 grad P, = 0, 因为在上 P = 0 .所 
以在 S 上 

» = = 丄 dPj w,-, = dPAh. 

<$ 

而 w|,-i = — W,_ u 现在令 P, = -~~^777 P ， 则 表示曲 
° I grad PI 

面 P,-0 与 h = A 之间的 Euclid 距离，从而 IgMdPk-, 
即由 R •中的 Euclid 体积在 S 上诱导的面积单元，即该超曲面上 
的 Euclid 测度 . 

现在定义一个广义函数.设 w, 为 R* 中的 Euclid 体积在超 
曲面 S 上诱导的面积单元，令 
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是 S 上某点在 B •中的开邻域，在其中 giadP ^ O . 

我们给出 

定义 1.6.2 (1. 6 _11)给出一个 a >\ Oi ) 广义函数.称为超 
曲面 S 上的 Dirac 分布. 

下面举一些例子. 

W 1 •若 P : *1=0 ， 则 to ，-、 => dx t f \ … f \ dx ，， 而（1_6.11) 
即 


I 9 °( 0 , h ，…， x „) dxif \ … ！\ dx ,. 

它就是 ( i 视为 o 2 , •..，*■•)空间中的广义函数)•由 


此可见超曲面上的 D ；» c 分布与一点的 Dirac 分布 《(*) 的关 


系. 

对任意曲面 s : PC *) = o . 恒可作一个变量变换也就是微 
分同胚； c : y 卜使 P (*) =■ 0变为 y , = 0. 很容易看到， 

例 2. 考虑二维空间中的曲面（曲线） xy - c^Q 


这时 P = xy — c , rfP =■ ; r 办+ y 办而 


on 一 dx /\dy 一一 


^dP\dx^ — dPhdy 9 
x y 


因此，双曲线— 0 上的 Dirac 分布是 


{ d{xy — c) f < p ( x , y » = 


-卜 (:， 7)~ 

! 七 ，作 


例 3 .令 〆 =；!>〗，考虑 p 中 的球面 Sr 1 ： r-c^o 上的 
Dirac 分布.这时 = ^ ■即 Euclid 距离， 所以叫 即单位球 
面 S - 1 上的面积单元.若引甩极坐标 （ r ,0) 使 〆 *)= 〆 !■, 
幻•则 


( d(r — c ) 9 = ( p ( c % 0) 叫 
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正如 tfO ) 是 Heaviside 函数的撖商， «( P ) 也与区域/>> 
的特征函数 0( P ) 有密切关系.今证 




0 . 6 . 12 ) 


事实上，在 P = 0以外各点附近，双方均为0,而若在 P « 0 
上一点 a 处取 ipfe 您 （ R ") 且 suppq » 在心的某个邻 

域中，使在其中 |^^ o . 于是 

oxf 




pp 

~ dx ] 1 


- 


dp 

a*, 


( 1 . 6 . 13 ) 


这里我们应用了 Gauss 定理，出现负号的原因是因为 P 增加的方 
向是内法线方向.但是我们可以引人一个新坐标系 
;), y t =尸 (*). 这时 

八 dP 

叫 -i ■(一 O y " l ^yiA • •• A 办 A 办 •/ 

dxi 

iy t 表示在外积中没有心 ^ 这个因子.于是 

一 d =» — dxx/\ - •• hdr” 

代人 （ U .13) 有 

3{P) f =* —丨 

\dxi • Jw dx, 

_〈_卵⑺ 


dx ； 


9 h 


从而⑽嫌若在〜处營卜’则可作-个线性变换 


1/ = 2 aa * i . 


使在*»处^ 0 (/' ■= 1, •••,»). 因此由上面的证明有 
QSt 
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dd ( p ) dP 


«( p ). 


但 


o 

加 i 


9 

? 0 ,, 瓦， 


afl(p) _ 

dXi 


=(? 


dd ( p ) 

~ai,. 


O w) 


如果任取 /€ C ”， 而考虑 0( P )/， 则 

九 [0(P)f] = —/»(P) + d(P) 生 . (1.6.14) 

dxj dxf 8xj 

这 就是跳 跃公式（1.5.11)(« = 1 的情况）的推广. 

3.微分流形上的密度.在本书中若无特殊声明，流形 M 恒指 
—个 C ~ 流形，而且在无穷远处可数.对这种微分流形，一定有一 
的 C " 分割存在.对微分流形不甚熟悉的读者可以先看本书的附 

录. 

现在来看一个广义函数和一个古典意义下的函数的区別，它 
表现在 （1.6.2) 中因子 J 的出现.但是，如果在积分 

I iMipixydx — </, <p) 

中，视 < pWx 为一个》次微分形式 w , 而视广义函数 f 为《上 
的泛函，则不会发生这个问题.因为这时 
X m a> = 


= (W * 1 ) 念 dy,A •••My. 

于是 （1.6.2) 现在成为 


(X*f, w> = I Ky)<pW i (y ) 1 /办 


=</, 尤 *w〉. 
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这个关系当我们考虑 OCB " 上的函数与广义函数时没有显现出 
来，这是因为在 R - 上有一个特定的坐标系 (Euclid 坐括 系)， 以及 
相应的特定的测度 （ Lrf « g Ue 测度——它至少有一个特 * 的性质 
即对平移的不变性）办.现在，当我们转到微分流形 M 上时，因为 
它有许多局部坐标系，而其中没有任何一个具有什么特别的性质， 
而甚至一般地没有一个整体的坐标系，于是就有必 要考虑 坐标之 
间的变换.这样就有必要引人一个新的 概念: 微分流形上的密度. 
以下我们的讨论都在一个微分流肜 M 上进 行， 并设 dimM =„. 

由我们对 M 所作的假设—— C — 而且在无穷远处可数——知 
道有一的 C " 分割存在.因此设有一的分割 S 也 。 U 使每个 
也的支集都在一个开坐标邻域 （ U ,.， Z ,.) ( Z i: U ,— R " 是一个同 
胚)内，则对任一个函数 V € C -( Af ), 可以用; tr 1 变为的 

某个开集 K 上的 C " 函数：冲（为简单起见就记为 ¥,-)• 
对于它，我们可以规定半范如 S 1所作.因为 M 的任一个紧集 K 可 

用有限多个开坐标邻域覆盖，设为则对 9 = 

f-1 

也可以规定其一个半范 = S ii 9( H ) c «- = 2 S su i > i a "^l • 

rf-l I «S| \a\<m^ 

这样 C -( M ) 成了一个 Frichct 空间，记为孑 （ M ). 同样也可 
以定义 M 上的支集在 K 中的 C - 函数之集合 0 l K CM ), 并且赋 
以 Frfchct 空间的拓扑；还可以对 CJ ( M ) = U 逆 〆 M ) 陚 

以归纳极限拓扑使之成为逆 ( W ). Op ,40( 在逆 ^ M ) 中），即指 
所有奶之支集均在 M 之同一紧集 K 内，而且如上定义的 
0对一切非负整数《成立). 

若 ^ 是 M 上的一个矢 量丛， 其秩为 iV (即其纤维型是 iV 维实 
或复线性空间).作 M 的坐标邻域 U , ■使牙■在其上可以局部平凡 
化，则 X 或 U ,- X C " 如果我们考虑复矢量丛的 
话). C ~ CM ,^ r ) 表示 ■3^的（：_ 切口的空间._在 R 上它就是 
C -( t / ; ， R N ) 的 C ~ 切口——亦即 iV 维的 C " 矢量—— 空间. 所 
以也可以賦以拓扑，即对其每个分 S 賦以拓扑，这样得到 /(Jtf , 
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该 k ( M ， 文） 与逆 （ M ， 文）. 

先讨论一般线性空间 E 上密度的槪念.令 dimE = n , 则可 
作£的*次外幕 A " E . 如有一个映射(不一定是线性的） 

P： A-E—B (或 C), (16.15) 

而且适合 

p ( lw ) = iMW ), «€ R , a€R (或 c ), ( 1 . 6 . 16 ) 
则称夢.一切*阶密度之集成为一个线性空间，而且 
因为 i 二1|的，所以只要有一个 <* 阶密度 Po (在 A - E 的 
某个 基底％ 上不为0.，例如设 ft (> a ) = l ), 则 pp 是(》阶密度空 
间的基底.因为若有《阶密度 P 使= X , 则易见 p = 1- 
ft * 因为 〆 》) *= ■= Wp («0 = ; i |々| = a | W «»»)= 

lpo («0. 可见 E 上的《阶密度构成一个一维线性空间.我们记此 
空间为 IEU . 由 （1.6. IS ) 知若 P 对某个 W 取实值或正值，则 P 对 
一切 A " E 也取实值或正值，因此可以谈得上实《阶密度或 
正《阶密度. 

对密度可以作乘法 运算： 设 p ,， P » 分別是《阶与#阶密度, 
我们定义其张量积为 U ® P »)(«0 & PM - PaO ). 它是《 + 
卢阶密度.又因 iEj „ | EU , | EL +» 均为一维线性空间，所以 
| E | B ®| E ]^| E | a + s . 又因为由定义(或 B 或 B + ) ，所 
以由上式可以认为|£|_«即 | E |„ 的 对偶： | EU „^| E | J . 

现在回到流形上密度的问题.取 E = 7.M, 则在每一点 
* €M 可以定义切空间的《阶密度，而有 | r r M | a . 这里值得注 
意的是1阶密度.因为 A " r ? M , 从而 I^.A- 
是 I7VA/I , 的基底，我们记为 dxr " 
dx B , 于是 

| T,M I , — {adx t ' • 'dx„i a € C }. 

若在 A /上* 附近作坐标变换， xh ^- y 很明显， 
u / I - m / jr € A ' C ^ yM ), 而且 = _/«*: / =° del 因此 《 阶 

密度 p 将变为 〆 巧） =|； lv («-,). 在 a / 之各点 * 均作 icwu 
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我们将得到一个矢量丛，记作0,的一个切口 〆 *) 就称 
为 M 上的一个 <* 阶密度. 一 切**阶密度之集合构成一个线性空 
间，记作 C-(M,O a ). 我们现在来讨论它的坐标表示.若有 W 上 
的一个局部坐标 （R, A): A: KCR •(或 C-) 且它在 G •上 

也诱导出一个使込局部平凡化的局部坐标 A: 0.1^-*F,- XR 
(或 RXC). 若有另一个局部坐标 WaW 而且0, 
则在 AT.M 上将诱导出 wh -^ Jw f / = dct(^oZr *) 从而在 
的纤维 | r,M|, 上诱导出 

pl ~ ► 1/IV* #»€ 0 a \, t 

x^UtCWi. (1.6.17) 

仿照的基底记号 dx r -- dx a , 我们记的基底 
为 |扣…仏 匕从而在I/;和 R 中， p ( x ) e 0 n (*) 分別可以写 
为 

/»(*)=» «(*)|«/*,- •• dx a \°, a(*) € C"(t7,), 
p(x)^ K^dxr-'dxA% C-Cl/,), 

而且 

a (*) = 5C ； )|d e t(z ) ozr')(*)i% 

2-(K)0). (1.6.18) 

P(*)ec-(M ,0,) 既是 M 上的测度 aix -) dx ,-" dx „ 我们 
就可以对它进行 积分： jpC *). 而若 A ， P » 分别为 <* 阶与 1 一 《 

阶密度，则可以定义 J (ft®P»)(*). 这样我们就解决了 M 上没有 

一个特 定坐标系与一个特定测度的困难.特别是若上式中的 flOO 
€L f , #> > 1,而且 a = Up , 即若 〆 *)是的 i / 切 

口，则 ip 〔*) r 是化的广切口.这时 j \ pix -)\" 有意义，而成 

为一个 Banach 空间.特别是若 p 0) 是 《(*)€ L » 的1/2阶密 
度，若引进 Hermite 配对 （ ft , 外）=则得到一个 W 上的测 
度,于是可以定义 



j (pl» Pl)» 

使这些 1/2 阶密度成为一个 Hilben 空间. 

现在我们可以给出流形上广义函数的定 义了： 

定义 1.&3 流形 M 上的您' ( M ) 广义函数即 
上的连续线性泛函.它们的集合是逆 ( M ,0,) 的对偶空间，仍 
记作谬' ( M ). 更为一般地，若 ，是 M 上的矢量丛，^为其 
对偶丛，我们定义逆 ( M , 上的连续线性泛函为 W 上 

的 y 广义函数其集记作 3 r \ 特别是若 •^是 

= 即得 M 上的+密度广义函数为逆 （ M , 

上的线性连续泛函， 

可以嵌人在逆' ( M ，，） 中如下.任取0 

纫 ( M , 兑 ® 茨 •*), 并记它在*之值为 < pOO€A X 牙■*(*)， 

f € C «( M , sr ) 在*之值为/0)6東00,于是有記对 

</0),< pOO > (或 C / C *), V ^)) r 若.牙是复矢最丛） 

于是 K *) 可以按下式定义一个叉）广义 函数： 

〈/» 妒 〉= f </(*)» < pC *)> 

Jm 

(成 v ) =■ j M (/(《)， pOO )). 

^ XQ ) 广义函数的性质有许多都可以移到 m \ u % sr ) r 
义函数来，这里不再 一一 列举. 
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第二章 Fourier 分析 

, §1- ^空间、广义函数及其 Fourier 变换 

1•少空间的定义及其 Fourier 变换. 

:' 定义 2*1.1 ^空间即由满足条件 

* up |*_2)* q #(*) | < 00， Va, fi€N" (2.1.1) 

R" 

的 C -( R -) 函数所构成的空间. 

5^空间的函数是 在！: c | - +00时，以比的任意次幕更 
快的速度趋于0的 C - 函数，因此 Y 亦称为考^孕咚罕^它是 
—个 Frtchet 空间.因为由走义它的不等式•笱丘引人可 
数多个 半范： 

?«,#(< p ) — suplr ' D ^ vl . (2.1.2) 

这样 y 空间成了一个拓扑线性空间， 9 i -0 (在中）即指， 
对任意选定的重指标《和？ 有： *- DViC *) 对*$1<"(但不是对 
«和？）一致 ® 趋于 0. 

由 y 空间的定义很容易看到对一切多项式 P ( D ) 
与 00), PWP ( D)v 及 P ( D )[0 O )3> HS *». 

我们有以下的明显结果. 

逆（祀）一 «^( R '). (2.1.3) 

其证明略去.由此还因为您 (!*•) 在 ^( R ') 中稠，所以逆在 
5^中以及^在'中均为稠密的. 

y 空间元素 vOO 的 Fourier 变换即 

F: ?*(») I— > HS) — j R , e^ /a ' z} ip(x)Jr, (2.1.4) 
< f , »>= El .*.. 由式 （2.1.1) 知这里的积分总是存在的.伹 

i = J 
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是为了使这个积分存在，并不需要 < p ( xU ^, 而例如只要 V. 

即可.传统的 Fourier 变换的讲法也正是先讲 L* 
函数的 Fourier 变换.现在采用的讲法，其最大的优点在于，能证 
明它是 .5^ 到 Y 的拓扑同构. 

定理 2.1_2若 v (*)e7, 则 <p(|)€5^, 而且 

= rv(o, (*v) A (?)-c- o e r>p(i). 

证.由于式 （ 2 .1.1)， 可以在积分号下求微商： 

0{<p(S) = | e~ /<I,D (— *)>(*) 厶， 

r^Cf) = j( - D^-^pC^dx 

< j e -^ D ： V i X )dx (分部枳分法）. 

因此有 （D'vKo-rvc?), o >) a ( g -=(— d e ) "中⑴，而且 
iro 細 u)l = |j^> d ；[(-*) VWi ^] 

=j| (1 + |rl 2 )" 10 W2 (l + |^| 2 ) Ca41V， 

. on(-:>vo)]| 心 
<Csup|(l+ kl 

n 

R 

< 00 . 

因此 <p(l)e .5^. 

系 . DiV(^) = [(—*)>] A (§)，r 申 u) = (d>)a (!)， 而且 
若奶 0) — 0 (在 7 中），必有也 (G — 0 (在 Y 中）. 

因此 Fourier 变换 F : — 5^是连续线性映射. 

为了证明 F 是拓扑同构，只■证明 P- 1 : Y —Y 也是连续 
线性映射即可.这就要证反演公式： 

定理 2.1.3 Fourier 变换的反演公式是 

广 1 : = (2^)-" j e ^' 4 VCl)^. (2.1-5) 
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为丫证明它，我们先需要一个特殊函数 
id + • ’ • + a * i ) 即 Gauss 函数的 Fourier 变换 

j =■ (i7 C y ,i e -^' , \ (2.1.6) 

实际上 j e - 心.〜 = n j 所以我们只需 

对 "=1 证明上式即可.但' 

j e^e-^dx = £ -^ e-^^dx. 

担由 Cauchy 定理(图 2) 


1 



n 

i? 


-R 1 

\0 R 


m 2 



| e-^^dx — j" e~ ,t/2 dt = 

因此 （2.1.6) 得证. 

定理 2.1.3 的证明.取上述 Gauss 函数 g ⑻有 

j <K$KSV 油 # ~ j j e^-^p^dy 

= jj 乜办 

= jl ( y )' p (* 4 - y ) dy . 

若用 〆 #) (s > o ) 代替 « U ), 上式中的 K ?) 应改为 s _〜 
IO / e ). 令 y!t = y l , 代入上式即有 
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j = j |(y,)(pC* 4- eh) 办 “ 

令 e — O , 即得 

5(0) j y(S)e itlt,{) ^ = 9»C*) j !(>0 办 1. 

但 K0)= 1, 

式 . 

以上我们用了 Fubini 定理以及在积分号下取极限 . 由于 <P ， 
<f, 6 $ 都具有足够好的光滑性以及在 oo 处的衰减性质，这些运箅 
都是合法的 . 

由式 （2.1.5) 可见 F 一> = ( 2 龙)_"?$.因为反射运算V:平 O) 
t— > ip(*) = ip( — x ) 是 Y 到少"的拓扑同构，所以总结定理 
2.1.2、其系以及定理 2 丄 3 可以得到 

定理 2.1*4 P: .9^ — 5^ 是一个拓扑同构 . 

下面讨论 Fourier 变换的性质 . 首先，定理 2.1. 2 说明 F 与 
F— 1 均将 ^( 或 I.) 与 ( 或互换 ( 有时应乘以（一 1 ) 的相应 
幂 ). 在讨论几个重要性质之前，我们先略述一下几个自明的性 
质： 

1 。 Fourier 变换与反辦： 

F ： F(#)(?) = j (- x)Jx 

^d^-F-Xv), (2-1.7) 

= ${0 = (.2^yF^{ iP ). (Z.1.8) 

2° Fourier 变换与平學： 

(iVp)(?) « j e' ilx '^cp(x — h)dx 

= 广 " 以》（旁 ）（！）• （ 2.1.9) 

— 步 (I 一力） 
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«= I e~ i<x ' i> [e i(x ' i> <p(.x')]dx 

=U K .，>] A (|). (2.1.10) 

3° Fourier 字參亨巧印 孪毕： 

q5(f) A (f) *= j e~ i( - z - f> (p(cx)dx 

- I 十 V (+)， C 2.1. H ) 

4>(c^) =» (2*)-" I 

=|fj- fl (2 5 t)-" j e i(l - s V (!) 办 

= M 、 (+) A (0. (2.1.12) 

特别是，若 <i>M 是々阶(正)齐性函故，则有 
ip{cx) = c^rp(flf) s c > 0 9 
此式#与 （2.M1) 结合，将有 

，⑴〜 - v (+). 

因此旁是一々阶(正)齐性函数.同样，若 ，pm 是々阶正 
齐性函数，则 ¥<>) 是 n 阶(正)齐性函数. 

4° Fourier 变换，守导学性擎筚：设 — K " 是非异线 
性变换，则 . 

9>(^*) a (I) = j e^^tpCAz'jdx 

=• j ff '<^-5VCy)|det/f|-Vy 

=C2.113) 
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=j e-^-V^'VJIdet l A~ l \dy 
=[ det ^ IXM -'- nS ). (2. U 4) 

2.7 函数的卷积. Parseval 等式. Y 函数的 Fourier 变 
换的最重要的性质是关于卷积与 P ^ rseval 等式的两组性质.我 
们先 介绍/ 函数的卷积. 

设 i > g €.9 ^, 我们定义其卷积为积分 

(/* 玄 )00 = j i(,x — y)g(.y~)dy 

— | Ky ) 〆 * 一 y ) 办. (2.1.15) 

这里的积分由于 y 函数的衰减性显然是存在的，实际上，由第一 
究的 Hausdorff-Young 不等式 （1_ 4 _ 6 )知 （/*£)(*) 6 L '( R *). 由于 
可以在积分号下对£作任意多次微商，所以 ( f * s )( x )€ C ~( R "). 
至于 (/*?)(*) e ^( R "), 我们需要用 Fourier 变换是 /到/ 
上的拓扑同构来证明. 

作积分 

j e- i<r ^>(f*g)(x)dx — |j y)e_ 办, 办厶 

■=> I - j e~' <y,s> gi.y^dy 

这里我 们多次利用了交换积分次序，由 Fubini 定理，这样做是允 
许的. 

但 /( O , 1(0^, 而/函数的乘积显然仍是 y 函数 
(请读者自己证明），所以 KO •会 ( JW . 利用^ -1 ： 7 — / 
为拓扑同构，将以上的运算反序进行，易得 





-- C2.0-" J 

- (2货)-" j 卜-心 

=(2» r ' j ( ^-^ K ^ sWyd ^ 

=jg(y)^C2»)'" j 

-=^ /(* — y)si.y)dy 
~ ( f * g ) M . 

因此有 

定理 U.S 若 fM , gOOey , 则其卷积 ( fas ) C ^ U ^, 

而 a 

0*SXD = /(?)#(!). C2.U6) 

系 . (A)a>-C2 rt )- s c/*iXf). 

在 Fourier 分析中，有时采用秸 或办的记号： ^-(2*)-. 
屯 ， tx -= { 2 « ydx . 这个写法可能是从物理学中 来的： 对于 

PUnck 常数 A ， 我们写 A = i .这样系可以写成较对称的 形状: 

j - gi.x)ix = j K% — v)Kv)^V. 

下面再讨论 Parseval 等式.由于一个函数的 Fourier 变换时 
常是取复值的，我们除 Euclid 配对(其记号是 <•,*>) 外，时常要 
m HermiK 配对(其记号是 （■ ，•））. 
mm 2 . 1.6 若 则 

if, S) = <),g), (2.U7) 

或 j / OOK *〕& = j '/( S ) i ( SV 5; 

(/， g ) = (2*)-"(/,|) ( Par^val 等式)， （2. U 8) 
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证.考虑绝对收敛的二重积分 

用 Fubbi 定理将它写为两个不同次序的逐次积分即得式 (2.U7). 
在（ 2 .1.17)中将 gO) 换成 （2 W )— •_，则 KI ) 应改为 

即得 （2.U8). 

3* 广义函数及其性质. 7 空间上的连续线性泛函称为 
V广义函数，记其集合为 

由 Y 上半范的定义， y 的充分必要条件是存在非负整 
数匕《以及常数心.„>使 

!(/» ?>>1 < c K , m 2 *«p 

(2.1.19) 

下面举一些例子. 

例 1. 由于逆 ( R")b./(R ") b /( R fl )， 所以有 

£^XR")<^* ^>XR"). (2.1.20) 

因此一切具有紧支集的广义函数都是夕"广义函数，而一切.V 
广义函数又都是逆^广义函数. 

例 2. z /( b -). 令 pOOe/， gOOez /( R ")， 则 

1<#. 9»)1 < | IpOOK *〕 々 < kilLfML% 

这里丄+丄_ 1.但 
p q 

Mw (j kOOl % 广 

<sup (1 + |*! 3 )~ 57 ' | ?>(*)! 

n 

■ [f(i+ kj 1 ) 宁厶广 



■ Csup (1 + |*i l ) 

H" 

因此 

1<^»9>)1 < C , sup(l + 

R* 

例 3. ^={/(*)€ C -( R -)； Va, 3 C ( a )， N ( o !)， 使 

IO-/WI <C(«)(1 + \x\ ! Y lai }. C2.1.21) 

« ^的元显然是 5^' 广义函数.它是很有用处的.其原因之一是, 
对任一 iw , gfw ， 也就是说级是 W 的乘子 ■ 

这是因为，若我们仿照逆/广义函数的乘子来定义？/，则对 
浐，有 


(gi> ?>) — </» ^). 

gq > 显然是夕*之元，而且由（ 2 .1 21) 易见其半范 

y<fi 

因而上式定义 £/ 为 y 广义函数. 

例 4. 一切在 CO 处具有多项式阶增长性的连续函数 /(*), 
fo ) = ocour ( i*i — + co ) 都定义一个 y 广义函数，而 
且一切这种函数作为逆 XB *) 广义函数的撖商 &■/(*) 也都是 


广义函数. 

在例 I 中既已指出一切 y 广义函数都是这^广义函数，而 
一切具紧支集的广义函数又都是 y 广义函数，因此 ，上一 章中关 
于逆’和广义函数的运算和性质的讨论就可以移到这里来. 
但是这里有一些新的需要注意之处. 

首先是乘子 运算. §1在并非一切 C ~ 函数都是 y 广义函数 
的乘子.例 3 指出，中的元都是 y 广义函数乘子，其实其逆 
也成立，即 y 广义函数的乘子必定是中之元.其次，关于 
V 广义函数的构造定理我们有 

定理 2*1.7 对任一 ^广义函数 f 必可找到一个有界连续 
函数 G 6 C ( R ") 以及重指标《和非负整数々使 



/-a°lCi + M j ) V2 gc*)1. 

以上两个结果我们都不再证明了，渎者可以参看例如 
和 Neto fl], 

从这里可以看到之函数对讨论 .7’ 广义函数的重要性. 
中的函数称为缓增函数，而由定理2.1.7, W 广义函数也 
称为缓增广义函数. 

4.^ 广义®数的 Fourier 变换. 现在我们要用对偶性来 

定义^广义函数的 Fourier 变换.它的基础是式 （2.1.17), 事 
实上，若贝 IJ - 

</* 4>) =* (/. 9»). 

但是 f 也是 y 广义函数，争也是，/函数； m 此即令/不属于 
y 而是一般的^广义函数，上式左方也是有意义的.因为 F : 

是 y 到 y 上的拓扑同构，所以当/€，时，</, « p > 
实际上是5^的一个连续线性泛函，记此连续线性泛函为我 
们有 

定义 2 X 8 若则对任意 < p €^, </,#>定义 Y 上 
一个连续线性泛函，记作则 /称为 /之 Fourier 变换； 
因此 

</, 'P> = </, 0 . (2.1.22) 

因为 F: ^是拓扑同构，它的对偶即的 Fourier 

变换(仍记为 F) F: 也是连续的，而且可证明它仍为 

线性同构. 

定理 2.1.9 F : 穸’是拓扑同构 .. 

证.现在只需证明 F -*: — 是连续线性映射即可. 

任给一个因为 F : 7 — 穸是拓扑同构，对 
( I , (?) 之值应由争决定，而且 是以： 的连续线性 泛函： 
U ，> P )， 但{步；0穸 i - s *% 所以（？，步> 是7上的连续 
线性泛函，从而 

(/» ^)— (By v). 

而由定义 /-=&. 这样就 iit 明了 是有意义的，且 



</,,)> =<F-*/, <P). 

F - 1 是线性的这是自明的，它的连续性也可以由上式得出.证毕. 

利用对偶性我们就可以把关于 Y 函数 Fourier 变换的性质 
移到 W 上来. 

1°橄分性质.这里我们先要注意因此它是 y ‘乘 
子.然后_很 ■■容 _易'得出 _ 

( Dj , q »> — — (}, Djip ) — — </, D , q >) 

— — 0> =* 《一 5 i )/» P >. 

因此 

(— Xj)f = D fl f , 同理 (—»)■/= I??/,BP 

■ (—(2.1.23) 

( I #/. ?>) — ( f , Ii 9») = </, 5 i 9») 

=(/>(— A ;)!# 1 〉■= ( Dry /. < P ). 

因此 

zQ - ?；/, 同理 

( D -) a /- H . (2.1.24) 

2° Fourirr 字孕亨字牟.由广义函数反射之定义 

0> v ) — (/. — (/. ~ ( h 令) 

—<?, qo > — (27 r )"</, F - V >. 

因此 

F } - (2*)- F -* C /), ? - (2*)' F -7. (2.1.25) 

3° Fourier 字竽亨 f f . 同样由定义 

< f */, #> = </, I 1 -*?*) — ( f » 〆 “'■〜> 
-〈厂气，〉， 

有 

0.1.26) 

<n/(l)» <p(l)> — </(?)» 
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故 


rj = I〆 ■叫] A . (2.1.27) 

关于 Parsed 等式，应该注意,现在用来定义 / 的式（2.1. 22 ), 
对于 fe〆g 卩是式 （2. U 7). 我们现在要证明的是式 （2.1.18) 
在情况下的类推.因此考虑一个 Herniilc 配对 

= na .， s ^ s ^. 

(/, M ) — ( f , s ) — </. = </» A) — (/, A). 

但是 

A(*) = (2tO-" j e -«*.s>^(c)^ = !( x ), 

代人上式即得 Parseval f 冬 

C/A) ■= C2^r-C/, I), (2.1.2S) 

这里 fW , ge^. 

最后讨论 y 广义函数的卷积及其 F DUr i er 变换.和逆‘广 
义函数一样，两个任意的 y 广义函数不能定义其卷积.因此，也 
和第一章一样，我们先讨论一个函数和一个 y 广义函数的卷积， 
再讨论两个广义函数的卷积. 

所以先设 H 6 ^' t «€5^,和第一章定义 U.4 —样,我们定 
义 

(/*?)(*)- (/(y), g(* - y)>. (2.1.29) 

这个定义之所以合理，是因为当时， （2.1.29) 就变成了式 
(2-1.15). 这时我们有 

逢理 2.I.W. 当 /e^', 时，定义 t*g 如 （2.1.29) 

式，则 

2。 

证.由 y 广义函数的构造定理知道(定理 2.1.6): 

/-©•id + 
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这里 F (*) 是 R •上的有界连续函数.所以 

< Ky ), ?!> - ”> = (― ir \ d + 

. F(y)dlg(x — y)iy. 

因为所以上面的积分是有意义的.由此式立即可知 
(/* f ) W € C -( R -). 为了证明 f * g €& Z , 要用到著名的 Peeue 
不等式(其证明见后面） 

(1 + \ y n r <2'%i + |r| J Ki + I: 一 W 1 ， 

而有 

. F ( y )0 + 1 j , | 2 )^ ^ sCx - y ^ y . 

这里取充分大，使 （l + 可积,而下面的运算 

将更为简单.于是 

|Q ff (/*g)C*)l = |jci + IHO-'PCv) 

- 0 + jyl 1 斧 +i 〜 — >0办| 

< cj(i + blTM^CvJiU + 

- (1 + | r - y| J )^ +， mOr — y )| 办 

<Csup 1(1 + Ul ^ s-^WI 

t 

■ (1 + Ul 少 
= c I (?)(i + H 1 ) J+r , 

因此 i * g ^^ u . 

由于 因此 i * g^& rr rfa f^s e /‘，对任意 

<{(*)$ 逆我们有 hd 而由定义 

(i*g, a > = (f*g, 
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-jjd + |ylO ， Fty) 

- 0 + )y\ 1 )^ d^g{x ~ y)^x~)dxdy 

-j(l+ |y| J )* /i FCy)C-l) |u 

■ 0;<?(，->0，如)>办 
="00, <« W , + y )». 

这里我们应用了 Fubini 定理来交换积分次序.然而 
(g(.x), ^(jf + y)) ■= I £(*〕/(*+ y)dx 

= 卜 ( 尤 —y)i(*)<ir 

=(£*^)( y ). 

因为 SM - K -^) = or * j 厂 〜 . 4> KfVf = Udio ), 故 

有代人上式即 
得 

< m ,^> = </, a - a ) a > 

=</, ^ • A ) = </ • I , A ). 

因为 k 、 S ) 在 y 中稠密，易证 U ; 逆丨也在 5^ 中稠密.因此 

有 f*g = f ■ §. 证毕. 

注.在上面的证明中，我们用到了 Pe «« 不等式.这是一个 
简单的但又十分有用的不等式,此后我们还会用到它，因此现在证 
明 如下： 

定理 2*1.11 对任意 / eB 以及有 

說 <2… (1 + Idl 1 )' (2.1.30) 

证.当< 时,上式自然成立，又因 h >1可以互换,所以只 

要对《<0证明即可.但 
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1 + 1 + U c M-25 - ； + ICI 1 

<1 +2| S 「+ 2 旧 .： 

<2(i + UI J )d + Kl 1 ), 

令 C = S — 双方用 （1 + I 51 1 ) 除，再乘以 = UI 次幕 
即得. 

现在我们转到两个广义函数的卷积.也和第一章一样，设其中 
之一皮€孑'，另一个/€ 〆 '.这时也和定义 I . 4 . 9 一样，我们定义 
</*?, tp> = <K*) ， <?00, ， 〆* + >0>>. (2.1.31) 

但在讨论它的合理性和 Fourier 变换之前，我们先证明 
定理 2.1.12 若 ge fdW ， 则 #(^) =< ffW , 厂心. 《>. 
证.我们仍然便用广义函数的张 S ： 积的定义，在现在的情况 
下它仍是适用的.于是对逆 （ IT ) 有 

<8, = (s, < P > 

= (〆*) ， ◊〆 ？ >, 厂心 .》>> 

= < gO )®< pU )， 广〈*， {> > 

= ((«(*), 厂 ㈣ >,抑)>. 

由于这在中稠密，故有定理之 

定理 2.1.13 若 iw, g€^\ 则/*以7，，而目 

f - g. 

证.任取 < p € 逆，由因为故由定义 
1.4.9 有 


</*«. < p > = </ C *), <^( y )» < p (* + y )». 

但由广义函数的构造定理，存在一个紧支集连续函数 CCy ") 
使 suppGC(suppf 的任一邻域），而且 ?( y ) = 95 G ( y ). 因此 
4>( jx ) = <£( y ), f{x + y )> 

= (- 1) I?I ( G(y)d*«/>(r + y)dy. 

J toppO 

利用积分号下求撖商以及 P«tre 不等式有 



1(1 + |*r)* rt d^O)! < cf |G(y)(l + |> 十 / /, | 

J«UppP 

.Ki + U + y | 3 ) l * / s | S » + V > 十 ）01 办 

<csu P i(i 4 - |/i J )^ar ? <pC 0 i. 

R" 

由此还 H 知当 < pe ^ 中，上面所定义的必 0) e ^, 从而当 
7时 </W,<Ky),<p(* + J , )» 仍有意义，而且定义 了一个 
^广义函数.由于逆在^中稠密，故知这时 i ^ g 也应该用 
(2. ui ) 来定义且 i * eW . 

为了计算 f * g , 仍取 （ p € 谬而由 （2.1.31) 有 

</*«, = (2.1 J 2) 

但 i * 牵是 J?e #’(=浐‘与牵€ F (逆）的卷积，因此可以 
用定理2丄9知它在及卩中.但 

卜〜，仰,〜 (⑽ 

= ( s t j 厂设 + .〜(5)邛〉 

=〈犮，申 (* + •)> 

= 〈 U (:— .）〉 

这就是说 I * 争 =( 彦 -< P ) A , 代人 （2.1.32) 即有 
</#?» v) = </. Cf - v) A > 

=( f , § ' ( p ) = 0 ' i » < p ). 

因为您在 ^ 中稠密，故上式对一切 < p € S ^ 成立而定理得证. 
最后我们来看一些 5- 广义函数的 Fourier 变换之例. 
ffll . W , 因此沒可按定理 2.1.11 计算： 

同理 

s i 0 > a) = (s M t 
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例 2. ie . v ’， 因此由定义，对有 

< J » g >) = <1, 

= (<p(?)^ = (2*)"(2*)-- j e - a ^q>(.n^ 

=(2ir)"y(0). 

因此 t -(2*)-^ 同理 *" e 穸，，而由 （2.1.23) 

p = 1 = (_ D)-l = (2*)vw(*)• 

例 3 .求 ( v. P . 含) ' i P. 士显然也是 ^ 广义函数，而 

且 ; t - ( v . p . I ) = 1 ( 因为〈* ( v - P . 士), * pW ) = ( v - P •士， 

”00〉= 1 气 j n ( - "0“ = <1，V〉 ). 令 

KS) = (V. p . ^~)， 


则 

D" ⑴ - [* f V ' P ' *)] - -$ = _ 

t '( S ) = - K 

因此 

/(I) = — ff/sgn? + e， 

c 是待定常数(这里我们用了 sgn i =2 no - 0. 为了决定<^我 
们注意， v . p.i 是奇广义函数，其 Fourier 变换也是奇的（这两 

X 

点由读者自己证明），因此 C — 0 而有 


( v . p .士)、 




例令 log \ x \ ^ 下面计算 （ loj ? U |)' 令 f (5) - 


cioguirco. 因为 = p-j ， 故有 


= (,£J«l°8 IM’ 一 ( v . P. 士 ） = — "■㈣ . 
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但因广义函数对于乘子运算是有零因 7 -的(见第-章 S 2.2), 由上 
式可以得出一个特解 

hiO ^ — *sgng/f = — *<7 |f [, 

而应有通解 Kl) = /„(?) + /,(0,这里 

⑽ ） = 0. (2.1.33) 

在矣关0处，+是一■个乘子，因而有 f ,(^) = 0 (I 0) 亦即 

supp /.( l ) = {0}. 由定理 1.3.12 有 /,(?) = c „ 8 ( *\ i ) 代人 

*-0 

(2.1.32) 可得 A = 而 


/a> = - — + csco. 

为了决定《■，取 vM = e _ *'e 5 ^,而有 

f) = 2<at ；' 3 ip) 

** — 2<log* + , Ip’) 

•= 4 j x]ogx • exp(— 

=■ r(J) - r (r 是 Euler 常 数〉. 


这里我们用到了 （1.2.23) 以及 r(l) = —r, 后一点可以参看 
任一本关于 r 函数的著作. 

因此 


(―?>〉= + c . 

但另一方面 

</, v ) =■ <log Jr|, 4 ，) 

*<io g |*| ， y7 f - ， 

= 2 V>t L logrexp (— x , / 4)dx 

篇 j, j logjrexp (— x } — y i !^)dxdy 


(2.1.34) 
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Jo " .' 

= 4 b I exp ( — r f )r loj ? rdr 
= —■， (2.1.35) 

比较 （2. U 4) 与 （2.1.35) 有 e - - InY , 从而 

(log U|) A = — *]||-' — 2jrr3(|), 


§2. Lcbesgue 空间的 Fourier 变换 

1. L \ R -) 中的 Fourier 变换. 在上面我们指出 L<*(『)C 

V , 因此 ，上一 节对屮 Fourier 变换的一般理论自然适用于 
Z/(R"). 但是在历史上却是先有 i 1 , U 空间中的 Fourier 变换. 
这里面有 i 午多具体的而且是很有用的结果.现在我们想要说明这 
些经典的结果与 ./• 理论是一致的.为此，我们先从 U(R") 中 
的 Fourier 变换开始. 

设/€ Lni ^ C 浐，，则定义 如下： 对浐， 

</» f ) = </. < P > 

=卜(⑽丨 

这里我们应用了交换积分次序的 Fubini 定理.总之我们有 

K0 = J (2.2.1) 

但这 IE 是 Founcr 变换的古典的定义.因此， ^'( R ") 函数作为 
y 之元的 l -' ouner 变换与其古典意义下的 hurier 变换是一致 

的. 

理在讨论 K *)€ U ( R ") 的 KO 之 性质. Fourier 变换 F : 
久― 〆 或均为拓扑同构.但对/6 i ' CR "), KV 
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不一定可积，而有以下的性质. 

走理 2.2 J 若 /(*)€ L '( R -), 则 /(?) 连续而且当|兰卜 
«> 时 /( I ) 0 . 

证.对任意6>0,必有 W = N ( e ) 存在使 


|/(*) U，r < e /4, 


1/(5 v A )-/(0| 


UI>N 

- f <^>11/0)1 心* 


0 -；( x ，4+ A > 


J 


< 


ntM\dx 

-(.」 






但 

_ ^-.<*,!> I ^ I cos 〈 r ，§ + A 〉 

— oos<r, §>) 

+ I sin (x, I 4- A) 

— sin<x, g〉| 

<2|<r, A>| <2N- !M. 

因此，只要 | A | 充分小，必有 

|/(l + *)-/(5)i + [ n \i( x )\dx< e . 

2 ^ R 

从而 fu ) 之连续性得证 • 

为证 —00 时 /( f ) — 0,仍用 

1/(?) I <\ \Kx)\dx+ |[ r-^^f{x)dx I 

； )<I>H IJ l*l<N I 

<6/4+ 1( e -^^ Kx ) dx \. 

I J KI<N I 

在 1*| < N 处用一个阶梯函数 



/•(*) = 

i » 1 

去遒近 /(*)， 使 II /- MIl '< s /4, 这里丑 ; 是 |*|<7 V 中的 
小长方体冲 > < »</ Sf , E , n ^=0 (*— 垆 /) 且 {*; |*|< 

W} ■= U Ei . 于是 
<-1 

+ ( e^ <x ^Ux)dx\ 

十 sH ， 叫， 

但当 III 充分大时容易证明最后一个积分小于 s /2, 因此 III 充 
分大时 iKOI <S. 

定理的后一部分称为 Riemann - Lebesgue 引理. 

若记在处趋向0的连续函数集为 C »( R "). 则 F ： Z -'( R B ) 
-^ c „( R "). 但是这个映射并非满射.尽管 c » or ) c ： y ’ 而 
有逆 Fourier 变换，但其逆 Fourier 变换不一定是 Z.'(R ") 函数. 
因此，在 L'(R *) 中的 Fourier 变换反演定理可以表承为 
定理 2.2>2若/与/同在 Li ( R") 中，则有反演公式 

/(*) = (2*)-" (2.2.2) 

证 . 中 Fourier 变换的反演也可以用以下公式来 表示： 
在 

</. v ) ^ </» 4 >) 

中记 f g, <P = 则 f = F~'e, Ip = F~ l 4 >, 而有 

(F^,<^> = <5, F-V>. (2.2.3) 

因为 F: 5^->5^ 和 — 都是拓扑同构，所以上式对一 
切0 6 5^, g€ ^ 成立 • 由于对必€ ^， 


F" l 0C*) - (2*)-" e ， <{ .:NKfV “ 



所以对 h 有 

(F-'g, <P) = (g, F-'0> 

= 5 gMdx • (2*) - • j 对 

- j 0(fVl - (2*)-" j 

=■ ((2^)-" j e ■加 VO ) 心， 4 > iO >. 

因此得到 

( F -' s ' K ?)=( 2 ^y j 〆 “々(>) 扣， 

亦即 

Kx ) = ( 2 ^ r - j e 叫 ( om . 

LXR ") 的 Fourier 变换既然与 〆 的 Fourier 变换是一致 
的，则中关于 y 中 Fourier 变换运算和性质的讨论在这里 
自然都成立.但是正如上面定理所表明的，在 LKR ") 中讨论 


Fourier 变换时多了一个可积性的问题，所以在这个框架内讨论其 
性质和运算时也就不能不带上一些特点.这里特別需要注意的首 
先是关于微分运算问题. 

定理223若 fO ) 及 r "/ C*),|al <«. 均属于以阶），则 
D °/(?) 存在，而且 ^ Kx ) - (- /))•/; 若 /(*) 及 D -/0 O 均属 


于 £.'(«-), 丨《|<«，则 m = r /( f ). 

证.只不过是分部积分法而已. 

但是在 U 框架中，卷积运算却变得很简单.由定理 M .1, 任 
意的 i,gk L >( R *) 均可作卷积，而且 A -/* g € L ' CR "). 现在 


定理 2.24 

证.利用 Fubini 定理 

」(/*发）（专 ) j e ~ ii 6 - I > 0 * g )(. x')dx 
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=|j — l)dxdt 

=j e-'^KOdt j t)dx 

=^ • I. 

2.L 2 CR-) 中的 Fourier 变换. Z, J (R*) 也含于 W 内，但 

同时它又是一个 Hilbert 空间.现在我们想在 Hilbert 空间的框 
架中讨论 Fourier 变换.因为对于一个函数 fix '), ㈣ —般取 
复值 ，所以我们应用复 Hilbert 空间 "(R-), 其中的内积是 Hw- 
mite 内积 （Hrnnite 配对），因而按上面的规萣用 （，） 表示： 

Cf , g ) = I K . x ' isix ' idx . (2.2.4) 

R " 上的 U 函数与有界区域 G 上的 L 2 函数不同，一般不属于 
L ' CK "), 因此不能用 （2 2.1) 来定义 KO . 但由本章5 1.3 的例 
2, z . 2 ( R n ) c ^-, 因此对 /W e LKH ) 可以定义 
特别是由 Parseval 等式， （/， g ) = {lizYKh s ), 因此若在 抝 中 
用测度办，在埤中用测度枉，将 P ^ rseval 等式用于 V 
将有 

11/11加> ~ WIU 阳. (2.2.5) 

现在我们可以利用此式证明对 / e £ ! ( R ；>, 必有事 
实上， Y 在 U ( B ") 中稠密（在定理 I . 4 . 2 .中我们甚至证明了 
您(妒）在 L 3 ( R ") 中稠密 ）• 因此对/€ ^ CR "), 必有一串/;€ 
使 — LKR -) 中），由（2.2.5)，&必在 U 中收敛于 
g € LX ^). 但对任一有 

</i> 4 >) = <^/» 9>» 

求极限后有 </, < p )=< ff ,< P >. 因此 ^( R "), 而且（2.2_5) 

对/ 6 L a ( R ') 成立 • 

这样我们证明了 F: L \ n -)^ LXR ") 是一个等距 （保 持范 
数不变，从而也保持内积不变)变换.这个变换是一对一的.因为 
我们可以用^中的关系式 



仿照上面的方法将 F _1 拓展为 F -'-. 囡此 P ; 

V — ST 限制到 L J ( B ") 上成为一个酉变换 （unitary tnmsfor - 
mat5on ) 一 即一对一的等距变换，从而知 L 2 ( R ") 函數的 Fourie , 
变换仍是 z . ! ( R ') 函数.但是我们希望有更具体的表达式. 

设作 M < iv 的特征函数 

^ n (*) = 

则 而且 + 00 ). 因此由 

上述 Fourier 变换的等距性，有 

II /n — Hl 1 -* 0. 

但是因为 / NeUCR "), 所以 

/ n ( I ) = f 

J 1«I<N 

/ 既是/〃的1极限，自然有 

/(5) ■ 1. i . m . { e ~ i { gt ^ 1 ix ) Jx 4 

这个极限有时也写成 j RS e ^^ fix ^ dx , H l . i . m ." 是平均收敛的 

意思. 

概括以上的结果，得到 

定理2上5若 /€ U ( B *), 则作为^广义函数，其 Fourier 
变换 /( O 仍属于 //( R "), 而且 

Kt ) ― 1- rn . f e ^ iU ^ i ( jx ) dx , (2.2.6) 

J l r |<s • 、 ’ 

F : V ^ V 是一个酉变换，即一对一的等距变换 

™ II 刊 (2.2.7) 

在 Hilbert 空间中保持范数不变当然也保持内积不变，因为 

(/， f ) 31 ■丄 [11/ + H …+ 々 II — 11/ — AI +，.||/ — /玄||】， 

4 

因此又有 

定理 2 A 6 ( Plancherel ) 对久 M 有 
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( 2 - 2 . 8 ) 

Plancherel 定理虽然形状上和 Parseval 等式相同，旧.却表现了 
不同的内容.它虽然很简单却 是一个 重要的定理. 

3. L - CK ") 中的 Foorier 变换. 这里介绍 I /( R ') 中的 
Fourier 变换并不只是为了完备，而是想要介绍一种很重要的方 
法.分析中的许多不等式都是由证明某个 Lebesgue 空间到另一 
个 Lebesgue 空间的某个算子的有界性而来.例如定诹 M . I 中的 
Hausdorff - Youag 不等式就是证明了以 P 为梭的卷积算子是 P 
到 U 的有界算子，并且估计了它的范数.这里时常会遇到由一 
族 Banach 空间不到另一族 Banach 空间的算子7,这里例 
如而且可以证明在两个“端点 M 上 T : 次 — B 。， 
T ： A — 是有界的，而要证明在中间的情况： T : 

也是有界的.例如 Fourier 变换 F : L 1 — 与 "-" 都是 
有 界的，我们自然希望能对1 < A <2 的 £/. 讨论 Fourier 变 
换是否有界.关于这一类问题有许多所谓插值 定理. 其中最简单 
的是所谓 Riesz - Thorin 定理. 为了证 明它，我们首先需要关于解 
析函数的最大模定理的一个推广. 

定理 2.2.7 (Doetech H 线定理）设 FO ) 在复平面 *€ 
C 上之带形0 < Re * < 1中解析，在0 < Re * < 1中连续而且 
有界.若在直线 R «= 0, 1上分别有 | FO)l < M n ， Wi ，则 
在直线 O < R «-0<1 上必有 iF(*)l 

证•令屮 (》) — FCa ^ A / r ' Mr 1 , 不妨设 M a — =■ 1•若 

当 * 在带形0 < R « < 1中趋向 co 时 〆 *) - 0,则可取 R > 
0 充分大使在 | Im 2[ 上， |« p ( a )|< l . 而在矩形 0< Re *< 
l ,| Im Z | < R 上应用最大模原理，知在此矩形中也有 |< pC 0 I <1， 
从而在带形 0< R «<1 上 |< p (*)!< l .若 < p (») — 0的条 
件不成立，考虑~ u/ ". 因为 . 

| | ■ ^ e ~ yi/9 9 

注意，这里我们记 + ，而0<太<1，从 而王一 — < 

R M 
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火 由于 q>M 在上已设为有界 . 故当 W 
时 * T»(*) 0, 而由上之证明，在 0<Resr<l 上， |(p a (*)|^ 

!• 令 》— «，则在每一点 s, -*■ 从而 |<j£>(«)|<. 

1. 

定理 2.2.8 CRiesz-Thorin 定理）设 2 •是由 •到 

的线性算子，而且 

II77KM4/W ， 卜 1,2 ， (2.2.9) 

则当 ft ， ？，适合 1/P, — tjpi + (1 — \jq, =■ //^, + (1 — 

0/q, 时，对 /e L»-nL ? . 必有 

( 2 . 2 . 10 ) 

证 . 因为阶梯函数在 Lcbesgue 空间中是稠密的，所以仅需对 
阶梯函数证明（ 2 . 2 .10) 式即可.为此取两个阶梯函数 

fix') ■= 2 !<Z Ej (*)， 

i-1 

这里 U E,CR% UF,CR% £ fi nB fl = 0, u ^ i,； 

0. h 呋 U 而且 E,, F f 均为可测集. ■ 由稠密性有 

ll^llt* =■ sup{ I Jy/Cy) - ; Ilf lit*- < l), 

< 是 3 的共轭 指数： 丄 + 丄 - =i .令 

a n -= ] 2 r， ^s,(y)^(y)rfy, 

则 

| n(y)KyVy — *= T(|, ij). 

又因 


ll/tll? — 2 IMME,-), 

/"I 



因此我们现在需要讨论的即是 

M sup 

；=1 j 

Hi — Vj — f »( Fj ), « 和 〆 以卮再定.我们想证明 M b .j 

对/?有一种对数凸性》即当 <* = (1 ■ ^)«i + 存~= (1 一 
+賊时 

M 0>s <M*7?,M2„,, (2.2.11) 

(亦即 logM BlP 是凸函数).这时，只要令«, - 1/ ft , A - = 1/?/ 
(»_=-丨，2)而 1—0 = /, 即可得定理之证.因为这时 M 
M ,, 而 if B/l 即 TUt^Ut 的 范数. 为证(2.2.11)， 
令 

匕 （*) = ^ 

中00 ~ + 崎时, 

则了 (500, *?(«)) 是 s = x + iy 在0<*<1中的解析 函数. 
在 o <*< i 时，因心00,初 0) 都连续而且有界，所以 T ( SOO , 
vO )) 在0 <*<1时也连续且有界. 

当 R ez - o 时 ifiWi = kiWI - kl v *, 故 

从而这时 

同理，在 = 1 时 

|T(|(>) ， JjCs))| < — Ml. 

从而由定理 2. 2 .7 当时（这时 1 ,-W T ,00= w ) 有 

而定理得证. 

注意上面的证明中是设《 > 0 ,〆 > 0的.若《 = 0或/?_ 
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0,贝 IJ 定义的式子中或 S 

X t 

就要改成 suplU < 1 或 supl^l < 1. 

i i 

现在将这个定理用 r Fourier 变换，有 

定理 2.2.9 (Hausdorff.Young) 若 W 1/( I < ? < 2 ) ， 则 

/€!/.，丄+七_〖，而且 
P P 

ll/IUSOm (2.2.12) 

证.当 P =1 时 〆 = 00,上式自然成立. P =*2 时 〆 =2, 
由 Plancherel 定理上式也成立.今令 Px = 1 , == oo , ^ = 2 , 

= 2来应用定理 2.2.8, 则因丄=»+ 丄= 

, . . P , 2 2 q , 

自然有丄+丄 =1. 记朽为 P , 则丨= 〆 ，而定理 
2 P, q, 

得证. 

鉴于这个定理的重要性，我们再举出它的一个应用，即关于卷 
积的 Young 氏不等式.我们已经看到，若视 /e 定义一个卷积 
算子 r ,: L '^ L \ g 卜且 而 a 

因为 ll/*^IU = ess . sup I J " K * — 心 1 < 11 /M 玄 1 L -. 因此 

对于 L ' HL - M 


IMA < "/ M #’ 

这里 i = J . + i^L = , 5 i - 但因 z ^ HL " 在 z / ■中 
P, Pi Pi q t 

稠密，故 A 可以拓展到上成为 ZA — 的有界算子，其 
范数不大于 liflL >. 又因朽 =1//是為 i 的任意实数，所以上面 
的朽就改写为 P : 1 < P <00. 

固定再把看成由 g 定义的卷积算子 r ,, 则上 
面证明的即 


T t ： L '— Z / || T g ]| < || g ||, ? . 
然而当时，由 Holder 不等式又有 
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因此又有 


T t ： L "- > i .", l | r g ||<|| g || t( .. 

再在 1 和之间应用一次 Riesz-Thorin 定理即可将 T r 拓展为 

厂的有界算子，且其范数这里丄=丄+丄二丄一 

P 1 q 




- +，所以卜+ 



ll /*? llL *< ll / ll ^ llgll ^. (2.2.13) 

此式也称为 Young 氏不等式. 

但这里需要提到的是现在仍然 P . P . 可以用积分 j / C *- 

来表示.事实上，先令丄=1—丄， f € V , g € L \ 
q p 

h ^ L \ 不失一般性可设 A 非负 （ p . P _) 这时 
j K*) |/C* — y')e(.y)dydx 
*= I giy) |/(* — y)h(.x)dxdy 

叫 Ky ) 办 

=11/lltellAll^lklU 1 . 

因为此式对一切 A 都成立，所以 j /(* — y ) g (. y)dy 对; ep . p . 收敛, 

羼于"而且范数不大于 \\n\M\o. 但当 ypfu * ■时，映射 

/卜^|/0 — >0?(7)办即 f ^ g , 因为在 i / 中稠密，所 

以对一切 ",/*? 郁可用积分表示. 

再用一次上面的技巧，令丄+丄=丄+1,并设 f € L \ 
P r s 

g ^ L -, AtPfU " (^ + + = 1). 亍是有 
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I Siy^dy I j(x — y)h(_x)dx 
< + + = 1 ) 

< Ilddl/IUAII〆. 

因此，由 Fubiai 定理 g { y ) i{x - y ) A ( x )€ Z ->( R ； X R ；), 从而对 
几乎一切*, g (. v)Kx — e t'CK；), 而且 

I ^(*) j iU — y ) e (. y')dy < llsM/MlAllt". 

由于 A(*)^ i nz. jr 是任意的，所以对几乎一切 { K ^- y > 

My) 办 ei/, 而且其范数不大于 Il/Hduiu' 以上我们对 L'n 
L r 证明了 f * g 可以用积分表示，但因 L l f ) L r 在1/中稠密，所 
以对 g € L ， 上式也成立. 

以上我们简单介绍了以 Riesz-Thorin 定理为基础的 插值力 法. 
但在谇多问题中 T 在两个“端点 * ( 為， B。)，U, B,) 上的有界 
性并不能保钲.这就需要更强的插值定理，例如 Marcinkinvicz 
插值定理.对此请读者参阅有关的专著. 

关于经典的 Fourier 变换，可以参阅经典著作 S. B^chr.er [1] 
或较简单的 Bochner 和 Chandrasekharan 【1]. Stein 和 Weiss [1] 
一书内容丰富，很有用处，而且有关于插值问题的专章.关于插值 
问题可以参看 J. Bergh 和 J. Lofstrom [1], 

§ 3. Poisson 求和公式与 Fourier 级数 

1. 周期的广义函数.设？>0)是上的 C « 函数.我们说 
它对多个变量是有周期1 (为简单起见不妨设对各变量周期相同 
且均为 1), 即指 

?>(*+〜）= e y = (0,U). (2.3.1) 

(第 / 个分量） 

因此，若我们记等价类 
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* ~ X S X (mod?；), / = 1, • • •, n, 

为 \ 则上述周期函数是; E 的函数.记作 < P ( J ). 上述等 
价类的集合称为《维环面 

T* = R*/~. 

因此周期函数就是: T 上的函数（当然设周期为1)，反过来也是 
-样. 

我们现在讨论上的基本空间逆 （ r "). 因为 r " 本身就 
是紧的，因此一切 <："(?-) 函数均有紧支集.这就是说 #( r ")= 
逆 （ T B ). 与缪 ( fi ) 不同，现在缪（: T ) 是 Frfchct 空间，而对 
可以引入可数多个半范，例如 

内（ V) ' SU P 2 ^ = o, 1, 2, ••• (2.3.2) 

7" l«l<i 

mT ") 亦即 #( r ") 上的连续线性泛函称为周期广义函数 
其所以称为周期的是 因为： 若？有两个代表元*和 
* + C , (/ = 1，…， n ), 则 

ip(x) = (pc*) = ip(* + «,). 

从而对于 h 逆 tr ") 有 

(1(.*), «p(*)> = </(*), vC*)) = (Kx), ,p(x + e,))» 

亦即 - f(x - e ,) - /(*) ( y = 1, ••■,«). 这恰好与函 

数对各个变量都以 1 为周期相仿. 

因为: T 是紧的，所以逆'(: T ) 的元均有紧支集而逆= 
^( T ") = ^( r -) 上的线性泛函连续性的条件也就成 
了：存在一个常数 O 0 和非负整数々使 

!</, < P )\ <Csup 2 |0>1，</>6您 （ r a ). (2.3.3) 

V° 

因为 ，(: r _) =，(7-)， 所以二者不加区别，而第一章关 
于 ^ vn 的性质都可以移用于此.其中特别需要注意的是，首 
先,每一个均可表示为 r " 上的连续函数 Fec ( T -) 
的有限阶（广义函数窻义下的)微商（见定理 1.3.10)； 
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其次，任意两个 逆’ (T«) 广义函数/和*均可以作卷积 f * g,%L 
义为 

</*?, ( p ) = q?(* 4 - y)>. 

2 .逆 tr") 广义函数的 Fourier 变换.既然纫 （r")~ 
才 cr), - 自然在 r_ 上也不可能再区别 

7CT) 和 w(r") 而有 

逆 (T*) = 5^(7") - ^>(7-). 

^■( 7 ") = WCT) = 锣， （T •乂 

因此，毎一个 i €^> XT ") 都应该可以作 Fourier 变换.但定理 
HU 指出，每一个具紧支集的广义函数 S 之 Fourier 变换〆?） 
即 s 作用在上之值；不过现在—般地并不在 
中，即对1 不一定 有周期 I. 为此，其必要充分条件很容 
易看到，是我们记 Z •中之元为/，即 / = U 

而 i # = 0, ±1, ±2,.-.. 所以现在 1(0 并不是洱上的函数, 
而是离散集 Z" (它对加法成群)上的函数，亦即序列 

{<?, = ( o }, / = 0, 士 1，士 2,... (2.3.5) 

现在来讨论 Fourier 变换的性质.首先是微分性质.若 

取）€级' (r _), 则因此可以讨论 &的问 
题而有 

D"f »= {(D°/, —*〜>>} 

= {</,(- 

={(2-0'(/,，，>} 

= {(2 W)=o}. (2.3.6) 

下面讨论卷积运算.由卷积的定义.对/，以您’(丁")，设 
其 Fourier 变换为 {M 和 Ui }, 我们有 

f*g = {</*? ， e* ,S，，<，,,> >} 

-m^®g(.y-),c-^ + y>)} 

= {</W >e - iJ ' <; - ri Xf(y), e - 

& . gi ). 
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如果我们定义 Z " 上函数的乘法为 {/,} • {^/} ={/,■ 5,}, 则立即 
有 


f * g=^h i . (2.3.7) 

现在讨论 Fourier 变换的逆变换.从上面的讨论看到, 
逆乂 7 ’'）中的 Fourier 变换其实就是将锣' ( P ) 对应于其 Fou ¬ 
ler 系数序列.因此，直观地可以想象到，其逆变换就是从 Fourier 
系数恢复到原来的/6逆'(了"），亦即有 

/(*) 〜 /e^(r»). (2.3.8) 

I 

所以现在我们将问题重新提出如下： 

广义函数在什么意义下可以展开为以上形状的级数，它在什 
么意义下收敛？ 

以下就称 （2.3.8) 为广义函数 /(*) 的 Fourier 级数； c ; 称为 
K *) 的 Fourier 系数. 

3.广义函数的 Fourier 级数. 我们先讨论广义函数 
的级数收敛性的概念. 

定义 2*3.1 乏) 逆 X 0)) 在 ^\ q ) 中收敛于 /e 
级 即指对任 i W 逆⑼， ^{ u , i P ) 收敛于</, y >. 

n 

现在我们来讨论逆' （ T ") 的 Fourier 级数的收敛问题. 
为此我们先佶计 

如上所述(式（2.3. 4 )) f ^ d B F t P 是7■"上的连续函数即周 
期的连续函数，因此 


W = 1</，广_>| 

=|(- . 9° 1? -如《，《>| 

= |( 2j ^ L" <cr. (2.3.9) 

现在我们在 r " 上考虑级数（ 2 . 3 . 8 ),取 〆 逆 （ T "), 则进 
行充分多次分部积分法 



<(«-«■«, «p> = <p( J c'U il 叫冶 d x 

= [(-1加]-七0>00，崎*. 

因为 /» 可以是任意的，因此 〈 pw #〉 是急减的，而由 （ 2 .3.9), a 
又是缓增的，所以级数 （2.3.8) 总是收敛的.现在要证明其和为 
/ U ). 为此先考虑一个特殊的级数 

( 2 . 3 . 10 ) 

I 

它的系数显然适合一个形如 （2.3.9) 的估计 （《= ( I， C = l )， 因 

此它也收敛.但对 9^(7-), 

冗〈亡⑽夂<?> = S ( 〆 ¥.〜(*)“ 

/ / 

I 

■ P , 是9的 Fourier 系数.因为 < P 是充分光滑的周期函数，它的 
Fourier 级数自然收敛于 

<?(*) = 2 ⑽， r> ， 

因此 < p (0) = 2 ^ e -^, 代入上式即有极重要的公式 

I 

9=2 e 12 ^. ( 2 . 3 . 11 ) 

I 

将它与 / OOe 您’ Cr ) 求卷积，即有 

f ^ f *8 = 2 /* e il%a - r> 

I 


(这里我们利用了卷积映射的连续性).但 

代人上式即知人因此（2. 3 .8)成为 

K *) = 2 / 〆 •. 


(2.3.12) 



这甩的收敛性自然是在 SOXT ") 意义下说的.如果是经 
典意义下的函数，自然要问（2乂1 2 )是否会逐点成立？若设 K *) 
局部可积，则因为 〆 *) 至多定义到相差一个0测度集，所以我们 
至多只能希望 （ 2 .3. U ) p . p . 成立或平均成立.这方面的研究可 
以参看 关于' Fourier 级数的专著. 

上面已经指出，逐 ’( P ) 的 Fourier 系数一定是缓增的. 
反过来，若有三角级数2 其系数适合 U 3. 9 ) .这时 

取#>«使/?一《充分大，则级数 

2 hi- ( 2 . 3 . 13 ) 

I 

-致收敛于某个充分光滑的函数 fW , 而且 am ) 是 PC *) 
的 Fourier 级数.因为微分运算在逆'(: T ") 中是连续的，因此， 
在广义函数的意义下 Fourier 级数可以逐项微分任意多次.对 
(2.3.13) 微分#次，立即有 Fourier 级数 

妒 f (*) = 

I 

因此，具有缓增系数的三角级数必定是逆 '( P ) 广义函数的 Fou - 
ri « 级数.这样我们就得到了一个刻划 ^-( T ') 广义函数的性 
质,即具有缓增的 Fourier 系数. 

最后我们回到十分重要的式 (2.3.11). 如果在 K B 中表示，它 


应该写成 

= S 严⑽， （2313) 

I I 

式子的左边很容易看出是一个 y 广义函数，因此右方也是•双 
方作 Fourier 变换，但注意到,现在我们讨论的是以1为周期的函 
数，所以它的 Fourier 变換也应变成对于以1为周期的 

进行的运算？ U ) = j 办.于是 

8(7- 0 A (5) = f w ， 4> ， 
e-' Cw - >A (S) = «(I +0. 



从而有 


八⑴=1> _, 聊=2咐一0. (2.3.14) 

I I I 

在最后一个式子中我们应用了 （2.3.13), 不过因为现在 Z 遍取 P 
中一切值时，一 Z 也遍取 Z ” 中一切值，因此将（ 2 _ 3 .13)的右方之 
/改为一 G 它仍成立. （2.3.14) 中我们又遇到了一个广义函数， 
它与 Gauss 函数 e _ 郎 相同，其 Fourier 变换除一个常戡因子外 
即其自身（与 （2.1.6) 比较). 

取 M 由 

(S - o. /) = (s fi C* - o, t) 

立即可得重要的 Poisson 求和公式 

S 价 ）= S ?⑴. (2.3.15) 

if a " 

把它应用到 /(*) =广〃 1 C *€ R ') 上即得著名的关于 e 函数 
的函数方程 _ 

兵 C2 ' 316) 

§ 4, Paley-Wiencr-Schwartz 定理 


1. Poarler - Uplaee 变換.这一节的中心问题是讨论函数或 

广义函数在无穷远处的衰减性质与其 Fourier 变换的光滑性的关 
系.当然，衰减的极端情况是函数或广义函数具有紧支集，即在无 
穷远处附近为0,因此我们要刻划出这类函数或广义函数的 Fou ¬ 
rier 变换的特点，这就是 Paley - WieDer-Schwartz 定理.它实际上 
是两个定理，分别讨论 C ^ CR ") 与 4 XK ") 的 Fourier 变换.现 
在从 C ?( R *) 的 Fourier 变换开始. 

CJ ( R ") C^ S 因此，任一个 UC ;( R ») 的 Fourier 变换 
/( S ) 都是 I 的急减函数.但是反过来，由/(5)为急减只能得出 



/(*) e ^ ——这当然也是一种光滑性的限制，而不能得出有关 
supp/ 的信息.为此，我们引人 UC% s = ( u …， £•). 艮= 

£,+ 7二或写为 c = | + 并给出 

定义 2.4.1 fOO 的 Fourier-LapUce 变换是 J 的面数 

/CO = j e^^iix'idx, (2.4.1) 

如果这里的积分存在的话. 

现在设 ：!€ C fl -( R "), 则不但可以看到积分 （2.4.1) 是存在的 
(它事实上只是在紧集上积分）,而且可以在积分号下求微商，或将 
^展开为 S 的幂级数而知 /( S ) 为 t 的整函数.今设 suppf 包 
含在球|*| 内，则有 

定理 2 A .2 (Paley-Wfener) 整函数 g ( C ) 是支集含于 
1*1 <A 内的 C?(R") 函数 《>) 的 Fourier-Laplacc 变换的充 
分必要条件是对任一非负整数 N 均有常数 C w 存在，使 

l «( i)l < C N e^Kl + | C |)\ (2.4.2) 

证.必要性.设 « a > = M 

r ^(0 = ( 以.〜 r . 

J \t\<A 

上式对任意 《 成立，所以 

o + \c\r\sio\<c N e^ 

对任意 N 成立，从而有 (2.4.2). 

充分性.设 U .4. 2 ) 成立，则对实的 e = i 有 

18(1)1 < C N (1 4- \ t \ r N (对任意 W 成 立）， 

这就是说 fi (5) 急减.因而必有某个 C " 函数 K *) 使 

/(*) = (2»)- j e , ， s g(|Vl. 

今证 K *) 有紧支集于 UI < W 中.对于 

/O) = (2 龙 )- "j 
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利用 Cwchy 积分公式，可以写出 

/(*) = (2^)-* j 

f+ 而积分路径是 v = const, 利用（2.4.2)，取 iV=« + 

1,注意到 

以及1 + W > 1+ IEU 有 

iK*)l <(2 灰广叫 （1 + Uin 

令 n = «, 则有 

|/(») | < 

若 kl ，则当 + C0 时上式右方可以任意小，从而 
/(*) = 0, lr| > A , 

即 supp/C{r: < /}. 证毕. 

2. 紧支集广又函数的 Fourier-Laplace 变换 . Schwartz 把 

上述 P a ley-Wiencr 定理推广到#'(『）广义函数上去而有 

定理 2.4.3 (Schwartz) g(0 是 #’(K ") 广义函数 K *) 的 
Fourier-Laplace 变换的必要充分条 件是： «(C) 是适合以下条件的 
整 函数： 存在常数 C^O, A >0 以及非负整数 W, 使 

UCOI <C(1 + |C|) W ^"^. (2.4.3) 

证 ./OOe#'(K B ) 的 Fourier 变换 /(g) 娃(定理 2 . 1.11) 

/⑴= </(*〕，咖 >• 

很容易看到 </(*), 仍是有意义的，因为仍是 r 

的（复值） C" 函数 ； 而且可以在"积分”号下求微商证明它是 C 的 
整 函数.这个整函数记作 /(?> = </(*), 广 《， rt >, 称为 K *) 旳 
Fourier - Laplpce 变换.它显然是 /( S) 的解析拓展. 

必要性.由 #*(«■) 的构造定理，一定存在一个具有紧支集 
的连续函数 FOO, 使 K*〕="F . 而且若 s upp /c:{*； M< 
A ), 必可使 Supp FC{*，Id 十 eh s 是任意小的正数. 



于是对任意含复参数 fec s 的 c - cr ；) 函数 A 0) 有 

1</，少:>1 - Kf ， d ;$ £ 0 )>I 

< [ 丨 F 00 . D a x < s >^ x)\dx 

J 

<C sup |/)14> c (*)|. 

现在令 <PiW -= 立即有 IK 吣 OOl = 而 

O ,^) = /(£). 代人上式即有 

\ KO \ <c(i + ⑴）〜 wiwi. 

此即式 （2.4.3)， N =\ a \, 而 d 换成 A + e , 即比包含 S up p / 
的球 Ul < A 之半径稍大的数. 

充分性.设 KO 适合式 (2-4.3). 令 S = I ,可见 KI ) 是 
I 的缓增函数，因而是 5^' 广义函数.因为 F : 5 T — ST 是同 
构，故必有 K *) ey 使 ?( E ) = KO . 今证 f 有紧支集含于 
1*1 < J 内.为此作磨光核序列= A // C *) ^ c ; r ( K a ) (见 
式 （1. U )), 而用它将 K *) 磨光，即作卷积 
(/*«;)(*). 

由定理 1.4.7, 0*巧)(*)作为 ^> XQ ) 广义函数应该收敛于 

/(*). 

但另一方面 

f * a t =f • Sj . 

/(5) = g ( l ) 有解析拓展 KC ) 适合式（2. 4 .3)，其中的 w 是一个 
固定数，现在改记作吣.巧的支集在|*|<1//内，因而由 Paley - 
Wiener 定理 <5,也有解析拓展«/(0,而且对任意的 W 有 

!M£)I < C N ^"^(1 + \c\r N . 

因此 / . 南亦即 /$«,■ 有解析拓展 (/*"«/) <0是 c 的整函数, 
而且对任意 W 有 

ic/^coi^c^b'^'d + ici) w -- w . 

N t — N 仍是任意的，因此 ，再 用一次 Patey-Wiener 定理的充分性 

- IU ♦ 



部分可知， (/*«/)(*) 是有紧支集含于 Ul < d ^■内的 C - 

函数.当； — >+00时，它的极限/0)作为逆^广义函数，应有 
紧支集含于 U \< A 内，即 W ( R -)， 而且 
Supp/C(x ； |*i < 

定理证毕. 


S5 . 偏撖分方程的基本解 


1•基本解的意义.在求解一些经典的数学物理方程时，有一 
类特殊的解起了特殊的作用.例如对于护中的 L » P ^« 方程 
ffu . „ 


Am 


dx ] flyj 0 *i 


(2.5.1) 


U - L - ( r > « I ], - : r a 是某一定点）就是这样一 个解. 

4 wf 

众所周知，在对这方程的解的充分的光滑性假设以及对区域旮及 
其边界況?充分的光滑性假设之下_方程_ /之解恒可写为 


心) 一 i U K(e) 惫 (+) _ I 砮]心 

- iL >， （25 - 2) 

这里？是积分变量 ， f - Ik - III . _ +这个解称为 （ 2 . 5 . i ) 的 

4 *f 

基本解.对波动方程和热传导方程也都有起类似作用的解 . H *- 
daimrd 总结了这些具体的例子，对于二阶线性的具有解析系数的 
方程首先提出了系统的基本解理论(详见 Hxbmard [1])，而且躭 
是从波动方程的基本解出发，给出了发敢轵分的有限部分的概念， 
是广义函数论的先例之一.现在我们将从广义函数论的角度系统 
地总结这个理论. 

如果 (2.5.2) 中的/和*均充分光滑而且具有含于公内的紧 
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支集，则 （ 2 . 5 . 2 ) 可以写为 

«00 =0/*/)0). (2.5.3) 

由此可以证明 


AU 5 , 

事实上，由于 （2.5.3) 中的《是 △« = /的解，所以 
/ = A « = A ( U #/) = ( Ay )*/, V /, 

于是 At / = S . 

仿此，对于一个线性偏橄分算子 P (/>) ——我们先考虑常系 
数的情况，因为讨论变系数的线性偏橄分算子的(拟)基本解，正是 
本书的中心 论题： 拟微分算子和 Fourier 积分算子的重要来 
源——我们定义其基本解即适合方程 

P ( D )» = 8 (2.5.4) 

的广义函数 《. 在这里需要先约定《所在的广义函数空间.因为 
下面的基本工具是 Fourier 变换，因此，我们自然地规定在中 
求基本解. 

基本解在偏微分方程理论中的作用可以说是两个方面的.设 
1/是基本解，对任意/令 

k = t / * /, (2.5.5) 

则一方面 

Pu = PU = (2.5.6) 

所以》是方程 P « = /的解.从这一方面看，利用基本解可以觯 
决上述方程的解的存在问题.另一方面，以/ =?«代入（ 2 .5- 5 ) 
又有 

u = U * Pu , (2.5.7) 

利用此式，又可以从？《的性质一这里专门指光滑性、奇异性等 
等来探讨《的正规性和奇异性. 

换一个角度来看，我们认为 Ct /*) ——即以 u 为核的卷 
积——是一个算子，则（ 2 .5.6)可以解释为 （ U *) 是 P 的右逆; 
(2.5.7) 可以解释为 （ U *) 是 P 的左逆.所以 P 的右逆可以用来 
解决解的存在问题； P 的左逆可以用来解决解的正规性和奇异性 



传播问题.在拟微分算子和 Fourier 积分算子理论中，这个观点 
将起基本的作用. 

在本节中我们将先讨论一些常见的数学物理方程的基本解， 
然后证明一般的常系数偏微分方程基本解的存在，最后归结到常 
系数偏微分方程的局部可解性，并以 Hans Lewy 的著名例子结 

束. 

2. 常系数常微分方程的基本解.先从最简单的例子 开始： 

- + = 5(#), a € C. (2.5.8) 

dx 

当 a = 0时，它的通解显然是 

y = H(je) + C. 

若令 C - 1即得支集在上的唯一基本解； C =0 即给出 

支集在上的唯一基本解. 

令 y - e ~ tz F ( x ) 即可将 （2.5.8) 化为 

----= *00 • 
dx 


因此 （2.5.8) 的通解是 

y= [HW + 

但若要求 y^^", 即要求 y 为缓 增的. 这就与 Rm 的符号有 
关.若 Rca>0, 则 〆 1 当 *— + » 1 时不是绥增的，所以，这 
时要想得到缓增基本解应该令 C = _ 1 ;同样，若 Rm < c ， 要 
得到缓増基本解应取 c = 0 . 只有在 Re 。一0 时,可以有无穷多 
^中的基本解 （ C 可以取任意值 )• 

这个方法可以运用于高阶常系数线性微分方程和常系数线性 
方程组 • 


= #(*•)/, (2.5.9) 

dx 

j 是々 X 々常数矩阵.高阶方程 

L(u) + a , 十 •.. 十 = «(*) (2.5.10) 

v J dx m dx'"- 1 



自然可以化为 （2-5.9)( 右方略有不同).因为令 «, = 0 Cf = O , 
1)，而 维矢置 «(<) =*(«„, ■■■, 则得 

(2.5.9), 其中 


求以下 Cauchy 问题的是 X 是矩阵解口： 

LU- 0 , 171,^, = / (单位矩阵）， 


U ■=* exp ( - *A~)j (2.5.11) 

这里矩阵 X 的指数函数定义为 

exp (- xA') *= S 匕 

• _0 

现在求 I ■的右基本解 E *, 即要求 

£(E^ + AE^-SI, 

不妨令 = VK , 则有 

LiJJK) - L(,U)K + UK' = UK' = 8 J. 

因此 

K' — Jt/ -1 — 8e* xA — 81, 

+ C, 

c 是任意 4 X 4 常数 矩阵. 从而 l 的一切右基本解均可写为 

Bn = H ( jr)«xp (— Til ) + exp ( — xA)C m (2.5.12) 
同理也可求出 I •的一切左 基本解 E *， 即 

土 (Et) + E t A - «7 
dx 
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« H(sr)cxp (— xA') + Ccxp (— xA > ) m (2.5*13) 



但在把它应用到一个髙阶方程 （2.5.1Q) 时应该注意，现在要 
求解的方程组并非 (2.5.9) 而是 

+ Au =■ 8 e m , e m = *(0, • •. ，0, 1). 
dx 

但我们仍同处理 （2.5.9) 相仿，令 《 = «p(_*d) 〃，则 


从而 

»<(«：■)= Mix') exp (— xA~)e„ + exp (— rM)f, 

c 是任意的《维常数矢量.取这个矢量值函数的第一个分霣 
«»(*)= t/O)， 即得 (2.5.10) 的基本解._ 

但是我们可以用更直接的方法来求 a5.it>) 的基 本解. 事实 
上取 UC . X -) 为齐次方程 ！■[/ = 0之满足 

^ L-o — 1 


(内一 -i 是 Kronecker 符号） 

的解，则《 -HCOt/OO 即所求基本解.这是因为，由上述初姶 

条件， uix ) =. ^ 产、 +0(1)，，从而由 Lribnitz 公式，由 
(»»— 1)1 
于 


x ^8 a) ― 0, x > l . 


岩… =( 一 1)4, 


而 


(HU) = d ik ^V + -- 


+ H 


d<u 



H 


d^u 


H 


d k U 


———• 

dx 故 

尤（班 ;）+ 


々 < #»， 

dx m 
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■ 衣 00 十 H 


d ^ U _ 

dx m 


•• + H 


d m U 

dx ^ 


故所述的为真. 

3. Cauchy^Riemann 算 手的基 本解 . 我们先引进现在所习 

用的 Pompeiu 记号，令 * « r 十；) s 则定义 

Oz 2 \dx dy f 

1 = + (啬 + , .0十). （2 . 5M) 

对于复变量 * 的复值函数 fOO =•«(*， y ) 十以( X ， y )， 通常的 
Cauchy-Riemann 方程(简称 C - R 方程)就成为 

U UP- - + i(^L + 9^1 = 0 . 

di 2 L\dx dy) \dy dx /1 


因此 冬 就称为 Cauchy - Riemano 算子（简称 C - R 算 子). 

di 

2-4 -的基本解即 
di 


之解. 




为了求 E ， 我们对 y 作 Fourier 
e -^ E { x , y ) dy 的常微分 方程: 


SO ， y) (2.5.15) 

变换将上式化为对 


(2.5.16) 

8x 


这里 *1 是一个参数 • 但为使 Fourier 变换有意义，应该设 E 是含 
参数*的关于的^广义函数，因此$(*，*!)也应该是 51 的 
^广义函数.用上面的方法解（2. 5 .1«)，有 

t(.x, >,)=[HW + c(n)]^% 

而为了使它是1的级增广义函数•必须取 



从而 


C ( t ,) = |' 


1, >? 


0 , 

0. 


应0，”) = { 


- H {- x ) e ^, 


n > o , 

> i < o . 


(2.5.17) 


实际上，我们看到对1是急减的，因此它的逆 Fourier 变 


换是 


2 w £( x , y ) = H (. x ~) j e '、 y e ’ t di ] 

{ + <• 

e^e^dx 


；r 十 z 

但这样作出的是 2 di 的基本解，所以 05 的基本解是 

yez 

•这个函数在整个复变函数论（可以说即以 C - R 方程为基 

Z 

础的函数论）的重要性是不言而喻的.下面我们要利用它推导出 
非齐次的 Cauchy 公式.鉴于它的重要性，有人认为这是一个应该 
引进每一本复变函数论基础教材的定理. 

定理 2*5.1 设 J 3 是由有限多条 Jordan 曲线围成的有界区域， 
»和/在 S 的某个邻域中属于 Ci , 且有 
du , 

瓦 =/ ， 

则 

«(*» y) *=■ «(» ， Vs’/(*’ 一 *) 


(2.5.18) 




f( g ')dz'h77 


(2.5.19) 


这里 * = * + / y 是的任一内点. 

证 . = W *' + iudy 是一个 1- 微分形式，它的外微分是 



iu^n 1 


du 

du 

or 


dy* [\dx' 


2iJx. /\d/ 


du 


t 峨. 


'-dx'hdy' 


令*到55之距离为〜取 0< s < p 以及 

Q, ■*> {s' 6 fi, I ■- z\ > e}, 

即中挖去以 z 为心，以 e 为半径的圆盘，它的边缘是 aouu * — 
*'| = «}. 在这个区域上应用 Stokes 公式，有 


u(z')dz' £ • 

, dO Z r — z J>M~n 1=4 




= - (~dz [\dz'!{g' — n). 

) o t dz 

这里我们应用了关于 I 的 Ldbnitz 公式以及^ ■ 了 i - 0. 

dz oe ' e — s 

令 s ' = s + ee '", 则上式左方后一个积分当 8 ~*0时为 


lim t 



u(z + se i6 ")dd = — y). 


代人上式，即得定理之证. 

对于 解析的》，对《心*应用 Stokes 公式，即可得 Cauchy 积 
分定理，对 “( js ’^ dx ’ lz ' — z 应用 Stokes 公式即得通常的 Cauchy 
积分公式. 

以上我们为证明简单起见，用了过强的 假设： “在 S 附近厲 
于 Cl , 实际上在可以应用 Stokes 公式的条件下，可以大大放松 
对 〃的 光滑性要求. 

4.热传导方程和 Sehrdding«r 方程的基本解.上面我们对 

—部分变 fi 作 Fourier 变换而化为求常微分方程的苽本解问题. 
这个方法对热传导方程等等也是适用的. 

对于热传导方程，其基本解 E 应该是适合以下方程的 缓增广 

义函数 £(»,*), *€ R "： 
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—- = S { x , t ) = 5(*)®«(/). 

dt 

对*作 Fourier 变换，有 

竽 + j ⑽=吩). 

dt 

它的唯一缓增（对 5) 广义函数解是 

^ 0 , 1) = H(i)exp (— »1?| 2 ). 

对 I 作逆 Fourier 变換，并用 Gauss 函数的逆 Fourier 变換公 式* 
即有（见式 （2.1.6) 

= C2*0"*" /2 HC0exp(- |r| J /4(). 

于此 H (0 的出现值得注意，这说明我们只能解决 处 
的 Cauchy 间题.这是很自然的，因为热传导是一个不可逆过程， 
而对于 Schrodinger 方程之基本解 

i —-AE=5(*)®»C0, (2.5.20) 

i dt 

在对 * 作 Fourier 变換后有 

冬竽+ 1抑=*(0， 

% ot 

因此可以得到它的一个解 

£<(,!) = « H 0) e xp (- // III 2 ). (2.5.21) 

但它对于？并非可积的，因此不能用 0.1.5) 来计算 EG , *). 为 
此，我们引人收敛因子 expC - elSl 1 ) 并考虑 

= * H 0) expC ~ (6 + «)! Er ). (2.5.22) 

当*：> 0时，应 ,(/• 而当 S — 0时，它在中收敛于 

Ht , I ). 因此,它的逆 Fourier 变换 £.0,0 应该收敛于£(/， 
*). 而由（2.1.5)，并仿照求 G au « 函数之逆 Fourier 变换之方法 
有 

E.0, *) = K2«r a HC*) j ^ex P C-(K + »)IS| 3 V£ 

= KUT" H(/>{ j exp(- (6 + “ ） |?1 > ) 作 } 
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- exp(— |*1*/4(8 + »)) 

1*17仏）， 

c = (|_„ ex p( — a 1 )^) = C(1 ― Ov’*/2)". 
因此有 

£(/, x ) = H (0(^0' b/， 


exp (_i(n _ 2) 子 ) 


• exp(— |x|74<V). 
S . 速动方程的 # 本解.对于波动方程 

— AE ■= S ( jx )® S (, i ). 

对*作 Fourier 变換后将有二阶常微分方程 


(2.5.23) 


dt 1 


+ ISI J £ = SO). 


用前面的方法将有支集在 * > 0处的基本解 

£ + (/,O=H0)s ： i.(/|5l)/lE!. 

以及支集在中的基本解 

£_(/ s 6) = - H (- 0^0151)/1^1. 

因为 S ) 对于 £€ R " 都不是可积的，在求 £ + ( f , r ) 
时又需要如 Schr 8 di nge r 方程那样引入收敛因子 《p (— e j |) 
(s > 0), 而有： 

E+(/, *) = (2jt) - * lim ( exp(»rS — e|S| )£+( / - 5V5 
6-n J 

= C2^)-" j exp(«|)g + ( (> £V| (定义） 

=(2 I r)-"H0)|feK P (/ 〈互 ，: r + 


啡(+，*-!^〉)]泰. 


0.5.24) 


这样的作法有一个基本的 弱点， 就是我们把空间变量 * 与时 
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间变 ** 截然分开了.但是和热传导方程情况不同，在波动方程 
情况下，这样作是不自然的.众所周知，波动方程在 Lorentz 变换 
下不变，而最重要的 Lorentz 变換如 


〆 = (/ + 1 一 


I〆 ！ < 1 ， 


(2.5.25) 


*; =x it »• > 1 ， 

告诉我们，在讨论波动问题时，时间与空间是不应分开处理的.因 
此，在求波动方程的基本解时，我们应对*和*同时作 Fourier 变 
換，即作 

应 + (r,f) = [ 扣，吾 V» 

这里的积分又是发散的.因此,又应理解它为 

应 +,*( r ，？） = | 。 exp(—//T — s()sia(/||| V//|S| 

当 s — 0+时的极限.然而 

良 , e(r，§) = —777 ( + {exp[ —»'«(r — ie — 1||)1 
2|||* ■>» 

一 exp [— "（r — ie + [|| )]}^< 


-(t - «6 + \§\ r i } 

= ~[( r -.6) ) -| f | 1 ) r 1 . 

因此 g + ( r ,0 是以下的理解为 5**' 拓扑中的极限 

左 +( r , 0 一 W [(r — 一 ISH-. (2.5.26) 
«-»8 

如果把这个极限形式地写作 [w — k ^ r 1 ， 则在波动方程的 
特征锥面 t 3 - isr - o 上它有很高的奇性.我们将会看见，特 
征锥面的存在是求基本解的基本困难所在.这个锥面是如此重 
要,而且在物理上有丰富的内涵，我们将在波动方程的情况下称之 
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为••光锥、而其 r >0 的一叶称为前向光锥，另一叶称为后向光 
锥. 

现在我们回来求^中的极限 （2.5.24). 为此，我们要利用 
Parseval 等式 （2.1.18)( 但其中的（2兀广"现在是（2*)—"- 1 ).注意 
到对实值函数 〆 *)， 


|( g ) = j ，勺 ov : 
= ( f _, y 4 KyVy , 


于是对 实值的 《 p (*， 》•) e c "„( R * +l ) 
< E + , 争卜 - 


有 

< p ( r , ^) drd ^ 

(r - ie ) 1 - isr 


(2.5.27) 


这里我们又遇到了被积函数趋向 ° o 的严重 困难. 解决问题的出路 
是把 r 9 f 都看成复变量，而利用 Cauchy 定理改变积分路径■这 
时，注意到 iK * 1 ，5) 当 [mr = Const , Imf = const 时对于 Rer , 
Re | 为急减是重要的.因此，仿照求 Gauss 函数的 Fourier 变换 
那样对 r € (— to , ° o ), (― co , co ) (/ = 1,- • •,«) 改变积 

分路径到 Imr = 一 a , Im |,- = 一 3/ 上，并记 ^ — •’’，々》)， 


有 


〈 £+ ，孕〉 = -(2") - " -1 £ ii^ jj 


ip(T 一 in , $ 一 ib 
(r 一 — it ) 3 一 （I 一占 y 


f f 4 >(r 一 io , S 一 ib ) dtd ^ 

—㈤ )1 (T —n 时 .， 

这里 》> 0, ( f -*) 1 为了使这里的极限合 

法，只需后式分母不为 o 即可.但 

(r - iaf - (| - ib) 1 = r J - 1^1*) 

— 2i(ar + 


要它等于 0, 就必须 
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r J - |i|*, «r - = 0 . 

前式表明矢置 («, — O 在 Lorcntz 二 次型的等值面 
上，若 （《*,— 彡> 在前向光锥内， （ r ，5) 也应在前向光锥内.后 
式表明 («.,-*) 是正交的.怛是，在前向光锥内不会 
有两个正交的向量，因此，只要 ( 即在 
前向光锥内），则上面的讨论表明 

定理 ZS .2 取 （《，£)€ B _ + l 且 lAl ^ O , 则波动方 
程的基本解 E + (/, *) 是广义函数 


< E +, =■ 


一 (2*)—* jj 岩 


r _ /a ， 妄一 ii)4tdS 

- uy - Q-ay 


<p€ C 0 -(R» +i ). (2.5.28) 

在研究基本解时，讨论它的支集与奇支集的构造是极为重要 
的.现以波动方程为例来进行这种讨论.为此就需要对 Lorentz 
变换作一个扼要的介绍. 

设有某两个时空坐标 * = (<» A ， *】， A ) 与 y •= ( T , y " yj ， 
y s ) (为简单计，我们将 * 与 t 写成与外),一个非线性变换 y = 
办，若使 

4 — ^ ^ — *3 =〈 X ， L *〉 

D <y» W) 
yi — yi — yl — yl» 


L 




(未写出的元 素均为 0), 


就称 X 为 Lomiw 变换.它必然也保持相应的双线性型 < f , ti 〉 
不变.这样的3必为非异的，因为若有 某个*•使 ^-0, 则对 
—切 x ’ 有 (Ax', LAx,) = < x ', Lxt) =• 0, 从而 = 0. 但 L 
是非异的，从而 Xb = 0. 很容易看_全体 Lorentz 变换成群 
称为 Lorentz 群. 

—切 Lorentz 变换均由形如 (2.5.25) 的变换与空间变量的 
(狭义)正交变换与反射变换组成(证明见 M . T nCTpOBCKHfl[4]). 
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这些变换的行列式均为 ± I , 因此一切 Loreatz 变换的行列式均 
为1或一 I . 行列式为+ i 的一切 Lorcnw 变换之集记作 9 f ^ 
它是2的子群. 

父 + 是中保持前向光锥内域不变的元组成的 子群. 实际 
上父+中之元均由偶数个反射，若干个对空间变量的(狭义)正交 
变换一■它们都保持前向光锥内域不变——与若千个 （2.5.25) 型 
的 Lorentz 变换构成.后者当 〆 一 | r | a >0, />0时必使 
- >0. 一一 是自然的（因为 — 

|* / | , = < 2 - l*f >0)，若 /，<0则有 / + 私 <0或 阼 <一/ 
<0•故 即（矿 一 l ) M a >/ J — |； r | a >0, 这 

与|(?| <1矛盾 ■ 

在本章§1中讨论了 Fourier 变换与非异线性变换的关系 
(式 (2.1.13)). 设有非异线性变换： T : R ^ R ', 若对函数 
夕％我们定义 < p T ix ')= q >( T ~ l x ') 1 则广义函数在非异 
线性变换 T 下变为 《 T 如下： 

<«^,q.)= |dctT|<«, v 1- *) (2.5.29) 

(见第一章).我们来看《7的 Fourier 变换，由于^在 W 中稠 
密(或由夕"之 Fourier 变换的定义)有 

a T M = l d « T\aCTt,). (2.5.30) 

今证 

定理 2.5.3 £+ 在下 不变. 

证.任取 T €^ + , 我们要证明 < E +>V ) = < E +>T . r_, ) 
(注意 d«；T = 1) .由 (2.5.28) 

<£ +1 (^)"> = -( 2-)— 1 

. rry ( ; r-Hr ? - ib)) drdj , 

JJ (r-«a) 2 -a-ii) J 

这里我们应用了乂现在作变鼉变换 

它当然仍是 Lorentz 变换•设 （ a , 0在其下之象是 （ V ， 〆 ） 则 
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有 

t. 1 一 ir 卜 r 1 一 1 叩， |i • 卜 《 a - ui，. 

而与它相关的双线性型也是不 变的： 

rV —〈m = fa — (i, b). 

因此 

( r f -« a o j -( r -* i) l = ( T ，1 - irp > 

-(V 1 - im-2，—(rVU>) 

-(r 1 - lll a )-(« 3 - UI J )-2/(r a -<5,t» 
=(r — ia) 1 — Q — ibf. 

将这一切都代入上述积分式，注意到 ld «< r_M =1有 

< E + ,(,»0 V >=-(2«)— 1 


ff <p(f-ia\ r-m 

)) it '- > a 'y - d '- >yy 

=< e + , 牵〉 


dT ' d ^' 


而定理得证. 

由此定理即可证明下述重要 结果： 

定理 2_ S 4 E + 之支集在前向光锥中. 

证.由（ 2 . 5 . 24 )，已知当《 < 0 时 e + = o .但对任意的 re 
a + ， E 5 >* E + ，从而 Ei 在* < 0时也为0 ,从而£ + 在 7 *_ 1 0 < 0 } 


中为 0. 在前向光锥外任取一点 P , 过原点作一个超平面使 P 与 
前向光锥分别位于此超平面之两侧.先对空 间变置 作一正交变 


换，使此趄平面的方程成为 = 0 . 由于它在前向光锥 
之外，故 Z 2 — *?<0而令# = A 而作 Lorentz 变换 
(2.5.25), 这个超平面变成 -0 而 P 位于 〆 <(•处，从而 E + 


在 P 处为 0. 定理证毕. 

我们还可以证明进一步的 结果： 当空间维数为奇数时， E + 
的支集在前向光锥的锥面上;而对任意空间维数， E + 的奇支集也 
在前向光锥的锥面上.证明可看 F . Treves [3], 

6. Laplace 方程的基 本解.上面我们利用了波动方程在 Lo - 
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rentz 变换下的不变性找出了其基本解.在考虑》维 Euclid 空 
间（暂设《>2)中 Laphcc 方程的基本解时就应利用它在正交 
群 O 00 (这里的正交变换是非狭义的，即包含反射从而其行列 
式为± 1) 下的不变性.对= a (« € ^ ) 作 Fourier 变换后 
有 

- 111^(?) = 1, 


从而 

注意，当 f = 0 时它固然有奇性，伹当”>2时是可积的，但在 
III — 时， fiCO 下降的速度不够快，因此虽然是 y 广义函 
数，却不是在上可积的.因此在求其逆 Fourier 变换时，可引 
人收敛因子 expC - eUI 1 ), 而得^中的基本解为 

«(*) = (2,r)- Hm ( W ，*'， 

j i?r 

対任意固定的 h 令 r = 1*1, 可以作正交变换^使 r '= 
( r ，0， h -，0). 因为 

*5 = {Ax t /4§) *= x'n = rij,, 

而 Mfl = hi ， l d «^' l l = U 故 

«(*) = (2*) - ' I ：™ 卜- ij / bl 2 = U ( r )， 


因此基本解是 《 ■的函数.但是若 «(*) 只依 赖于/ ■，则因 




£u 

1? 


du 


U ( r ) 应适合 


d 3 U , n — ldU 


令 #== 识，将上式双方乘以 r " _1 有 
dr 


r»-' - 吧 -+ (” 一 l)r*- 3 W = r"- l S = 0, 

dr 

因此有 r a ~ l W = C 而 



U(r) = Cr } ~\ n>2. ( 2 . 5 . 31 ,) 

以上的推理只适用 》> 2. 当* « = 2 时，我们也在 «(*) = 
U ( r ) 的形式下求基本解,将得出 

[7(r) = Cln-^-, » =2. (2.5.31,) 

这些结果都与古典的结果完全一致. 

余下的是要适当决定常数 C . 利用 

qp (0) = j AI 7 - 屮（*)心 = C 卜 ■办， rp € 5^, n > 2 t 
可以定出 

C = ((2-«)!5- , |r 1 , »> 2 , 

这里 IS -— M 表维单位球面面积，或者 
C = — ( 2 a )" 1 , « = 2. 

计算时只需利用一个仅含》■的试验函数即可，诨细的 
计算从略. 

ft 常系数 线性偏 微分算 子的基 本解.上面举出的许多例 

子给人们一个信心,即常系数偏微分算子 P ( D ) 必有基本解《: 
P ( D)u = 8 . 

如果我们暂时不问《是什么样的广义函数而暂时只是形式地 
从事的话,则在作 Fourier 变換后，应有 

«0)=(2兀)--卜悬. （2.5.32) 

这里有两个 问题： 一是在什么广义函数空间中求基本解？ 一是如 
何处理 P ( l ) 的零点？关于后者有几种不同的处理方法，例如用 
Cauchy 。定理改变积分路径，如上面讨论波动方程时所用的方法. 
关于此，读者可以参看 Hiirmander [2]. 但是下面我们将介绍 B . 
Matgrangdl ] 的方法，他求出了纫 '( B _) 中的基本解，关于， 
基本解的存在，可以参看 HortmnderllS ] (茼时应该说明， L . 
Ehrenprris [1】与 B . Malgrange 互相独立而且差不多同时证明了 



基本解的存在). 

Malgrange 是在逆 ' ( _( R ") 中求出基本解的.这里逆 
( R ") 是 K * 上的 "+ 1 阶广义函数空间，即 ^ +1 ( R a ) 的对偶空 
间,对后者賦以一串 Banach 空间 C ' +1 ( K ) (支集在紧集 
而且具有》+ 1 阶连续导数的空间，其范数为 \\f\\r i = 

ID7I) 的归纳极限拓扑，即一串扣 e cr 1 ^) 趋于0即指从某 
-个■/开始，当时， s U pp < piCK 且 mi * 1 — o . 当然有 
逆 ,u+ »(R a )^* 逆， （R")_ 

Malgrange 定理的证明基于以下引理. 

引理2丄5设 /(*) 在闭单位圆 i*l <1上解析， P ( 2 ) 是 
«次多项式 PC *) = aa - + ia ™-* + •••(<« 卢0)，则有 

| a /(0)| | Kf , e W . # ) l 必. （2.5.33) 

lit J 9 

证.令 PO ) = 5 s * + + • …，而? C *) = *"罗(+)，则 

歹 (0) = S ，| p ( e ' e )| = lK e '_ 8 ) l ，由 Cauchy 积分公式有 
| O /(0)| = i?(0)/(0)| 

=士 is , 1 1 如 i 

系 2. S .6 令 /(*) 为整函数， PW 同上，则 
u/(*o)i < & up i/co^c^) i. 

| s —3 q |<1 

证•对 < pC «) =/(* + *»), PiC *) = + *«) 应用引理 

2.5.5 即得. 

£3 2.5.7 ( Malgrange ) R •上的常系数偏微分算子必有基 
本解 E 6 ^ ,( " +1) ( R a ). 

诳.以下的证明方法是一个很典型的利用对偶性解决存在问 
题的例.它的基本思想是：由于 

< PT , y > = < T , ' Fq >), 7€ ^'( R "), «?6 ^>( R '), 


« m • 



T 是 P 的转置算子，置 T^E (基本解）由于 PT=PE = 8 将有 
_ = <£，》. (2.5.34) 

因此，若能证明 <P (0) 是 （ P<p 的线性泛函，则 E 的存在得知.为 
此，首先应证 <P(tt)h^7V 是单射，而由于0是 R" 中的任意点， 
我们进而证明是单射，但这是容易的，因为在作了适 
当的变置变换后，记 R B = {(^,0} 必可使 

M 

no) = D7+ 2 P*(D, ， )or *， 

P / D ,,) 是的 々阶 算子，若对某个 < p € 逆 ( R*)，7V 0, 
由 Fourier 变换应有 = 0,从而 ( Kl ) = < P(*) S 
0. 其次应该考虑 ' P ^( R ') (它是逆 ( R") 的子空间)上賦以何 
种拓扑.现在我们賦之以某个 CUR') 拓扑，若能证明（2.5. 34 > 
是连续线性泛函，则可用 Hahn-Ban*ch 定理可将 （ 2 .5.M) 扩充为 
CS 上的线性泛函 E ， 从而 = * 在逆 1 R *) 中有解 E 存在 
(当然若能证明=逆，即7为单全射，则不必再用 Hahn- 
Banach 定理，而可用开映射定理证明作广是连续映射，从而 
(2.5.34) 是逆上的连续泛函.这是证明存在定理的一个典型手 
法.可惜我们现在不能证明肀：逆—■逆是一个全射). 

为了解决以上提出的问题，我们进人复域，记 i： = U’，0, 
r = #« + iv, C/ = I, + *»|j (/ = U * * *, « — 0> 并设 <K?) 是 
9 的 Fourier-Laplace 变换 . 于是，由 Paley-Wiener 定理， 步 (O 是 
S 的整函数，而旁 (S) (6 = P) 是急减函数.由逆 Fourier 变换 
公式 

i < p ( o )| < (2*)-- [ 

j(i + llil" +l + …+ “ H -. 1 

+ W + TW ^*， 

^ - sup i<Kr,^)Ki + im+ ... 

+ + W +1 ). 
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现在来估计上面的我们注意，若视 f 为参数，则 桁'， 
r ), irvcr , *■), r - +1 v ( r , r ) 都是 i ■的整 函数. 对它们和* • 
的多项式 '?({*, r ) («-1)应用系 2.5.6, 立即有 
| 争(|»|< *up IVCr . Oyd '. r )!, 

< *«p nr - , p ( r »*-)^( r , r ) i , 

l^ +1 v(g ， »/i)l < *up |r- +, •*P(f,r) 1 p(| , ,r)|. 

但是 

'PQ\ r)<p(r,r) = j R „ 厂收 , ■ 阶砂 P(DM〆 ， tyx'dt, 
注意到 r = 产 + 知 ，有 

I'Kr, o 申 (r, o < j R /"TKD)<p(y, o\dx-d ls 
isr ■‘p(f»(g‘，oi < j K , 

Vp ( D )< p (*，，<)| 办 , 山， 

r -«- , P ( r , i - M £ ， , r)l < j R / r MD ? + * 

o ' PCD ^ pOeW */ 〆 心. 

伹 r —p = iV , 所以上面三个积分中 NI <1. 这样可知 
以既 L ，{「 〜 1 + ? 吧 
o«P<p| + |D? + VP<p| } dx'dt. 

记 ( P<p =* < l > y 则当一串必在 C ； +1 中趋于0 时， 0，从而 
(2.5.34) 确为上賦以 CS +1 之拓扑后的连续线性泛函.定 
理证毕. 

8 .Ham Lewy 的例子.有了基本解 £6^- 以后，常系数 
偏撖分方程 

P « =/, f € S >\ 

至少当 / e « r 时必定有解利用一的 c « 分割 





又可将一般的 / 分成若干个，’广义函数函数之和，因此，以上方 
程局部地总是有解的. 

但是上述方程对一般的/€逆'(0)求逆乂 0) 中解却是另 
一个问题，详见 Hormander [16], 

对于变系数偏微分方程，由 Cauchy - KoeaneBCKaH 定理知道， 
当系数为解析时，上述方程对解析的丨恒有解析解存在 • 因此人 
们长时间都认为具有乙"系数的方程当 C " 时局部地也会有 
C " 解存在.所以当 Hans Lewy 在1朽7年发表他的著名的‘‘无 
解方程 M 的例子(这是他在研究多复变函数时得到的）[〗]时，确实 
使世人大为震动而认识到偏微分方程的本性与常微分方程是非常 
不同的. H . Lcwy 的方程因此可以说是开始了偏微分方程的一 
个新的时期.这个方程就是 

u , + iu y + 2 «(-r + «»«< - /(*» y , 0 (2.5.35) 

或 《, + ieu , = +/(*，<). 

令 Q = {(*, y , /)： x 1 + y * < a , | t | < ^}» 而 a ， 6 任意 
小， H . Lewy 的结果辱：#穿 /€ C -( fi ) ft (2.5.35) 

c ( o ) 夸’存 •• •为 * 证明•这•个结果，取实 i 量 o , r m c i ii 
螽数 0 k ' supp < A <={( p , »)； 0<( p <«, |/| < b ), 于是 
以 < p (. x , y , () = < Kp , 0. p = r 1 - 为试验函数.因为 

<pi = + ( q >, — *< p ») =*■ «</»,» 


故若 《e CKS ) 是方程 （2.5.35) 之解，则有 

(«8 + izu,, ( p ) *= jjj («i + izu,)<pdxdydi 


亦即 


—丢 0»< p )» 

一 （*«• ^ — («» V* ~ 


(2.5. i 6) 
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在极坐标 （ r ,0) (注意 p = r J ) 中，如果 （2.5.35) 中的/与 
均无关从而仅是*的实值光滑函数，则因0也只与 ( PW ) 有关, 
注意到 dxdy = rdrdB =• i dpdd ，♦ 

U (. p , 0 - t ]" zudd t (2.5.37) 

把它代入 （2. 5 .3 6 )， 则有 

—j * L L * 一 命 ‘) - 
=—j ^ j o — i < lh ) dpdt 

■=w| ^Jipdpdt. 

再作分部积分，由于(&之支集在 { 0 < P < a , 内，故 

j 丄 d + «.u, — = o. 

由步之任意性 》 应用 du Bois - Reymond 引理即得 

Up 十 = */. 

再记 iiO ) 为/0)在 i * l <* 上的光滑原函数，则在令 V ^ v + 
Jitg 以卮，有匕+ = 0，从而 F 是 p 十在 0< p <«»， 

1*1 <6上的解函数.因为在 D < P <«, Ul < 
b 上连续，故 t /( p , /) 亦然，且由定义 U 之式知 t /( o , 0 = 0. 
因此 

Rc 7 ( 0 , t ) ― 0 , 

而由对称原理知， vip , 0 可以解析祐展到一 a < P <0 |/1< 
务上.因此 r ( o , 0是 * 的解析函数，而 
Jrt '20) = ^(0, 0 

也是£的解析函数 ， m = sxo 也是这样.这就是说，若在方 
程 （2.5.35) 中设/0, JS () = /0)仅是光滑而不是解析的，则它 
不可能有 C 1 解存在.证毕. 

关于无解方程的进一步讨论可参看 Nirenberg U |， L 3 ]， 其中 
并有详细的文献. 
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第三章 Sobolev 空间 


II . 椭圆型问题的变分提法 

1. Dirichlet 十九世纪中叶，下面的问题成为数学中的 

—个重 大间题—— Dirichlet 问题： 在平面区域 G 中求一调和函数 
使之直到为连续的，而且在边界上取已知函数值.具体 
地说，即求 

*(*, y )€ C J ( fi ) n (3.1.1) 

Ail = 0, 于 中， （3.1.2) 

u \ B0 = f , )€ CXdQ ). (3.1.3) 

Gauss 在研究静电场的平衡问题时就提出过这个问题. Riem an n 
在讨论这个问题时，提出了著名的 Dirichlct 他指出，方程 

(3.1.2) 是所谓 Dirichlrt 积分 ~ 

K«) = || + « 3 r) dxdy (3.1.4) 

D 

的 Euler - Lagrange 方程，因此若在可容许函数集 

d = {«€ (:乂幻），且 《 y € L % u\ 6e = /} 

中有使 /(«) 达到最小值，则》 0 应是 Dirichlct 问题之解.实 
际上，很容易看到， 

/(«) >0， u € A , 

因此 inf /(«) 存在. Riemann 认为一定存在某一个函数《，使 

A 

/(«) 达到其在 d 中的下确界，从而使这个下确界成为最小值.而 
这个函数就是所求的解.1870年， Weierstrass 对 Riemann 的论 
据提出了本质性的 批评： /(«) 在一个函数集/上有下确界并不 
意味着它在 d 中有最小值.因此不能断言有使 /(«) 达到最小值 



的函数 U ( x , y ) 存在而为 （3.1.2)，（3.1.3) 之解.我们还可以加 
上一点 附注： 即令有某个使 /(«) 达到最小值，也不能保 
证《<>具有作为 (3.1.2), (3.1.3) 之解所需的光滑性一在 这里是 
要求 «„ ec j cfl ) nc °( i ?). 但是 Riematm 的论晖是如此吸引 
人一~■它具有坚实的物理基础——因此尽管存在 Wricm raM 所 
指出的重大问题，不少数学家仍力图去证明 Dirichiet 原理.这件 
亊是由 Hilbert 在1900年完成的.因为在 Hilbert 看来这个问题 
在数学中如此重要，所以他在1900年的国际数学家大会上提出的 
著名的 2 S 个数学问题中竟然有三个（第 I 9 , 20和 23) 与 此直接 
有关.后来的发展证实了 Hilbert 的预见.本章所要介绍的 So ~ 
bolev 空间理论部分地就是由此而产生的，而成为偏微分方程理论 
(线性的和非线性的)的重要工具.在这一聿里，我们将从广义函 
数理论的框架对它作一个简要的介绍.至于详尽的讨论可以参看 
Adamsll ], 关于上述历史及其发展可以参看 F . E . BrowderD ]. 

为了更好地叙 述椭圆 型问题的变分方法的思想，我们讨论一 
个稍微一般的 Dirichlct 问题 

- 在 flCB •内， 1 是正常数， （3.1.5) 
t 暂时设为属于 LXQ ). 边值条件为 

“_ g ， 在如上， (3.1.6) 

在这类问题中区域 a 的性质是很有影响的，因此，以下恒设是一 
个开集， 0 a 由 c " 超曲面（在的情况下就是一条曲线）构成 
且在 aa 的毎一点附近，恒位于 sa 之一例 • 

(3.1.0 中的£只定义在30上.这对以下的讨论是很不方便 
的，因此我们假设《可以从充分光滑地拓展到上而为 t 这 
样，我们就可以将 （3.1.5), (3.1.6) 化为一个齐次 问题： 令 U = 
«_|，则有 

-AU + XU^F, F ^f + Ag-Xg, (3.1.5，） 

U 在上为 (>• (3.1.6*) 


相应于它的 Dirichlet 积分是 



而由积分的形状以及边值条件（3.1.6')，应该取可容许函数集为 
A = {U ： D a U€LXQ), lol <l,l/| 8 a = 0}, 

如果 F 仍然在 L \ 0 ) 中的话， I ( U ) 在 W 上又是下有界的.因 
为对任意充分小的常数 s > 0恒有 

^ FU dx >- [Ft7| dx >- y \VVdx 



所以 

/(U)> U 索 10 + (卜|) |[/ 「卜 

(若 1 十 0 ). 

因此 inU («) = «/是一个有限数.我们可以取一串使 /( u ,) 

A 

— <如杲 [/, 在某种范数下有极限 [/, 的话，则不妨认为 
就是 Dirichlet 问题 (3.1.50, (3.1.60 的广义解——强解.由 
■ KU ) 的定义，这样的范数应取为 

(! u ii> = (j 0 S i^r^) 1 " 3 . (3-1.8) 

它是一个范数是明显的.由此，我们引入一•个空间 

定义 3.1.1 

{«; D'u€L\0), |a| <1}. 

(3-1.9) 

这里的 Z >*« 是广义函数意义下的导数，这样规定，保证了 
£3 3.1.2 MO ) 是一个 Hilbert 空间. 

证. tf ( fl ) 是线性空间是明显的；而且由我们关于范数的规 



定，应取内积为 

(«, p ), = f 2 D°m • dx . (3.1.10) 

•* imo 

这里我们仍然遵循本书的规 定：用 〈，> 表示 Euclid 配对；用（，） 
表示 Hermite 配对. 

现在余下需要证明的只是 H '( O ) 的完备性，因此，取 
中的 Cauchy 序列 {»,}, 而由 HXS 3) 中范数的定义，有 

ll»i — 0 —«*)![, 一 0 ，卜 

但由 L \ Q ~) 之完备性，知必有函数/,«>_= 1, •_■,») 属于 

使(均为在 1^?) 中）.但对于广义 

dx i f, 

函数之元均为广义函数)，是连续映射. 

OXi 

因此在广义函数意义下■而且 Ik 一虬 — 0 . 证毕. 

OXi 

以上我们就范数 （3 丄 8) 的形式定义了空间 tfCi ?)， 但在求 
解 Dirichlrt 问题 （3.1.50, ( 3 丄60时还需要考虑到边值条件.实 
际上，我们所用的可容许函数集的定义中就包含了条件 (3.1-0. 
因此当我们求广义解时，也就应要求它“广义地”适合边值条件 
C 3.1.6 f ). 为此我们再给出一个空间 

定义313 C ⑽ 在范数 (3.1.8) 下的完备化记为空间 
摩) • 

我们不妨认为中的元 1 •广义 地”在上为 0. 

至此，原来的 Dirichlet 问题（3.1.50,（3丄 6 0 ( 至少在尸《 
l 3 ( o ) 时)化成了一个变分问题：在 m ( o ) 中求一个元使 /(«> 
达到最小值. 

2•变分间腰的葫形式.解的存在.上面对问题的提法有一个 

明显的缺点，即假设了 F t L a ( fi ). 事实上，我们既已限制在 
中讨论 Dirichlrt 问题（ 3 .1.5), (3.1.6)，则将£充分光滑地 
从上拓展为 fl 上的2,应该自然地理解为作一个 g € H '( Q ) 
使在某种意义上 s \ b 0 -S (这里说某种意义是因为 tf ( a ) 中 
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之元并不一定足够光滑，以至于可以定义它们在上的限制，这 
个问题将在本章迹定理一节中讨论).因此，即令 p = 
/ + Af — €只是一个广义函数I但是，这个广义函数有特殊的 
性质： 任取 <pe cr(fl)(=^(fl)) 

(f »9>) a (/ — e)v 



由范数 Ml, 之定义 


|<F, <p)[ < Cilqsll,. 

因此， <F,<P> 可以拓展到扣 03) 上.由此可见，不但有 
逆'(幻，而且 F 还属于作为纫 '(fl) 的一个子空间的 [Wi(G)r 
(即之对偶空间)中，这里 


一逆 ’ ( 5 ). ( 3 . 1 .H) 


HiCfi) 的对偶空间我们记作 H - KOX 这里重要的是弄淸 
trKQ ) 中究竟包含些什么元素. 

定理 3.1.4 

H-'(fi) - { /„ + g M(3.1.12) 
证. 对于 < p€ 逆 (fi), 因为 

K ’。+卖普"〉卜 IS 卜 - 自 H 

< ciivii , 

所以知+ 可以拓展为 Hl ( Q ) 上之连续线性泛函，即为 

/ =■ 9 xi 

[ HoOi )]' = H - KQ ) 之元.因此 （3.1.12) 之右方包含于其 左方. 
反过来，设 refr'Co ), 则因是 Hilbert 空间，其对偶空 
间即为其自身，故必有使 


0p，Th = ( 丁， <p )， 

这里内积 （,), 之定义见 （3.1.10). 但因/及其广义函数意义下的 



导数均为 L\Q) 函数，由 （3.1.10) 有 

= | <p( l — △)? dx ， 

这里 (1 - A)f 是一个广义函数.代入上式即有 



因为？ 与 一|1 均属于 L\Q), 故 T 属于 （3.1.12) 左方.定理 

dx, 

证毕. 

这个定理实际上的意 义是： Hi(fi) 之由 （3.UO) 确定的拓扑 
之对偶空间由 Ri«z 定理原来即其本身，现在又指出(粗 
略地说即 P 函数之不髙于一阶的导数之有限和)也是其对偶.这 
就是说在 Hi(o ) 与之间有一个典则的等距共轭线性同 
构.而且由定理的证明可见，这个同构是由一个微分算子 1-A： 
mw — rrxo) 实现的.为什么对 mw 的共轭空间要采用 
矿乂奶呢？这是因为如果用[聞 (0)]’=H;(fi), 则 HS(a) 上 
的线性泛函的形状只能写成 （3.U0), 而在采用 H-*03) 后，泛 
函的形状可以因为 H~\Q) 是逆' ( iJ ) 之子空间而表示为 
逆'(旬与的配对. 

现在我们可以提出 Dirichlet 问題（3.1.5')， （3.1.6’） 的弱形 
式了： 求一个 U€H>( 0 ) 使对任意的 F € H -( fl ) 有（一 △ + 
l ) f /= F , 亦即对任意 < p € C ?( a )( = ^( J 3)) 有 

(t/, (― A + l)tp) = (F, tp). (3.1.13) 

这就是变分问题的弱形式. 

为了解决这个问题，由其右方的形状得到启发，我们应该先讨 
论其左方在 HJ(O) 上所建立的拓扑结构，然后再借助于以上的 
等距同构定理. — 

实际上，利用广义函数的性质 
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( t；，(—A + ^ [不 + 1 叫办， 

这当然也是一个内积，而 且可以 拓展到 招(设） 上，记此内积为 
(»)», 它在 mw 上规定一个拓扑线性空间构造.现证 
定理 3. LS 若 a > A «>0, 则范数（，乂与“)，等价. 

证.很清楚，我们有 

C ,)^ C , X <-^(,)«. (3.1.14) 

特别是，当时（，)*即（3丄10)中的 （,) u 但我们已 
知 ， _) 与 H - Xa ) 是等距共轭线性同构的，因此， 咖）在 
賦以内积（，夂时也与等距共轭线性同构,因此必定存在 
唯一的 y 适合 （3.1.13). 

以上的证明中，不等式(3.1.1<0起了关键的作用.实际上它就 
是说：（《，《)*是正定 Hermite 形式.因为若1> 1,则取# 


1可得 


(«,«»(«, «) t ; 


而若 i < l , 则取#•为 i ， i 为1又有 


«)u 


总之，有 


(«, «) i > c ||«|| i , c >0. 

(3.1.15) 


这种形状的不等式是所谓强制 （ coerciw ) 条件的最简单的形 
式.关于一般的强制性条件及其在棉圖型问题的理论中的作用 
将在椭圆型方程一章中讨论，这里只是给出一个框架而重要的目. 
的是引人一些重要的 Sobolev 空间：妒(釣，和 

§ 2. Sobolev 空间 H m \Q) 

1 •基本 定义和 性质. 在本节中 ficR " 是一个开集.《在本 
节中指一非负整数，1<?< + 00,- 

走义 3.2.1 


•出. 



= {« € 锣， (fi) ， D'u^L", |a| <«}. 


( 3 . 2 . 1 ) 


对于我们賦以范数 

M”,，- { S P n «lknfi»P，1 <?< +» ， 0.2.2) 

||« IU .« - supIlD - wll ^ Cfl ). (3.2.3) 

这时,我们有 

定理 3*2 J 在賦以上述范数后成一 Baoach 空间. 

当1 < />< + »时，它是自反的.当 f — 2时，它是 Hilbert 
空间.以后即记作 

证.首先需要证明的是的完备性.设适合|<*|< 
m 的》维重指标<*的个数是"，则令 

可以将 H - 吖 fl ) 与 B H nach 空间之有限幂— 
它仍是 B» nH ch 空间——等同起来.由 [ I /( i?)] w 的完备性即可 
证明的完备性如定理 3 .1. 2 —样.从而，是 
[^( fi )] N 的闭子空间.但我们知道，自反 Banach 空间的闭子空 
间仍是自反的（例如见 Rudin [1], p . 105 EX .1), 所以 
当 l < f < + co 是自反的. H n -\ 0 ) * Hilbert 空间是自明 
的. 

fT -* ⑼就称为 Sobolev 空间. 

由这个定理，当/> = 1和+ oo 时很特殊，下面 
证明的许多定理这时都不成立，这一点应当注意. 

我们关心的是中究竟含有什么样的元素.这里我 


们有 

定理 3.2*3 当 l < f <+» 时，在 

中稠密. 

证.作的一个穷竭的上升预紧开子集序列 fi . (>*-0, 
1，•••），令 0 \ = == fi , — ，，贝 lj = 1，2，- • •) 

是 fi 的一个开覆盖，而且之任一点 P 至多只属于两个江（因为 
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若 P 6 G Va \ S 3 ra . t , 则 Mfi ；。 和 fl ； 0+1 ). 作从属于 {fill 的一 
的分割 iC r ), 并如第一章 SI 那样作磨光核人.对亍•■取 6 „使 
suppf , 的 e ， 邻域包含在広中，则作截断和卷积 v v = 

我们有， P ,€ CS (0' V ). 但仿照第一章定理 1 A 2 
可以证明对任意小的 1 J , 当％充分小时 

从而可使 




6 是任意小数.令 》* *■ y P ,， 因为 supp 中，所以上述 

级数是局部有限的，而知 ^ ec -( fi ). 又若 K 是 G 的任一紧子集， 
则 *■ 充分大时与〜在 K 内均恒为0,因此 

LsJ ， (…) 'y 

< S {s ( \D a CC,» - ^ dxY' 

v<v{K) ^|d| > 

< s. 

因而定理得证. 

但是我们要注意， P = + CO 时这个结果显然是不成立的. 
例如当 m = 0时， ff - Cfi ) = Z --( fi ) 是13上的有界可测函数空 
间，而在 L "( a ) 的拓扑(即除一个0测度集外的一 
致收敛性)下的极限将是除一个0测度集外连续的函数集,因而不 
可能是 = Z --( fl ). 

2 •対 偶性.前一节中我们定义了 H ；( fi ) 并且讨论了它的对 
偶空间.这里我们将对 H ^( Q ) 来作同样的工作，因此，我们先 
要给出 

定义 3^.4 C ?( G ) 在中的完备化（即其闭包）记 
作 ht 叹 a ). 以下恒记作 Hr ( fi ). 

HT - KO ) 自然仍是 Banach 空间： 仍是 Hilbwt 空 
间，其范数仍为 （3.2.2) 与 (3.2.3). 



定理 3. i 5 记 HT ' KO ) 的对偶空间为矿"，《(公)，则 

= It e 逆 t = 2 07.. 1.(： 

I lal<« J 

(3-2.4) 

这里 1<?< co , 丄 + 丄 =1. 

P 9 

证.形如 （3.2.4) 的集中的元: T 按公式 

< r ,«>= 2 

确定 H ； r ，《 o ) 上的连续线性泛函.反之，若: r 是 HT - W 上的 
连续线性泛囷，则由于 rn - KQ ) 按范数 （3.2.2) 是 B ^ acb 空间 
【 I /( fi )] N 的闭子空间，故由 Hahn - Banach 定理，7•可以拓展到 
上去而有 r €[ z ^( fl ) r . 因此有一个单全射 
W^Ca)V^T<->{g„ | a | < m }e 
但在的稠密子集 C 0 ~ CO 上，这个泛函显然可以写为 
(T, «> = 2 ( Uc(jf)D a uix) dx 

= [(— • u(je)dx. 

I>l<n ^ 

令（一 1)"'?- = /-, 则 （3.2.4) 得证. 

当 P = + co 时，这个定理显然不成立. 

又要注意，给定了 ： T € Hu ( i ?) 后，适合 （3.2.4) 的 L 显然 
不一定是唯一的.因此，我们应该在 fr " •叹 0) 上采用商范数而 
有 

|1 T | U .,= inf (3-2.5) 

r- 2 ,jB u / 

\a\<m 

以后我们恒在上采用这个范数而使它成为 Banach 空 
间.特别是，当 f =2时，今= 2,这时我们就记矿"_切）为 
H —( fi ), 它是一个 Hilbert 空间. 

这时自然要问 H -( fi ) 怎样等距共轭线性地同构于 HJT ( fl ) 
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(作为一个复 Hilbert 空间看 待)？ 我们将在下一节 0 = 的情 
况下讨论这个问题. 

3 •嵌入定理和有关紧性的结果. 在 S 1 中我们对 Didchlrt 问 
题在 H '( fi ) 中得到一个解.但是我们总希望能得到古典解，至 
少需要弄清所得的广义解的光滑程度.这方面 Sobolev 的嵌人定 
理是最基本的结果.见 C . 几 Co & wieBll ]. 

在叙述有关的结果以前，先讲一件几乎明显的 事实： 若《€ 
拟•叹 fi ), 在外补充《之值为0,得一函数5,则 5 eH ^( R "). 
事实上，若一串 《 i€C 『 (i3 )， 通近《，补 充〜在 fl 外之值为 0, 则 
当/—00时， 

11 «； — 5(| h " ， p ( r 4 = || 叫一 《 || h * ，？ uj> — 0 ， 

所以因此，以下的结果时常是对来讲 
的，而对 HT - KO ) 自然有相应结果. 


定理 3.2.6(Sobolev 不等式）设 1</»< ”，$ =丄一丄, 

P * P n 

则对》 e 锣 ( R a ) 有 

证.先看/>= 1的情况，我们有 

lat>)l <匕 1竞1 扣< L 1竞卜，（ 3 - 2 - 7 ) 

因此 

1« ( ，‘<如二1竞卜—厂. 

记心(*) ~ jl Itl 仏，则与巧无关，应用推广的 
Holder 不等式 

| rH Vi * * < ||99 i !| t , '- ■ 



Hr * 



将上式分别对积分，而以 
1, 为于是即得 


Pi 


IML—(J 丄 ||^| ^) 1 


Pm "- 


(3.2.8) 


以上在例如对 & 求积分时，先将 (jllf^l 提出积分 

号外，而对其余因子用 Holder 不等式. 

(3.2.8) 即 f = 1 时 的结果 .对 />>1, 有 r > l , 在 （3.2.8) 
中用1«卜代替《，则 |«|^Ci(R-), 而以上的推理仍成立，而 
且因|«卜=(«5)0,从而 

| 最 | 十| = ||0«^- 1 («竞 + ( ^)| 




> 叫盖 I 


注意到 y 


(” 一 i > — ”一 
n _ P « 


P * 9 从而 


-(! h — ns ； i . 

而且 -1) = ^- (- Cn -^-^-l') 
p — l \ n — P / 


np 


np 




n — p 
此代入 （3.2.8) 即得 


?— 
_ 1 _ = _ 1 _ 
« P 


7 


，因 


”F 觸 L. 

将 （3.2.6) 应甩于 C ?(^), 双方的积分改为 fl 上的积分即 


■ H8 • 




可.又因 C ?( a ) 在中稠密，所以 （3.2.6) 对⑼ 
也成立.这 就是说 ，当 1<^ <«时， H 1 〆 ⑼可以连续地嵌人 
在中. 下面看 我们仍从开始 .注 
意到 这时若 u € H ^ f ( 0 ), Wj D a u € Hl - f ( a ), 而 

反复应用定理 3.2.6 即有 

定理 3.2*7 若丄一旦>0 O 是正整数)，则 

P n 

( W ( fl )) 连续地嵌入在 ( Hr "’ 0 *")) 中. 

这里 ~ i ~ = ---. 特别是，若丄 一 土>0,则 

p * (声） p » p « 

( HPOJ )) 连续地嵌入在 ZT ⑻ ( B ") (!/•(")(£?)) 中. 

现在余下的是考虑丄一 2 <0的倩况.我们仍然先用 
P n 

c ?( R ") 中的元来讨论以下的估计，再用稠密性的方法得出有关 
W ( R ') 的 结果. 

定理 3*18 若《 — ■^ = <*，0<«<1，则 《€ W ( R *) 

( W > P ( fl )) 几乎处处等于一个连续函数 ，而 且存在常数 C 使对: r , 

yeR* (*,yefi) 

|«(*) _ «( y )| < CjlwIU * — y |**_ (3.2.9) 

证. 由假设 (Hf ( fl )), 伹 （《_1) — 

dxi 

——a — 1 < 0 即丄一 -- *1- -- - > 0,因此由定理 

f t n n 

3.2.7, —- ez . f ( R B ) ( i r ( 公 ))， 这里 丄一士 一2^， 而且 

dxi r P n 

O -2.10) 

用表示以原点为心， P 为边长而各边平行于坐标轴的立方 
体，则对 以及 «€ cr < R ') ( cr ( fi )) 

|«C*) - a(0)| < !: dt 
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双方在上积分即有 

«C*V» —«(o) ] ^-^； j fl |«00_«(o)l 办 

卜， 


然后用 》 •的共轭指标/： - + i = i (注意 p <0， 对上式 

T r 

内层积分,再应用 Holder 不等式即有 

|^{ fi «OVr_«(0) I <C ，_ 一 j:〆-. 山 . {\u\\„, t . 


因为 1 一 u + n / r ' *=» l — n\r «= tf , 故有 

k(*V» —«(o)j <Cp"f«|U f . 

对于任意的 ： 令 \ x - y \ =- p , 总可以把它们看作 
边长为 P 的立方体内的点(适当选取原点）,而由上式即有 
I〆 *) — «( y )| < C ||«| Uf|r — 欠卜. 

利用 c 0 -( R -) ( c ?( a )) 在 «-•*•(«■) cw ^ Cfl )) 中的稠密 
性，即知定理成立. 


£9 3.2.9 若 《 — 1 是为非负整数，0<«< 

P 

1,则连续嵌入 C * 中，而且其中之元的是 
阶导数适合指数为《的 HSl<fer 条件. 

证. 将定理应用于 D ^ u , \^\ = k 即可. 

我们自然会问，以上的结果是否适用于这时需要 
对加上一些限制.关于这方面精密的结果我们不再介绍了, 
读者可以参看 C •几 Co 6 o ； ieB [ l ] 或 Adam *[ l ] •在 J . L . Liod< 
[1] 中有很扼要的讨论. 
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最后,我扪要介绍一个有关嵌入的紧性的结果，很容易看到, 
Sobolev 空间随*»的增加而成一个递减的 序列： 

因此，若我们有嵌入映射 

*： ( fl ) 〜 (3.2.11) 
它是一个连续映射，而且现在我们要证明*是一个紧 
算子.为此，我们仍然采用本节中一贯使用的方法，即用 crw 
中的元去逼近中的任意元,而且逼近序列的作法仍然是 
本书一贯采用的截断与磨光.然而现在我们箱要有关 H；'Koy 
的磨光序列的一个更精确的结果：^ 

引理 3.2J0 令 fi 为 R- 的有界开集， /.C *) 是第一章中介 

绍的磨光 核，？ 是 f 的共轭指 数：丄 + 丄一 1, 1</>< + co , 

9 P 

则对任意 /€ f / r ? w , 有 

llA*/ - /[|h"-'-P(r-i < 

证.先设 fec ^( a ), 则有 

f(x + y) — f(^) = + u) 1 *. 

注意到对任意 》 个数 4 应甩有限和的 Holder 不等式有 

名 _i 

以 Vi t~£ (x+ty：}ai 作为 有 

\Kx + y')-m\ f <« f - l 'Z\yA , 

iml 
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(一 y 

<» p - T , 

双方对*在杷上积分，由 Fubini 定理有 
HK* 十 y) - - 1 

^^Ely.ril/llf.,, 

iml 

故当时有 

ll/C* + y) — /OOllrAR，< n6||/||, lf . (3.2.12) 

现在把这个结果应用于 

1(人*/)0) — /Wl < j/.OOI/O - y )- K*)l 办 

<(j lACy)!^)^ 

•( Li 。 1 心 一”一 /001 >广 

) \/f 

, 

双方对 * 在妒上积分，并应用 （3.2.12) 有 

|ia*/)(0- K^)tl^ (RB) < 8_1 膝邮 II 孤 Jyj" 

— Cell/illLfll/ll^. 
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将这个不等式应用于 m , i«i <«- i , 再注意到 c ?( G ) 在 
中稠密即得引理之证. 

磨光算子是一个卷积算子，具体言之是具有连续核的 I /— 
积分算子，因此自然是紧算子.把这个事实与上述引理结合 
起来，即得著名的 

定理 3.2.11 (Rdlfch 引理） 若叫则嵌人算子 

*： H^ r (o) -► 

是紧算子，这里 AeR " 是一个有界开集. 

证.在本节中我们已指出之元都可以看成是 
之元，且其范数不变，因此有一个等距算子 y : 

- fr 吖 B "). ♦ T = 叫， T s 为以人为核的磨光算子，则引 
理 3 . 2 .10可以解释为，作为的算子有 

l|T.-r||^o (e — 0 )， 

这里的范数是算子范数.然而八是紧算子（这里用到了 fl 为有 
界集），所以它按范数的极限 T 也是紧算子.又因为/作为 
到上的算子是恒等算子，所以 * 是紧算子. 

证毕. 

应该指出， ReUich [1] 只在 f = 2 时证明了这个引理. 

关于与定理 3 . 2 . 8 , 定理 3 . 2.9 相关的嵌人算子的紧性,可以参 
考前面的引文. 


§3.空间 H S ( R -) 

1 •基本 定义. 本节中我们将讨论汗 ( R -) = 它是 

—个 Hilbert 空间 ，因此特别有用.対于它，我们的基本研究工具 
是 Fourier 变换，特别是 PUncherei 定理.同时，因为现在 

也使它 具有一 些新的特点.这里是一般的实数而不一 
定是整数，在偏微分方程的许多问题中是会遇到这样的情况的. 
定义 3.3，1 H J ( R ") (以下简记为 H ') 是这样的缓增广义函 
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数《 的空间，它适合 （1 + : 

(1 + (3.3.1) 

与定义 3.2.1 比较 £> o «€ t，ial <«与（1 + | f | J )" rt a(oe d 
自然是等价的，而且适合这一条件的《€谬_自然是缓增广义函 
数，因此二者是一致的.按现在的定义，我们将在 H ‘ 中賦以 Hcr - 
mite 内积 


(«, (0, = (2 «)-'jci + ||| J ) j a (0^ a )^. (3.3.2) 

很容易证明，这个内积使纪成为 Hilbert 空间.由它生成的范数 

IWI 卜(2«)-- j (1 + If ”)，|啡胸 (3.3.3) 

虽然与（3. 2 . 2 )不同，但当 f = « 时却是等价的.因此我们仍用 
了 II • IL 的记号.很明显 ，纪 = L J ( R «). 

在皆 的定义中实际上我们用了一个算子 
A >, s^'^9^' 

«+ um). (3.3.4) 

因为 Fourier 逆变换是等距的，因此 f P 艮制在上时是 

= 的等距同构，其逆映射 A —*: L ^ H ' 当然也是 

等咀同构. 

V 有一些明显的 性质： 

h<h (3.3.5) 

我们这里采用 G 记号，是指：嵌人映射 h — 是连续的， 
而且容易看到，其范数 <1. 我们以下恒记 



H + 〜「 lH ，， IjH *. 

t f 

(3.3.6) 

于是容易看到 


(3.3.7) 

D 0 ： 

■r~ M 是连续映射. 


关于纪的另一些重要性质，我们归纳为 


定理 3.3.2 

嵌人映射 sr-H 1 是连续单射， 

谬 ( R ") —— 
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从而还有 ^ ——在 R 中稠密.嵌人映射 W — ST 也是连续单 
射.若记 r * 为平移算子表示广义函数》在 
* 下的象），则 H -^ H ' 是等距的：= IWU 若 


(0, hj , ()，•••，0)， 



则当 ■。时 j|y (.TtU — «) — 


证.嵌人映射是单射，这是显然的. 

V , 前已指出是等距同构；由^函数的性质也是 
拓扑同构，所以我们只需证明 A ' S ^ = S ^-* AW == L 1 是连续 
的即可.但这是明显的，因为若 《 eycL % 则 

[|*lk-(i 0 + UIT"0 + 卜 r)_l»0O 叫 1/1 


< C sup 1(1 + \ x \ 2 ) n /2 u ( x)\ f 

R - 

因为 sup 1(1+ «(*)€7的一个半范，上述嵌 

R - 

入的连续性自明. 

再看在^中的嵌入,它自然地也是单射.仍然利用 

是拓扑同构，我们也不妨只考虑 ^-0 的情况.于是 
令《 f = JL 1 并将它看作 V 之元.于是对任意 V € 7， 

|(», y)l = 1<«, 0>| 

=* | j »(at)^ C*V* I 
< IWWIvll 。， 

由此立即有嵌人映射的连续性. 

利用 A 、 为等距同构，以及在 U 内的稠密性， 
立即有 〆 在妒 中的稠密性.再由 ^ J ( R ') 萑7内稱密又可 
得逆 ( R a ) 在 H ' 中的頼密性. 

最后讨论平移算子 r * 的作用.设 A € R % 我们有 
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r*«(f) = e^Cl), 因此 r*«e H J , 而且 ||r*«||, = ||«||,. 当 A: 
(0, …，0, 〜，0, …， 0) 时 


I d 

• i Ti 

当心― o 时，对 s 逐点地有 


or-J(i + iiwcoi 1 
-iii r</i. 


hi 




而且由 Lagrange 公式易见 


/ >1 


-- /fi I <2|f；| <2(1 + UP) 1 ' 


因此由 Lebesguc 控制收敛定理而在上述积分号下取极限，即得 

^ <, r h u 一 《) — |^-(在 H'-' 中). 

«/ o*i 

定理 ® 毕. 

从这个定理的证明看到 W 和的重要 区别：逆 ( R-) 
_<：?(!?•) 在 H* 中是稠密的，因此 H- = m , 而对于有界 
开集 fl , 可以是的真子集.可以举一个例：设 

为单位球，于中于是，显然 (« 是任童 
非负整数)，若则如上一节所说的，补充定义》在£? 

外之值为1而得的函数 s 应该在 hm ( r ») 中.但是 I ?-显然 
可以用集中在单位球面 U|=l 上 Dirac 测度来表示，从而 
utU ^ XW ). 这样就提出了一个 问题： 开集 flC 

B •使= H ^\ Q ) 的充分必要条件是什么？关于这个 
问题可以参看 J. L. Lions[l]. 

2 •对 偶性. 第2 节 中我们定义了 W P (A ) 的对偶空阆为 
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并且讨论了它的构造，现在我们当然可以想到的对 
偁应该是 H -'， 其中范数为 

||«|| i , - (2, r )- j (1 + (3.3.8) 

但是纪是一个复 Hilbert 空间，它的 Hcrmitc 对偶空间即其自 
身 ，而其 配对由 Hermitc 内积 实现： 

H ' XH '-* C f («, <-)1-^ («, p),. 

这是一个 *« q U i - li n «. r 映射：对第一个元它是线性的，而对第二 
个元则是共轭线性的.虽然我们却不能把 
上 述配对拓展到 X ^ 上去. 然而 Y 在中是稠密的.因 
此的 Hmnitc 对偶空间之元（共轭线性连续泛函： M 应该可以 
用它在^ 上 的限制 i \^ 来刻划，而且是 一个单 
射.这样就应该把 W 看成^的一个子空间，而来进一步刻 
划这个子空间.结果是，这个子空间就是進确地说,我们有 
定通 3.3.3 H - 及其 Hermitc 共轭空间的配对是一个 sesqui - 

linear 形式 : «， f 卜今 （《， p ),=(2*) - • j 

它适合 

K«, *0,1 (3.3.9) 

证.若 有 

i(fV(l) = (1 + l£| 1 rK5)-(i + UIT^(I5. 

由 Schwartz 不等式有 

IIC «, f ) l !；=| (2 «r 

<(2 K r s j(i + 

- C2*>-" j (i + 对 

= bf.M 1 -.. 

因此每一个 p ^ TT 1 生成一个 H 1 上的线性连续泛函，而且这个泛 
函对〃是共轭线性的. 
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反之，若 / 是妒 的一个线性连续泛函，而且配对/(«) = (*， 
0, 对/是 共轭线性的，则由 Riesz 表现定理，存在唯一 

的》€妒使对《€纪有 

；(«) = («, »), = <«, »> 4 

= O)-" j (1 + If I* 购 )"^ 社， 

这里因此 （1 + 于是存在 

y 使 Kt ) = (1 + IflO ^ CO . 因为 《^ h *, 故《^矿* 而 

K «) = ( 2 *)-" j & ⑴硕扣. 

由 Riesz 表现定理 Pll = \ Hl = [( 2 *)-" jo + U |> 

l^Vd^Y - [Or°j(i + IglTMMOlWsrHMU . 证 

毕 . 

从这个定理的证明我们也看到，存在着由到的线性 
等距同构，它是由以下的算子 r 〜： H ^ H -> + 

•来实 现的.当，为非负整数时， r * = ( i - A >*. 
这恰好和5 2中关于 m f ( 0 ) 的讨论是一致的. 

在 S 2 中，我们曾经刻划过 HK ( fi ) 的构造，现在我们有相 
应的结果. 

定理 3.3*4 对非负整数 

H~ m = L,u€^>', u = 2 D a f„, f a €L 3 ), (3.3.10) 

t ial <« * 

这时 «€ H - 的范数是 

― inf 2 [|/.[| o . (3.3.11) 

/ a l«l <» 

它与 （3.3.8) 所定义的范数 \\ u \ U 等价且 - inr 是可达到的. 

证.式 （3.3.10) 的证明与 S 2 中相应定理是相似的，因为 
?r = H ?( R '), 而且本节中所用的范数与& 2中的是等价的.由 
Riesz 表现定理，对« € H ~ m 当且仅当存在使||«||_„= 
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IMI- 且对一切逆有 

坏(9) ■ 2 [ D.<p • D m v dx 

i « i <» ^ 

■ 2 [ V •(— l) 1 ^ - W^v)dx. 

l«l <m ^ 

如果记 / B _ l) 1 " 1 DV, 上式恰好等价 于 《 = ；S DU 

里 / B et， 而 IW!-»= IMU 变成 

H «|| i » =» ||/.([5. 

l«k<m 

«efr" 表示为 （3.3.10) 的方式当然不是唯一的，而若》可 
以通过一组九 e U 表示为 (3.3.10), 则对 v e 逆应有 

l«(<p)i = I S (― I) 8 ( hD a q>dx I 

' | a | <M J _ 

<2 |l/.l!o||D>||o 
!«| <« 

\a\<m • 

因此 

\ m \ <« / 

定理证毕. 

3 •嵌人走理和 ReffiA 定進 .对和对 Hp(fl) —样， 
也有嵌入定理和 Rellich 定理成立.徂这时不但证明比较简单， 
而且结果也比较精确. 

定义 3.3.S 记 S 乂 B") 为 B* 中直到 |ol< 々阶的导数都 

连续且有界的 ® 数空间. B(R") = fl 又记 B*( R ')= 

* 

{«; «e B^R'), lim |D°«| = 0, |a| B(R B )= 

1*1-* • 

n b *( r -). 

k 

定理 3,3.6 设々为非负整数，而且£ >々+ ^•，则时连续 
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地嵌人于 B*(R') 中(其中賦以 B*(R') 的自然的范数 )• 

证.我们需要证明的只是对《€比证明而 
且 

“KCIMI,. (3.3.12) 

因为这样就有 

- (2«)- j C ^(P«)(IV5 l«l <k 

是连续函数，且 

|D a «(*)i < (2»)-"||P«IL.< C||«IU 


而且由 Rieoiaim - Lcbe$guc 引理有 

11m D a u(je') 0, 

但 （3.3.12) 是容易证明的，因为当&1<々时 
2« — 〈 .一 
从而由 Schwarz 不等式有 


= j Rl , 

* <((. 」『' 

^\ Jr - (1 + 1510* ) 

•(5 RB o + iei 1 ) , ifiCOl J ^) i 

这里我们用到了 i(i+ l 1 7io -^ <+ c ° -证毕. 

这个结果是不可改善的.因为在 R a 中作函数 «(*, y ) = 
+ 0<a<i, <p t C；(R 0 而且在原点 

附近恒为 U 则 《0c,y) 在 （0,0) 附近无界，但 “eHXR 1 ) •这 
个例子破坏了不等式 + i (x =• 1, ^ = 0, » = 2). 
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前面我们已证明了 s ^ cfr , 因此现在有 

(3.3.13) 

这个包含关系是真包含.因为例如在茫中函数 = 

1 +* J 

H " 但不在穸中；函数 /(*) =(1+ d)-i € 6但 /(*)« L 1 - 
tP , 因此 

为了进_步讨论 Rdlich 定理，我们需要对 Sobolev 空间兄 
进一步局部化.将兄局部化，一是指将它限制在 B " 的一个子集 
上，这一点也可以用一个 CtiQ ) 函数 《 P 去乘它来实现，二是考 
虑具有紧支集的函数.这将是我们下面讨论的主题.现在我 
们先讨论 H 1 上的一些运算，首先是乘子运算. 

定理 3.3.8 双线性映射是连 
续映射. 

证，利用 Pcetre 不等式（定理 2.1.10) 

(1 + i?io r/i o + bi j r ,/a <2'ni + 

对 = 有 

(1 + If | J ) r / Wl ) = j ( i + If mU > K ! - 

= jd + i?i j rci + hl 3 )-^ 

•(i + IW 〜卜 nV” 

• (l + I! — ij 1 — i?Vn* 

因此，由 Hausdorff - Young 不等式得 

( jl ( i + l « l a ) J /) Mf ) l 2 ^ y<c j(i + WlOlfiWIv , 

• jci + IWXiOA 

即有而且 

llv«IL < cUmII , I (l 4 - | ij | l ) ，/ a lv (» i ) t ^» 
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故定理得证， 

我们还可以将磨光与截断这两种运算 在足中 的作用表述为 
以下定理，其中 AO ) 是我们常用的磨光梭， zo ) e c 0 " CR -> 
是一个截断函数，而且在* = 0附近恒为1, = Z ( s ； r ). 于 

是有 


定3 3.3.9 当 8 - 时厶 *« 和；^ 均在汗中趋于《，这 

里 u(H，, 

证. 很容易看到 ；.CI) = ；.C^),UifnC7^«>a)= 

£(1)，因此 

IU*«-«||； = (2 W )-J(1 + I^IOI/iCeO 

- 

因为当 8-*o 时/，(衫）— A(o) = 1，而且 

!/i(e^) — 1 1 < l/i(8|)| 4- 1 < I JiCx'idx + 1 = 2 ， 

因此由 Lebesguc 控制收敛定理即得||人 * « —《丨|, — 0. 至于; t,« 
则 由上一 个定理 

llz.«l!,< c-jci + IflO'HCOI 托 • M, 

-cjd +16,10^1^)1^-114, 

这里<^与8无关.现在取 《 p € 逆使 | l «_ vll < n , 则因为当 
* 充分小时，在 * upp 9 上 Z •曰1,故有 
|| Z,k — «[[, = || Z ,(« — < p ) — (m — q *)||, 

右 （Ci + Oil* _ vIIj < ( Ci + i)n —• o. 

现在可以证明 Rellich 定理了.但在我们的情况下，它并不 
是关于兄的定理（在定理 3.2.11 中我们 倕设了 是有界的），而 
是关于 

«i * t*i suppwCK, K 为一紧集} (3.3.14) 

的定理. 

• 162 • 



走理 3.3.10 (RelUch 定理）设 *, > *：是 IT 的紧子集， 

则嵌人映射 H 卜吨 是 紧的. 

证.设 {«;} 是中的有界序列，例如设 l |«, IU < I ， 只 
需证明它在中有收敛子序列即可.为此敢 < P € C ?( R ") 而 
且在 K 附近 <P 寅 1，则9«,- = «<，而 & i =(2 x y 4>* tti , 

仿照定理 3.3.8 的证明有 

(1+ <C(<P* «,)(?), 

这里 


^(1) = 0 + IIIO^IWDI, 

也卜 （1 + RIWZOI . 

应用 Schwarz 不等式即有 

由于 (1 + Ifl 1 )^ 在 S 空间的任一紧子集上有正的下界，所 
以，应用此式于《 = 0的情况即得 （3;} 在 g 的任一紧子集上一 
致有界；应于此式于|«| =1的情况即得在 S 空间的任 
一紧子集上一致有界.因此，应用 Ascoli 定理即知，选定5空间 
的任一 紧子集（例如 If I < R t R 充分大将在以下决定）后，从 
中总可以找 到一个 一致收敛的子序列.不妨假设这个子序 
列就是 {«/}. 现在我们要证明在中收敛.为此，给定 

11«/ - «*11^ = (2*) " J ( l + 11 | 2 >| UO -七⑴ | 诽 

。 ㈤ -L+ 时 .L« 

■ /l + /:• 

在 A 中，我们有 

㈤- j i!i>R 0 + lsry-Hi + lei ， 

<(1 + R a ) ，1-， *(2-) " j fi , (1 + Ul 1 ) 1 * 
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. 嶋一咖 I 讲 
—(1 4 - — 

<4(1 + 

2 

只要 B 充分大即可.这样确定了 K 后再看因为在 f 空间的紧 
子集 III 上 0,} —致收敛，所以可以在积分号下坂极限而 
知当 iA > K ( s ) 时/, < s /2. 总之，当/，々> K ( e ) 时 

ll«r~ < *. 

因为是完备的，所以收敛于中的一个元，这个元 
的支集当然仍在 K 内.证毕. 

在不同的 H 1 范数之间还有一个童要的不等式，这就是 
定理 3.3.11 设 a > f 〜则对任 一 s > 0,必存在常数 
C . >0,使得对一切*»€ 均有 

ll«H ； <si!«H；,+ C ( ||«||i,. (3.3.15) 

证.因所以 «€«•* 必在 H ' 和中.因 
此，为证上式,只需证明对于 ？€ R ■■有 

<1+ I 5 I 1 ) 1 <8(1 + C e (l + If ) 1 ) 11 

即可. 事实上 * 我们只需令 C . = 因为记 p = 1 + 

I 5 I 1 , 上式依次化为等价的不等式 

〆 <8 〆 * + <：• 〆 >，或 

1 < ( ip ) 1 - -1 + ( Xp ) 1 '-% a = 

当 Xp >1 时，第一项即 s l ; 当1时第二项> l . 

4. Sobolev 空间的局部化与 Hi— 

定义 3.3.12 令 OCR " 是一个开集，即使得对一切 
V k C ；{ Q ) 均有的 .^>'(0) 广义函数之集.在坪。 c (旬 
上可以赋以一族半范 ul -^\\ q > u \\ s , < peC ?( fl ). 

定理 3.3.13 mM 是一个 Frichet 空间，它可以连续嵌人 
在锣' ( fl ) 内.对 Sobolev 嵌人定理也成立；即当 *> 
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”"+ 々时 HUfl ) cc ( G ). 因此 ， n 邱《(幻 = 具 

有在上为系数的 《* 阶线性偏微5^■算子 PCD ): 

是连续映射. 

证.为证是 Frfchtt 空间，先需证明只要用可数多 
个定义如上的半范即可决定其拓扑.为此，取之一串上升的穷 
竭紧子集序列并作一串 C 0 ~( fl ), 使刊 =1 于&附 
近.今证半范族 UMD 即可决定 NUcW 的拓扑结构.实际 
上，任给 <p€ Cf(fi )， 必有;•充分大使 suppgsCKj ， 因此 q >=< pq> it 
而由定理 3.3.8 有 


||<p«||, = ||<P<pjK|| t < Cl|q^«|l„ 

因此， HUH ) 中零元素之邻域 {«: \ Wu \\,< s ) 中包含了邻域 
{«； ll<Pi«ll < -J -}. 再证 MUQ ') 的完备性.设 { M 是其中的 

—个 Cauchy 序列，则任取 q»e {^}是 中的 Cauchy 

序列，因而在其中有极限《,， u # 级 从而在逆' ( fl ) 中也 
有极限《€纫' (fl ) 而且对任意 < p€ <pu = 从而《€ 

HLc(fi) 而且是 {«;} 的极限. 

关于嵌人定理，因为连续性是一个局部性质，故对 任一； c〆 
fi， 取 < p € Cf ( i ?) 使 ip (* o ) 7^ 0,则对 g >« 应用 Sobolev 嵌入定 

理可得在知连续，从而《在巧连续.这样可得 n«I«(fl)C 

相反的包含关系是自 明的： 对任意 «€ C -( fi ), V u € 
您 CH* C*€R). 定理的其余部分是自然的. 

HW(fi) 具有层的性质.若 UCQ 为一开集*则限制映射显 
然是由到印《(1/)的连续映射.若在之各 
个开子集上之限制均为0，则必有《 = ci ; 若的开覆盖 
而且有使当 U a r \ U s ^ 0时《上„叫 = 以， 
则必存在一个 《eHUJ 3) 使所有这一切都可以从 
广义函数的层性质得出. 

Sobolev 空间的另外一种局部化是 m , mv . 前面我们已介绍过 



»k (见 （3.3.14)), 现在有 

定义 3.3_14 H ^ CQ ) = U 砥 =印。 ■：( 公）门，（句.这里 
U 表承对0的一切紧子集 K 求并.对它賦以 / ft 之拓扑的归纳 
ri 限拓扑. 

定理 3.3.15 C „"( J 3) 在 HUD ) 及中均稠密. 
嵌人映射 — HUO ) 和 Cj ( fi ) ^ 均为连续. 

与 Hi ^ a ) 的对偶空间分别是和 

证.嵌人映射的连续性可以直接由嵌人映射 s >^ h s 的连 
续性得出.现证稠密性. 

作^?的~个上升的穷竭的紧子集序列 { K ,.} 以及相应的 V〆 
c ?( fl ) 使奶在&附近 s 1 . 人则为磨光算子序列.于是很明 
显在 Hf 0( (0) 中 ( a € H [ 0£ ( f 3)) 而在 中人 *(奶《)— 

( ¥ V «) ，因此 Cf ( iJ ) 在中稠密（当 S 充分小时，厶*(叭„) 
e cj ( fl )). 同样对可以证明厶*„-^于 
K 。） 中. 

现在定义 HUO ) 与的一个 Hermhe E 对：取 
(«, OeHUfl ) xH c -^ p ( o ) 并作实值函数 Z 6 C ；( Q ) 使在 
suppp 附近 Z s 1 ,于是定义（《， p ) = ( Z «， y ), 右方为 H ' 与 
H " 1 的 Hermite 配对. 很容易看到，若〃固定，则上式与 Z 的选 
取无关，而且对 «6 Hf 0£ ( fl ) 是连续的.同样，它对 c 也是于 
H : amp ( fl ) 中连续的.反过来， 设/是 HLCfl ) 上的连续线性泛函， 
记它在《上之值为；(《)，因为 C -( fl ) 可连续嵌人在 H ' loc (0) 
中， /(») 也是 c -( i ?) 上的连续线性泛函.因此，一定有一个 
使 i (“）一 <«,5> = («,*0.取实值的 zecj ( fl ) 
而且在 suppv 附近 z S 1，则（《，*；) — ( Xu , t -). 若取* H *， 
上式也是连续泛函，因而 p € H ~\ 前面巴证所以 

即 HUO ) 上的连续线性泛函均 
可用上之元表示.所以 HUiJ ) 的对偶空间是 
再则，设2为 Hi Dmf (0) 上之共轭线性连续泛函，它在 



上之值记作 / O ). 因为 C ?( fl ) cWj orap ( fl ), 因此 
I 抱是 CJ(fl) 上的共轭线性连续泛函，从而存在一个《6@'(£0 
使 i(«) =〈》， ») = (“，**)•令实值的 zecj (u )， 则 
{ Xu , v )^ 1 { Xp ). 对于》>€«% 而且上式是妒 

上的共辄线性连续泛函，因此这就是说 
的对偶空间是 HriW . 证毕. 

5.微分浪形上的 Sobolev 空间。在以下我们有时需要讨论流 
形上的 Sobolev 空间.例如在讨论椭圆型边值问题时，就需要在 
QQ 上讨论 Sobolev 空间（迹定理).以下都设 W 是 C " 微分流 
形，而且在无穷远处是可数的，因此其上有一的分割存在.为 
了讨论 M 上的 Sobolev 空间，需要对 H ( (R') 作出一个新的刻划， 
引人一个等价的范数——不妨称为内蕴范数. 

定理 3.3*16 设< 1,则 

R^XR* 1 ’丨 

(3.3.16) 

而且在 H 1 中可以賦以等价的范数 

li«ll； = (ll»III-+ j j 吟" 0 — P ㈣ 广 ( 3 , 3 . 17 ) 

证.设 «€ L J ( R "), 则对 yeir 有 
j RB !«(* + y)-«C*)i^ = (2*) - j ■•- 11^1. 

.因此 

JJ 

B"xr* I’j 

现在往右方作一个旋转变换 

y = Az 9 \dct A \ ^ l f 

贝 ij = 适当 选取/ 可以使 (* u , 

0，-，，，0), 这里 hd =» \ l A §\ - U \, 于是 
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J R . k ,y - f - iil>'|— I vy = j R]i 卜…”. 一 ip 卜广 
令取 * = 则上之积分等于 

l*i«l ta [ R . = c>o. 

这里的积分是收敛的，因为在丨叫―0时|〆 •^一 ip - 
0(1«-|0,奶表示向量浓的第一个分置.利用 PlaQcherel 定理. 

II*HL* = (2*) - j 代人 （3.3.17) 有 

11«11； , = (2*)-| |Sa)| J (l + C|||«Vf. 

由此明显地可以看到 1MI: 与||«|1,等价. 

对于一般的/ >0,记， = 0 < a < 1,则有 

系 3 H 7 对^ = 1»+<7>0,0<<7<1,我们有 

H ' = {«6 L J ( R ')； D°«e L J ( R B ), |<*|<» 且 

(处⑽ < + °° |a| =™}，( 3 . 3 . 18 ) 

并且可以定义与 ||«L 等价的范数 

hW. = (2 llo-«IIL> 

、⑷ <« 

+ 2(( 政 丨 00 —^：:(川 4 (3.3.19) 

i«i<™ R % x I* —y|* +w / ' 

对于 s < d , 则利用与 H* 的对偶性，对于 H € H ' 

定义 

l|Ml1 - =^. 1 %ir* (3 . 3 . 20 ) 

采用内蕴范数的一个优点是可以更简单地证明在 
微分同胚下的不变性，而这是在撖分流形上定义 Sobolev 空间的 
必要准备步骤. 

设0, O ' 均为 R 1 ■的开子集， — 是—个微分同胚.设 
viS > W , 则在第一章 S 6 中定义了 p 在; C 下的拉回 rVf 
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是由下式定义的广义函数（见式 （1.6.2)) 


J - det-^-. 

Q y 


现在我们要把这个关系用到 V ^ R ' 上去，为此先需要 

定理 3.3.18 令 K'eJ — eK, 则必存在一个常数 CO,K') 
使对一切 %(公0，有 X*u - “。; Hi(fl) K = X~ l K ' 而且 

l\X*u\]：<CO,K')\]u\\：. (3.3.21) 

证.证明将分成几步进行.先设«€ CS(K '). 再作一个紧 
集 K；, 使 K'^K'^Q ', 则对上述《,其拉回； !：*« 显然 仍在好 
中.在证明了 （ 3 .3.：H ) 以后利用在 f^ Dmp 中的稠密性 
即可对« e Hk(0 ') 证明式 （3.3.21). 

(1) 0<^< 1. 首先有 X * u € LKR " y , 同时，若以 〆 ，，表 
沄 C 中 的点： 表示£?中的点，则当 / = y = Z ( y ) 

时，有 

丄 m 川、 y 

= j { d :;? 1 , 仏，”之 


其中 F ^(|**- y |/ U ->- l )" + J MK *)； Cy ) l . / = 很 

OX 

容易看到 F 是有界的，因此，由 《(/) ew ' 即有 


1>H 


u ^ c ，：) - r «( y ) i » dxd 

lr-y|" +JI 




而且容易得知 （3.3.21) 成立.因为 Z 是微分同胚所以 * u PP Z*«C 

K , 

(2) I 为非负整数.上述结论对于 《e c d "( k ') 可以利用链 
法则来证明 . f >0 的一 般情况可以由（1)， （2) 两款综合起来 
即得. 

(3) s < Q . 我们有 


• 169 • 



|1Z*k ||； = sup j j jy ||p||-,. 

这里我们利用了 C 『在中的稠密性，而且不失一般性可以假 
设 suppr - CZ -' CK ；). 作变置变换记 ： c ' = Zt >), 有 

l\X*ul\' t = sup^j j «(r , )* , CZ~'(a: , ))j-~j 

但因一^>0,故由前之⑺款有 |卜 0r 1 (：O)||、 = liar 〜 IK 
CAWW -,, 代入上式又得式 （3.3.21). 定理证毕. 

现在可以证明我们所需的结论了. 

定理 3*3*19 令 — a 为一撖分同胚如上，则 
是 H； 01 (fi')-Hf oc CO) 的拓扑同构,其逆为 

证 . 任取 一个 ？ >6 c 0 -(fi), iB 贝 I] c^(Q'). 

从而对 《 €HUfi') ， 如 eH'(fl’). 由定理 3.3.18，= 
(<lfu~) 0 X = (<l>°X')(u°X') = qi(uoX) = tpX m u € H’(fi )， 而且 
\WX\\\ ： <CO,K)\\4>u\\' r . 

这就证明是中的连续映射(是线 
性映射是自明的).对； T 1 应用以上论证，即得定理之证. 

现在令 M 是一个 C " 流形，而且由前面的假设，知道对坐标邻 
域 KL , V -)} ( v . U . dR ") 形成的并覆盖，有从属于它 的一的 c - 
分割 { g .}. 我们又知道可以定义您'([/ a ) 以及逆' ( M ). 现在 
我们给出 

定义 3.3,20 HUM ) 表示锣 '( M ) 中适合以下条件的元 
素》之 集合： 对每个这里 
即指 (?.：')*« 6 HU ^ CO ). 同样，可以定义 HJo ^ CM ). 

一个特別重要的情况是 M 为紧流形的情况.这时， HUM ) 
和 HUp ( M ) 是同样的，而我们可以记所得空间为在 
H J ( M ) 上有 Hilbert 空间结构.这是因为，在坐标邻域的覆盖 
< P . M 中可以选取一个有限子覆盖 仏， 以及相应 
的 一 的有限分割《,，•••，&.于是 对“， 
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而知 （ «)*( 幻《)， (vr l )*(.g,p)) r 有意义. 
因此， HXM ) 上有 Hermite 内积 
, f 

(“ ， *0, = 2 (<PT')*(giv)X. (3.3.22) 

W(M) 的完备性很容易证明，由此可知 «-(M) 是一个复 Hilbert 
空岡.但是要注意，这个 Hilbert 空间结构不是典则的.当选用 
不同的坐标邻域覆盖或不同的一的 C " 分割时 ，将 得到不同的，但 
是就线性拓扑空间结构而言是等价的 Hilbm 空间. 

我们将在第五章中讨论拟微分算子时再一次讨论撖分流形上 
的 Sobolev 空间， 

§4. 拓展定理与迹定理 | 

之 拓展. 在本节中我们将要讨论 H ~(0) 为 
非负整数）之元的拓展与在低维流形上的限制问题.一般说来， 
之元是不能拓展到汗"上去的.下面是一个例子•设 
0<«<+，而盱是 

it 

0 = {(*, y)€ R J , 0 < * < 1, Q<y< 



1 然 = (读者可以自行验证)，但不可能找 
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到5€把(出）使»| 0 = «.这是因为，由定理3.3. 6 <现在的情况 
是 w = 2, » = 2,々= 0, 从而 m > 々+ H J fR '> 中的元 

都应在》»(妒）中，因此至少是有界的，但《0, ><) = *-* 当然 
不是有界的. 

由此例可以看到，若想将之元拓展为 H ™( R ") 中之 
元，应该对的光滑性加上一些哏制.在本节中我们恒设 
是 R " 的 C ~ 超曲面，而且在 0 G 之每一点附近 ， G 恒位于31?之 
一侧 • 这.种开集 G 称为正则 开集.下 面有时我们设是有界的， 
这时 为紧； 有时则不然，最多的情况将是讨论 £J = R ' = 
{(4, •••，〜)； t „>0} 的情况.这是因为，在我们的讨论中最 
常用的技巧就是局部化与平坦化. 

由关于 dfl 的假设，在一点^€90附近，可以用方程 
« p (*)~0 来表示，而 fl 中邻近 * 。的点; r 则适合 （ p (*)>0, 因 
此在作坐标变换 • rhy，n = q »00 后， G 在6附近的部分将 
微分同胚于上半空间 { y : J -€ R ', y N > 0} 中的一 个开集，而 
在 h 附近将被同一个微分同胚(可以拓展到上)变为= 0 
的一部分.现在设 ACR " 是正则开集，由上所述，可以找到 R " 
中的一族开集成为的局部有限的开覆盖，以及相应的微 
分同胚 I o a ^ B „ ( R - 之开集），以及从厲于 { fl ,} 的一的 
分割 {<?.}; 对这里的 a •及微分同胚 心我们 还可以要求，其中之 
—( 记作％)相应的 D a cQ , 而其余的仏均与相交，而 
9a(0ar\0)^{y€B ay y„>Q}, 
e a (.GMdQ)-{y^B„y m = 0}, (3 - 41 ) 

当然，如果是有界的正则开集，则 { i ? a } 是有限集， E 作 
UU ， / = 0,1,-..,^, 相应的0•记作 0,. 

因为乘法运算 — H -( R -) 是连续的，因此 
『( fl ) 当且仅当 （ ( p B a € 这里《 “乏]屮而且因 

为{込}是局部有限的，因此^在每一点附近^是有限和.用 

■ 
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田 4 


(化"尸将 <?•« 拉回，并在 B •补充定义其值为 0. 记这样补充定 

义后的函数为 ( eF)^u = v „ 则由于在微分同胚下 
不变，易见：« 6 当且仅当 

«/„€ R ： = (ys R", y. > o}. ( ) 

通过上面的叙述知道， u € H % Q ) 当且仅当 Po eH ' n ( R " + ), 
« 0 gH M ( R -). 因此，在考虑的拓展时，可以限于考虑 
H -( Kt ). 这就是我们说的局部化与平坦化. 

再提醒一下，在本章中对区域 i 3 讨论时，由定义知 
«只是非负整数，所以本节从一开始起就规定了《是非负整数. 
在证明拓展定理前，我们先需要一个关于稠密性的结果. 

定 9 34 J 空阆 Cf ( K [) 在 H -( K [) 中稠密. 

证.设 «€ H < n ( R ：), 必要时乘以截断函数，可以设《之支集 
在 R ； 中有界.令 Rl = R "- 1 x (- co , 0 ) 并定义 
-于抝中， 

“ 于把中 • （3 4 . 3) 

作一串磨光算 子厶， 使其磨光梭(仍用人表示)之支集在 R 1 中， 
则因；；€ P ( R ") 门孑•(『），所以 

匕 = (2*y«)ln. 


是有意义的.对任意重指标《» |«| ，有 
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伹 


= ( D a 2*/_>| B : - D - a , 


D a u^] t —£>*«= zyw *7. — £>*« 

+ (£TS ； - / 3 ： ^)* > r“ 

这里“ 〜 J •是指如 (3.4.3) 那样的拓展运算. 

注意到 D-S _ 是支集位于 y « = 0上的广义函数，而 

八之支集则在把中，所以后一项在 RJ 上为0;此外 We 
所以当 *0 时，第一项在 P ( ir ) 中趋于 o . 限制在 R ? 
上考虑即有在 H -( in ) 中〃 _ — 证毕. 

:注 • 这个定理对 l < f < co 都成立. 

' 回到区域0,就有 

系 3*4.2 对正则开集 fieR % C fl B ( ZJ ) 在中稠密. 
注意，在定义 3.2.4 中，记 C ;(0) 在 IT XQ ) 中的完备化 
为因此， C a _(£?) 在 Ht p m 中稠密.从这个系看 
到，对『■<■(£?)， C ?<5) 才是它的稠密子集，当《>0时 Cf ( fi ) 
则不是.这里有明显的例子， 1 是之元（如果 i 3 有 
界的话），但 Cf ( fi ) 不可能与《任意接近.实际上， 

是(旬中当《尹0时最大的一个，若 ilv - HL . P 可以任意 
小的话， h < p - hIm 也可以任意小.但 


Hfl> — lRi.i — U — <pM* + | 0 Igradvl^*. 
但是利用 Sobolev 不等式 （3.2.6) 易证存在常数 C 使得 
I<pM* < c | fl ]grad«p|*. 

因此 

ll<P — ll ! i.i > — (C 一 I ) Igrad ^ Jrf * 

> mes ( fi ) — (C — 1) H<P 一 l ] li . i 9 


即 ll < p - UU ^^ m «( fi ). 所以，是奶吖公）的真 

c « 
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子 空间，而在中稠密的集在 H ^ KO ) 中不必 
稠. 但若将改为 CfCfi), 则此例失效，因为 《择1 截断 
后在 C 0 -(fi) 中——当然，在这个例子中£?应设为有界的.实际 
上，至少对于 fi=R', H?(U) - H*(0) 而 C ；(0) 在 
H™(R") 中确是稠密的. 

现在可以进到本段的主要结果了. 

定理 3*4.3 /f~(R- + ) 中的函数可以拓展到 H-(R_) 上，记 
此拓展算子为 P, 则 P: H"(R：)-*H"(RO 是连续算子 • 

证•由于 c;r(fi :) 在 H™(R- + ) 中稠密，我们先来对 
C?(R；) 定义算子 P. 我们可以定义 
y, > o, 

P«(y) 。读—(/，_耖_)，八<。, ，= (y” …， y—)， 

(3.4.4) 

m 

这里我们取 h 使乏] 々(一 々y = i ( j _ = o ，，..，《_ i ) .由于 
^■1 

这个关于 h 的方程组的行列式是一个 Vandermonde 行列式而不 
为0,所以 1* 可以唯一地决定，而且易见 p«ecj(R*). 

由 (3.4.4) 易见存在只依赖于《， n, 的常数 C 使得 

于是 

1 IPm| Ur-) <C||( ，II «"<>* (3 . 4 . 5 ) 

由 C?(g " + ) 在中的稠密性即可将 P 定义到 «€H-(R：) 
上而仍使上式成立.证毕. 

注.这里的拓展算子 P 是限制算子 r: 

右逆.这个拓展方法称为 Seeley 拓展，他原来的结 
果是： 中的函数可以拓展为 C-(R') 中的函数，而且拓 
展算子 P: C-(R- + ) C«(R") 是连续的. 

回到最初的正则开集即有 

系 344设•使 flea ,, 则存在拓展算子 P a0ii： 
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Cf(£W; 而且 P 叫可以拓展为连续算子 P 叫： 

—H™ (认) .P M , 是限制算子的右逆. 

这些结果对也成立. 

由于对于正则开集£?有拓展定理，所为嵌人定理和 RdliA 定 
理对于 H-(0) 也可以加以改进.即有 


走理 3.4 J (1) 设 々为非 负整数且《 — $■ = 々 + «, 1< 

P < oo , 0<?<1，则可以连续嵌入 C *( i3) 中，且其 
是阶导数为《阶 HBldcr 连续. 

(2) &«,<«,，则嵌入映射 是紧 


映射. 

证.作一个函数 < p € C ?( A ) 使认而且在0上 
<P = 1 . 令由到的拓展算子为 P , 乘以的乘 
子运算为少：《"(认） — 则对《€«"(幻， 9 Pui 
而且 iupp (< PP «) cfl 1 . 因此可以对 < W »« 应用定理 3.2.9 
与3.2.11，再限制到 S 上即得定理之证. 


关于对偶性也可得到较好的结果.可以证明 
定理 34.6 之对偶空间是 « r ( R *) ( H _"( R a ) 中 

支集在 S 中之元的集），反之亦然；而且是由（《,*0 = (2，〃）来 
定义的，这里 《€ H "( fl )， 3是它在 H ™( R -) 中之任意拓展 ， M 
Hc™CR"). 

以上结果的证明详见 L Chazarain 和 A . Piriou [1], 

2•迹定理.利用局部化和平坦化，我们可以将问题归结到 R | 
和圯.以下我们用*表把中之点，并记*：-(*',*■)，： r '= 
对于充分光滑的函数《(*)，可以定义它在超平 
面上的限制算子 r 


(r»)0O = «cy, 0). (3.4.6) 


以下，我们将称 r 为;这一段的目的是要证明 r 可以推 
广到 Sobolev 空间上就说， Sobolev 空间之元在某种意义上 
具有 边值， 
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定理 3.4.7 设<> 丄，则由 （3.4.6) 所定义的迹算子 
2 

CJ(R")- C 0 -(R"- 1 ) 可以唯一地拓展为一个连续算子(仍称为迹 
算子并记作 r): r:H'(R") — 

证.由于 C?(R ') 在 H*(R") 中稠密，故不妨限于《€ 
C 0 "(R') 的情况.这时，由 Fourier 逆变换有 

ra(*') = «(〆， 0) = (2*) - j 

因此 

Mn = ( 2*) -1 s 真 . ( 3 . 4 . 7 ) 

作变置变换5, = a + 则当，>+时有 

(2*)-* j(i + m 】 )- 呢 = (i+ iri j r +i 
=c,(i 4 - iri j ) _i+i . 

由此，并对 （3.4.7) 应用 Schwarz 不等式有 

<((2 W )-jd + 

.((V)- l J(i+ ii! j ) j i«(r,i.)]^, f 
=cj [(i + im ' 部 
-( cz*rjci + 

因此 

= (2^)- +1 j(i + 胸 ， 

^ cx 2* r n j(i + 
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(3.4,8) 


=c,l!«||J. 

再由在 汗 ( R ") 中的稠密性即得定理之证. 

系 3 A 8 设 / eN 而^ 一>>士，定义,.阶迹算子一 

7。以„，则 r >: H < R -)- H --»- i ( R "-0 是连续算子. 

上面的定理和系不妨可以解释为 H -( R ') 中之元在低一维 

的超平面上的限制——或边值——将损失丄阶光滑性. 

2 

我们还应指出，迹算子是一个全射.事实上，设满足/ 一 /> 
+的非负整数/中最大的一个是则系 3.4.8 使我们可以定义一 
个映射 

M 

( r °, r *, •••, r *)： JJ H 广卜冬⑶- 1 )， (3.4.9) 

/-o 

这里 r « = r . 我们要证明这是一个全射，因为有 
定》 3.4.9 上述 （ r °, r 、 具有右逆 

fB 

R ： JJ (3.4.10) 

y»o 

证.对任意选定的非负整数 i : 0 </<«，作 « p e c ?( R ) 
便 

(p u ， (0) = o < 々 <«». 

对 《 ecj ( B —)， 记 R "- 1 中的点为 x ' = i x „ 

令 

(&«)(〆，*-) = (2*)-"+_ j + iri 】)， 

( K ,») 是 C -( R -) 函数，而且容易证明 
r 乂 A «) - 

应用 Fourier 变换，如定理 3.4.7 那样又容易证明存在一个常数 
c >0, 使对一切《€ G ( K -— 有 
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由稠密性即得定理之证. 

回到一般的超曲面,我们有 

&a 3.4.10 设 JV 是 OCR" 中的 C" 超曲面，则迹算子 r: 
Cf(fl)-*C7(W ) 在 *> +时 可以唯一拓展为连续映射 r: 
HUW^-H'^nx 

证.应用局部化和平坦化就化到定理 3.4.7 的 情况. 

系 3.4.8 当然也可同样推广. 

以上讨 论了仔 中之元在区域内的超曲面上的限制，下面讨论 
在区域边界上的限制.首先讨论从到其边界上 
的限制——亦即迹算子•设 «€ C 0 -( R ：), 和上面一样，记 R " 中 
的点为 X = (*', *■,), X * ■= ( xl , • ■ X a _,)» 定义迹算子 

CJ ( R ；)- CJ ( R -*), , 0). 我 们有： 

£3 3.4.11 设 <>丄 ，上述迹算子/可以唯一地拓展为 
2 

连续算子 而且 

( r «, r *,-.., r ")： H :( R " + )— 丹 

i^O 

是全射 • 这里 《 是适合 s ~ i >\ 的最大非负整数九 

证.先设 《 e c 0 "(a：o. 由拓展定理 3.4.3, 可将 “变为 p«e 
cy(R"), 而且易见 

由系 3.4.8 以及式 （3.4.5) 有 

l | r ; “ Wv ， llrjpw|| « ‘十 

<c ㈣ 

< c >lt«IU J(R -). 

再利用稠密性来考虑，即知 f 可以拓展为连续算子 r'r/KR；)^ 





(r 8 , r'.-'-.r ")： H-(R；) ― J[ 

y-o 

是全射及其右逆存在可以如同定理 3.4.9 一样去证明. 

面到一般的正则开集，则有 

定理3乂12设 fl 是 R 8 的有界正则开集.对定 

义迹算子= Hy „ l 9 fl ，■^是 afl 的外法线方向导数.若 

/适合：一/>丄，则/可以拓展为由到 H ^' KdQ ) 
2 

上的连续映射，而且是全射. 

最后，我们还要指出一个 结果： 对于正则开集 fl , 就 

是 中之 i 阶迹 r *« = 0, / = 0, 1, • • •, m — 1 的元 

所成之集.也就是说，中的元即边值在一定意义下为0 
的函数. 

还有一些与本章结果直接有关的事实将在以下各章中随时提 

出. 
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第四章振荡积分、象征和稳定位相法 


S1 . 振荡积分 


1. 基本定义.本章中我们将要讨论形如 

( 也 ）00 = (2«)-' jj c iK ^ ei a Cx, y,e)u(.y)dydd (4.1.1) 

的积分.它首先以 

(^«)(*> = (2*)-* j 1 X 0 旮 (4.1.2) 

的形状出现在 P . D.Las 关于 Cauchy 问题的渐近解法的工作 [ 1 ] 
中.若将£(5) = j 代人 （4.1.2) 则得 

(如 ）0) = (2^)'" {{ 〆 ■【《#，〜{>， 

它当然是 (4.1.1) 之特例，但是。(: c ， G 中不含 y 是不自然的，因 
此 HSrmander 在 [9], [11] 中引入了 （4.1.1). 

«0，：^0)称为(4.1.1)的振幅函数,这里恒设它是*6£?,615% 
>€ 0 a CR *. ( fi ,- 为开集)及0 € 的函数.对于它我们将要加 
上一些限制 • 

定义 4.1.1 类即指满足以下条件的 C " (込 X fl 2 X K ^) 

函数的 集合： 对任一紧集以及重指标存在 

常数00*，爲，馬，幻>0使 

|0 牌 1 妙。 0 ， )< ， 0)| + I0D-PI-1+W.I, 

(4.1.3) 

这里 O , y )€ X , d € R N ,0< P ,«<1. 

注意， S ?, s 类中的函数一般允许取复值， 



(4.U) 中的函数 <!>(*•, y,0) 通常取为相函数，即 
定义 4.1.2 相函数即一个 C " (込 x X R ' O ) 函数 ®(*, 

JS 0), 它対9是一次正齐性的，即 

<P{x, y, td) = I0(x, y, d), t > 0 , ( 4 . 1 . 4 ) 

而且当 0 # 0 时没有临界点，即当 e #0 时, gratUwAOMepo . 
在本书中相函数恒规定取实值. 

我们规定相函数在 A XR N \0 中光滑是因为齐性函数 

—般地不可能在0=0处光滑. 

实际上，往前几章中我们已多次见到了 （4.1.1) 或 0 U .2) 型 
的积分.例如设^是微分算子 

PO , D )= «„(*)€ C ~( fi ), 

则由 Fourier 变换知 

(p«)0O = (2 充 )-" j j e 心 - 〜 PO, |)«(j0 办旰 . 

这里振幅函数 PO , S ) 不含 y , 但它显然茌 G XfixR " 0= dimi ?) 
中属于 ( HO , y s ^) = ( r - y ).5 适合相函数的一切要求. 
又如在第三章中定义 Sobolev 空间时，我们遇到了算子 

⑼-小… (1+ 

它是（ 4 丄 2 )型的积分.相应的振幅函数是 
(1 + 

相函数仍是 (*->)• S. 

S 7 , 3 中最常见的是5匕，以下我们简记为 s "; S ?.。 则记为打. 
但在不同的问题中确会遇到其它的 P 和 S , 而且时常会带来一些 
麻烦. 

在 （4.1.1) 中我们首先设《 € cjCfl ,), 这时，对 y 的积分不成 
问题，但 C ., 类中的函数对0具有多项式阶的增长性，因此，对 e 
的积分通常是发散积分，这时对 （4.1.1) 应该赋以意义.当 
0 e 而 <P{x,y,e-) 是相函数时 ,0 U .1) 就称为振荡积分，陚它 

以意义就称为其正规化.在进行正规化以前，为方便起见我们将 
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* 看作参数而暂时略去，将 y 写成： r , 而将 （4.1.1) 写为 

40) s d^u^dxdd, «(*) $ C a "(fl )， 

(4.1.1，) 

这里 fiCR %0€ R \ 没有必要假设 B = 2 V ， 尽管在以后实际 
用到它时确实是《 = ；^. 

振荡积分的正规化有两种途径.其一是以下面的引理为基础 

的： 


引理 4.1.3 在 fi X R N 上存在一个具有 C ~ 系数的微分算子 

£- = a i ( x > 0 )去 + 2 *，.( r ， 0 )手 • + f (:， 0 )， 

1^1 dd, y-1 

其中 a , € 5 °(fl X R ^), ^ €5 _1 (fl X R w ), e 6 5~'(5 X R w )» 使得 
其形式转置算子适合 


证.因为 


r 

d 

ddf 

(fl; ， 

)- 

-E 

a 

e 巧 

(h • 








d it 


d9 

J9 

d 

i 

•⑽ 

a^ e 

=i 

ddf 

^ 9 

-— e 


t —— 

dXi 

!叫 

ddi 

a a 
96 


n 

s 

i-l 

•⑽ 
t - 

dXi 

d 、 

dxjt 



，，故 


因为 d > 在0卢 o 时无临界点，所以0卢0 时必是 光滑的，从而有 




a 4> a 


+ y 1 逆立、 

Qd i dd, fz[ dx, dx,/ 




(4.1.5) 


但这样作出的算子还不是我们要求的 ' L ， 因为少是0的 一 2 阶正 
齐性函数，因而在0 = 0处有奇性.所以我们还需进一步作一个 
截断函数 z (0) e c ?( K «)， 而且在 e = o 的某个邻域中 z (0)3 1， 
于是由 （4.1.5) 有 


-如 —幻 s 咐煢最-如 一 z) g %叫 


d<P 0 
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+ X ( 6 ) J - 

很容易验证，这个算子中 -1， ■^的系数和恰好属于5% 
odi ox, 

5-, 5- 1 .令它的形式转置算子为 i ， 则它正是而£■之系数正 
符合所求.证毕. 

振荡积分的正规化的第一个方法如下： 

先设 m < - N . 因为/» = (1)* 〆 *,代入 （4.1.0 并且作分 
部积分.因为 « W 有紧支集，对 r 作分部积分时，“积分号外”的部 
分为0;又 因⑽当 州-+00时为0, U ««) 当叫― co 时也 
为 0,— 所以对0分部积分时,积分号外的部分也为0,故 

Z # (a«) - jj 6)u{x-))dxdd . (4.1,6) 

很容易验证 L *( a O ，0)« O ))€ S ?,7 S i = min [ p , 1—»].所 
以在 P > 0与 S < 1时 f ：> 0,而只要々充分大 ， m — ks 可以小 
于任意给定数. 

以上是在《< — W 时作的讨论.若《>~心则（ 4 .1.1') 
没有意义，但适当选々使《 —心< 一则（ 4 .1.0有意义，而 a 
其值与《无关(只要《能保证 - JV ). 我们就以 (4-1.6) 
之值作为 m ^- N 时振荡积分 (4.1. r > 的定义 • 这是正规化的 
第一个途径. 

第二个途径 如下： 作截断函数 Z (0) 如上，并 H .定义 

h.X««) = |j ^ 心， 0 汶（ 80)(1(* ， d')uix)dxdd, 

且试图以/»,,当 e — 0时的极限作为 （4.1.1') 的定义.事实上如 
第一种途径那样作分部积分有 

U.M = [j e l ^ > LKx(ed) a ( ： x,d)u(.x')y x dd. 

注意到存在一个与 8 无关的常数 C r > 0使 

ia ； Z( e( r)l < C ,(1 + 1叶) _ _， 

就容易看到当 S — 0 时，上式有极限存在 • 我们就用这个极限作 
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为振荡积分 (4.1.1') 的定义.当然这里应取々充分大使 m - Ks < 
- N . 由于这个极限就是式 (4.1.6), 我们一方面看到它 〗 . Z 的取 
法无关;同时也看到，振荡积分的这两种正规化是一致的. 

总结以上的结果，我们得到 

定理 4. L 4 若 P >0， S < 1而。(〜”泛以”扒〜約是相 
函数,则可以用下式来定义 

i 9 Cau ) = jj . 0, «0, 6 ) ui ^ d x dd , « C *) e c ⑽， 
并称之为振荡 积分： 

U (««) ~ jj e / w *. fl , Z .< a ( r , 0 M *)) 心 iS 

=lim jj eM^dxdd, 

这里々的选取应适合 ' 

m — \s < —N y s — min(p，I 一 3) ， X(0) € Co(R w ) 

而且在 0 = 0 的某一邻域中 Xi $) - 1. 

2 .含参数 的振荡积分. 前面我们已说过，（ 4 丄1')是由 
(4.1.1) 中略去参数而来.振荡积分之所以重要，在一定程度上是 
由于可以和普通积分一样，在积分号下对参数进行微分或积分运 
算.所以我们现在再回到 （ 4 . U ) 而且考虑更为一般的含奋参数 
的振荡积分 

FC *) = jj y , 0)«(*， y ) dyd8 . (4.1.1.,) 

这里我们 假设： 

i ° < P (*, y , 0) 对 y 和 0 而言是相函数，因此 RT » dy , a ip (_ x , y , 
e ) ^ o ； 

2 。 lefl.crR-syefljcrR"*, a€5?.„p>0,«< l; 

3。 «( r , y )€ CS ( G L x a ,). 

在这些条件下 （ m ) 是有意义的，因而定义了 * 的函数 
PC *). 

定理4丄5在上述假设下； 


. 185 . 



1。 n *) ec 0 ■⑻. 

2° (f(*) y, 0)u(x, y)dxdydd (4.1.7) 

右方表示一个振荡积分，而积分的次序是 dx ^ dy ^ dd . 

3° D:K*) - jjD;[e , .* (I ' y ' 〜 Oc,y ， e)H(x,y)]dydd. 

证. i 0 n , s up p «(*， y ) gfl “ 若 dn , su P p « Or ， y ) 则 «(*, 
y ) =- 0, 从而 F { x ) 0 # 这就是说 

SuppF ( flOcn , sup |) «( ar , y ) 

右方是兑的紧子集， FM ^ C - 由 y 可知. 

2° 因为 FOO 有紧支集，所以 { fOO 厶实际上是紧集上的 
积分.因为 （4.1.1") 是振荡积分,所以可以作出 


L^L 


d . 




Qy 


' dd ) 


而使 


F(x) = |j ^(a(r, y, 6)u(x, y^dydB. 

现在右方是通常的绝对收敛的积分，故由 Fubini 定理即得2°之 

证. 

3°作截断函数 ^(0) = Z 0) ，并用 q =吼代替《置 


入 （4.1.1〃） 中，令所得之函数为 F ^ x ), 显然 60) 当々 — 《时 
对-致收敛于 FO ). 又 F *00 € C ? (兑）是显然的，因为 
可以茌积分号下求导数.我们有 

D ； P*W =- jjy ， e) P ⑽ dydd, 

这里 K ^ t y , 6 ) = c -' 9 D a ^ e ^ r , u ), 很容易看到 

b „ i x , y , d )^ sT s w . 

因此应用振荡积分正规化可知对 * 一致地有 

Um £>；F*(*) = jj y, 8)dydd 
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=jj D; y, ff) u (x, y^dyde. 

由数学分析的知识即得 3° 之证.证毕. 

因为振荡积分在正规化以后实际上是一个绝对收敛积分，所 
以 Fubini 定理对包也是成立的. 

3- 振荡积分所定义的广义函数. 现在面到不食参数的 情况， 
即 

= |j e ' 4(l ' 0) a(r, d^u^x^dxdd (4.t.O 

在固定了 和 a 以后，它是 《(*)€^( fi ) 的线性泛函.我们可以 
证明它是连续线性泛函，因而定&—个广义函数 

/^( g «) = ( A 9 «>, (4,1.8) 

定理4丄6若々适合 m — kj < —N 9 s = min ( p , 1 — d)> 
0,则（4丄8)定义一个不超过 4 阶的这 ^ 广义函数，称为 Fourier 
积分分布. 

证，设《€逆《(0)，尺是5的紧子集，则容易验证 

|/.( a«)l = ||卜叩0(>,0)«0))叫 

< 2 OupId-mWI, 

从 而命题得证. 

特 别是若 4 = Q , 则振荡积分本身就是绝对收 效的而不霈正 
规化. 这时，应用 Fubini 定理知道 

hCau') = (A, **〉 = j [ j ^ T ' e ^(x, 0) 叫 u(_x)dx t 

因此广义函数 j 就成了通常的函数(现茌是 C -( R ') 函数） 

A = J d ) dd t (4.1.9) 

但对一般的4上式就不再有意义,甚至也不能理解为振荡积分，因 
为我们只知道 gr a d ( „ fl ) 3> 0而不能断定 grad ^ C *, £ J ) ^ 0;但是 
我们仍旧形式地应用 (4.1.9) 来表示 /,( a «) 所定义的广义函数. 
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为了进一步讨论广义函数 X 的性质，当然需要注意到相函数 
它对 e 是正齐性函数，而相应十它有一个 m 要的概念 
定义 4.1.7 X (B w \0) 的子集 U 称为锥形集，如果 
Or ， d)^U ^ (x, td) € U(t > 0 )； O 。， (9 0 ) € C X (R N \0) 

的邻域如果是一个锥形集就称为 一个锥 邻域. 

锥形性质将变量 * 和0区别开来了.我们会看到 t 这是有重 
要根据的，我们将会看到，我们需要在余切丛 T * Q 上讨论相函数 
与振幅函数,这样，X将是底空间的坐标而 e 将是纤维坐标. 
在讨论 w 的性质时，一个起重要作用的集是 
C, = {(r,0)€fi X (R N \0), grad fl <P(*,&) = 0}. (4.1.10) 

记从 fl X (K w \0) 到 XJ 的投影算子为& 

tC„ = St, Rt = 0\S 9 . (4.1.11) 

定理 4.1.8 sing suppJC 知或 /< 在心中是 C" 函数 . 

证.设 * a € 知即指存在0 € R^XO, ， 0) = 0 .所以若 r。 6心 

使对任意 e 0> 9 0c。，0) 卢 o. 由 < j > 之连续性，必有 A 的邻 

域 v， 使在 p x (R N \o) 中 < p e ( x , d ) 0,于是可以应用振荡积分 
的正规化方法（定理 4 丄 5 )知当*€7时4 = -4(*) e C M , 而且 
S«ecr(PO 有 

<,<,«)=■ j A (_ x ~) u (. xyr , 

所以 J U € C~(F), 从而定理 4.1.8 得证. 

上面我们没有讨论振幅函数的作用.实际上很容易看到有 
系 4.1.9 若在 S* 附近 a ^0, 则 J *=3(*) 是一个 C~ 函数. 
这个结果还可以进一步精密化，但为此需要进一步讨论">的 
性质. 在本节最后,我们要介绍一个十分重要的 概念： 

定X 44.10 相函数 <P(*，0) 称为非退化的，如果微分 

\ 尝 ) G = 1 ， …’幻 


线性无关的话，亦即 



d 1 ^ ㈣ _0 乂 __ 

■" 

d % 0 d 2 <j> _• a 噃 / 

dd N dd N 'dd n dx' d8 N dxn 

= N . 

定理 4.1.11 当相函数 0 是非退化时， G 是 G X ( K 〃\0) 的 
»维子流形. 

证明只不过是应用隐函数存在定理罢了. 


§2. 象征的空间 


1. Sz a (. n . 上节中我们称 （4.1.1) 中的 fl (; r , y ,0) 为振幅 
函数，而且在 下一章 中我们将明确地定义什么是象征.但是目前 
我们暂时混用这些名词，因为我们真正关心的乃是空间由 
于锥形集茌以后的讨论中将起重要的作用，我们先要讨论打. s 的 
—个推广 5；. a ( r ), 这里 r 是 £j X 1^的一个锥形集.首先我们 
介绍一些名词和记号.若 KCfl X B «， 我们记 

(,x,d)^K. <>1} S 

AO = {(* ， 0)€r ， 0 }， R? = R^xo ； 

若 0 6 C~(£J X R N ) ，则便 《 在其外恒为 0 的最小闭锥集称为 《* 
之锥支集. 

定义 4.2.1 设 r 是开锥形子集， c"(r) 称为属 
于 s P ,i(r) 是指对 r 的任一紧子集 K 以及任意的重指标<*， 〆 存在 
常数 C = C ( o s 6 K ) > 0使得对0, 0) € r 有 

[afd? a (*,0)| < c(i + |e|)™- p|0|+{w . (4.2.1) 

我们记 C »( r ) = s ； r»Cn = Qs ^ Cr ). 

当 r = fl x b n 时， s?. a (r) 即上节之 5 ?,； 0 € c"(r) 若对 
e 为 w 次正齐性(即有 a ( x , td )^ r a ( ix ,6 ^,i > 0 ),则 a e sun. 
和上一节一样， 8^(r) 就记作 s’XrXsnoCr) 就记作， (r). 若 



。(尤， 0 ) = 0 (当 101 充分大时），显然 a es ;. i ( r ). 

S 7. Xr ) 有一些明显的性质，现归纳为 
定3 4.2.2 1。当 时有 5；. xr ) c 5^( r ) c : s ;. v ( r)c 

sr s (r). 

2° 若 e ■ s ^ r )， a2 e 打 >/ r )， 则 a ，■^ si ,, 这里 

m = m, 4 - w 2 , p ― min(pj ， pj), 8 = max(5,, 9 2 ). 

3° 若 aeKXO , 则 ajagaU ,0) e sTy ^^ cO . 

4° 若 a e c "( r )， 则 a e 5?./ r ) 当且仅当 《 € 5^. 4 ( r \ o ). 
这个定理的证明几乎是自明的，我们不再一一叙述.只是要 
提出，由2°知 sa ( r ) 是一个交换代数， sr / r ) 是它的一个理 
想.因此，若 a ， 6 e SZs(T) 而且 a - 6 6 sr / r ) ，则 《 与 * 有一 
个等价关系，记作《〜 a . 在偏微分算子理论的许多问题中，没有 
必要区别具有这关系的两个象征.这在以下的讨论中是极为重要 


的. 

在许多间题中，我们会遇到某个性质“对充 分大的成 立”, 
例如说，对充分大的|0|, SZs ( T ) 即指对于 r 的紧集存在 
一个常数々>0使《且|0| >4时属于（：~，而 
旦式 （4.2.1) 对成立.这时 |0|>3 r K /2 和10|<2〜构 
成 H w 的开 覆盖， 相应她可以作一的 C " 分割 1(0) 和 1(0) .任 
取一个函数 ai ec ~( r ), (例如 S ai = o ). 令 

b = Z o (0)a(*, 0) + ^i(S)ai(*, O'), 

则 i e C "( r ) 而且适当选取 c ：= c ( a , 〆 ， / O 可以使 （ 4 .2. i ) 对 
K »，0) 成立，从而办 e % s ( r ). 因为 o -* s 0 (|ei > ir K ), 
故<»〜之因此对充分大的属于的象征在许多问题 
中都可以用 sKr ) 中的象征来代替.其它“对充分大的成 
立■•的性质也往往可以这样来处理. 

函数《 e 5?. s ( r ) 是一个局部性质，因为有 

定理 4.2.3 设 rci ? x r n 是一 个开锥形集，《 e c -( r ). 若 
任一点 do) er \ o 均有一个锥邻域 vc:t\q 而使 a\va 
S 7 .»( v ), 则 wa / r ). 
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证.根据定理 4.2.2 之我们不妨只考虑 AO 的情况. 
令 K 为 r 之一紧集，则8 = infill > 0 ,由假设，对 hA ) er ， 
必可 找到一 个邻域 h 使当 | e K | : > s 时 
lejagflOr ， 0)1 < c(i + 

用有限多个这样的盖 K 即知上式在中成立.定理证毕. 

2. s ^( r ) 在变量变换下的性态.设 r ;( i « 1, 2) 分别是 
B 〜X 中的锥形集，其中的坐标分别为（*,|)和0，*!).如 
果有一个 c ~ 映射 h r , — 1^使)>_?0,0,*1«>10,0对5 
分别为零次和一次正齐性的，就说 f 与乘法群 R + 的作用可交换 
(因为下面的图式是可交换的). 

(»9 ?)—*(»> ^1) 

f 4 t f 

( y ，<»») 

现在设 a e 我们要问广 0 = a -) = b 是否在砹 8 (1\)中？ 

答案见于以下的定理 

定理 4.14 设/与乘法群 b + 的作用可交换，则在以下的情 
况下，“心⑻： 

r p + 占=1; 

2° P + S 為1，而 y = yO ) 与妄无关； 

3° y = y (*), n = ij (5) 而 #>，$ 为任意. 

在讨论象征时1，^时常称为纤维坐标 I 而集称为 
^处的纤维.这样上述的条件2°中 y 与 g 无关，则 r , 处的纤维 
变为 K *») = > 0 处的纤维 { U , 我们说这样的变换是 

保持纤维的. 

定理的怔明.我们用和心> 分别记|2_。/和|^。/则有 

dvi Qy ； 

敗十 af , 十 恥 

ei = v ^ + Y ： b ul 

dx t y 1 dx t 十 u, 私 
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由于 / 与 B +的 作用可交换，^是？的0次正齐性函数， 
0|| ax { 

I 31 与I则分别是1次和一 1次正齐性函数.利用《 e 5?.,(D, 

Oxi 0?j 

当 （r, f) € Kmr 时很容易得出以下的估计：当 Or，I) € P 时， 

llfj <c[(i+ifi)"-- + (i+ isn, 

|-^-|<cl(i + iiir^^ + ci + ifir +i i. 

若 p + 存=1，则和一 + 5 — l，w — p+l = W + 占，由 
此可以反复应用上式而知 ^ 6 ^UTJ ， 而得证. 

在2°的情况下|^= 0,«- P +l<«+5, 从而又得以 
0^1 

上结果.在3°下， _gi = # = 0, 这个结果仍成立.定理证毕. 

0^1 OX , 

利用这个定理，可将系 4.1.9 精密化而得 
定理 4.2.5 设 （4.1.9) 中的相函数是非退化的而且以下两条 
件中有一个 成立： 

i° p + s — i 且 p>a; 

2° 且 <PO，0) 对 S 是线性的， 

则1 °若 <> 在 C, 上无限阶为0,则 (4.1.9) 中的 
A = AM e c°°(fl)； 

2° 若 《 在 C, 上为 0, 则存在 A€ S 7： s ip x ) 使对任 
意 《0O e c；(fi), /*(««) = 

为此，先应证明一个引理，它是著名的 Hadamard 引理的一个 
变形. 

引理 4*2.6 令诉...，料是 G X R w \0 中的函数，对0为 

零次正齐性，而在 

C = {(*, 0) efl X R w \0, < t > i(xy 0) = 0,; = 1，. • •，次 } 

上，&， …， d 如 是线性无关的， 0) € X R w \ o )， 若 
i°p + s = 1或 
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1。 中1，… ， 只是 * 的 函数， 

则当《在 c 上为 o (无限阶为 0 ) 时，必 存在 〜 e x K v ) 

(/ = 1, * • •, AO (在 c 上无限阶为 o), 使得 

k 

o = (4.2.2) 

证.我们实际上是要从 C ^.2.2) 中将 0 i 解出，为此，我们先 
对0,乃局部地求解，然后再 用一的 分割拓展到整个区域上去. 
于是设 U ， X R N \0 .若 O a ， e a l\e a \ ) < C 则必有某个 
4>iX x ^ 0 o )^ O * 于是我们在 （ r , 0/|0|)充分接近于（*0, ^ o /|0 ol ) 
处令 a h = o /0 j o 而其它 a; = 0,利用也^之齐次性可以在 
成) } 0 > o ) 的一个锥邻域中定出〜.若 0 „， 0 。/|氏| ) e c ， 
则因在 (>» e 0 n9 0 \) 处是无关的，所以由隐函数定理，可以对 
它们补充以和 +1 ， 0 = n + N- 1), 它们仍是0的零次正 
齐性函数，而且0】， …， 也是流形 {( r ,0), \9\ = 1} 上在 
(^， 氏 / IAl ) 附近的局部坐标，设它可适用于区域 B <= R ( 中，则可 
得一个微分同胚 

( r , 0) -» (01， ... ，和，|0| ) 6 R ’ X R +， 

将 {<*0, A)} (.1 > 0) 的一个锥邻域映到 B X R + 上.令, 0) 
在这个微分同胚下变成 2(6 10|). 

若 l° P + fl = l 成立，则由定理 4.2.4 之1°(注意在定理 
4.2.4 中 f 和>1的维数分别为吣和 的而不一定相 同）,以也，和 
作为 JS 问作为>1而知 S (々， |6|)€5™,.在 2 °的情况下, 
也，*■■，.和只含 * 则我们可以改用另外的微分同胚，使 
01 ， A = 0*, 而仍能使在 ( C ^ O . ^ o )} > 0) 的锥邻域中 

变 a ( x , 0) = ~ aiy , ,,)€ S ?. a . 总之我们得到了 s ( y ，0 e S ?,, 而且 
在欠 1 = • • • 处 3 ) = 0 .对2应用古典的 Hadamard 引 


理 


S(y，)?)■=* 2 ^ y*+i， ■*.， n) 釦 I 


& =最._来的坐标.即有 


« 191 • 



a(x, d) *=-- ^ a ,(>， d)<t ， i, 

/ - 1 

而且由 ~ 的作法知 e s '^ V . 

以上我们分别在 U, d a )iCH (* os e 0 )€ c 两种情形，在半 
射线 {U, /0o)} 0 > o) 的锥邻域中作出了所潘的 ai (注葱，在 
Oo, e D )tE c 时，《; = 0或 ai j 4， i e s - s czs ：： e e ). 这些锥邻域构成 
x R N \o 的一个开覆盖，它们与 PI = 1之交则是球丛 fix 沪^ 
的一个开覆盖.作从属于它的一的 C" 分割，并对0坐标作琴次 
齐性拓展得到适用于 g X R N \0 的一的 C" 分割.用它将前面局 
部得出的~粘起来即得引理之证.关于■^在 c 上无限阶为0这 
一部 分的证明由上自明. 

定理 4.2.5 的证明.将引理 4.2.6 应用于 (ft = 刪 de it C 变 

成了 C#， 而 

d ^> 

a = ^ ai ~B0 ； 

但是^少= -/ i ，，应用分部积分即得 

/和 ) = (令 《)’ 

令 


则定理的结论2°得证，因为现在明显地有6 

这里需要注意的是我们在振荡积分 IM 中应用了分部积 
分法.当《 < — w 时这自然是合 理的； 若不然，则需要用正规化 
来证明. 

若《在 G 上无限阶为0,则由 * 之表达式以及引埋 *U.6 中 
关于~在 C 上无限阶为0的结论知6也具有这个性质而可以反 
复应用结论 2°. 因为 P> 5,所以应用2°足够多次以后可得 
/„( uk ) — l^{bu), b € SJ^,, 
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M 为任意大,这时广义函数 ^ 成为 

^ = j e i9(l - a) b(x, 9)d$. 

显然/ = d (*) 可以继续求导任意次而有定理证 
毕. 

3. ■5^(/') 的拓扑 4 设 xgr 是一个 紧集，由定义，必存在常 
SC ^ CO ,?, r ) 使 

|a3Sjo(r,e)| <c(i 4 -10|)—^- |+ ^', Cr ， 0)eK*. 

取适合上式的最小的 c ， 亦即取 

f a . P . K (fl) = sup|a?ef a (x,e) |/(i 4 - (4.2.3) 

可以看到它是扣 ,(r) 的一个半范.如果紧集 k ‘， k ， k " 适合 
K ' aK ( ZK ", 则易见 

^ ?o,a.K(«) ^ Pn.e.K"^'). (4.2.4). 

现在取 r 的 一个上 升的穷竭的紧集序列 { K ,}, / = 1，2, • ■ •于是 
对任意的重指标 《， A P ^ U ) 构成可数多个半范.用这组半范 
定义一个拓扑，很容易看到 S -,,( T ) 在这个拓扑下是完备的，从而 
使它成 为一个 Frichet 空阆.以后凡说到 S ?, a ( r ) 是一个空间时， 
都是指的这个拓扑. 

在这样的拓扑下明显地可以看到 

定理 4 . 2 . 7 1 °若叫<%，则嵌入映射町, ,( r ) 4 Sh ( r ) 是 
连续的. 

2°映射珲圯： s ; u ( r ) — s ;^" i +¥ i ( r ) 是连续的. 

3°乘法映射 (5™：,( r ), %(!■)) — orxr ) 是连续的 : 
4°定理 4.2.4 给出的映射 5~ a ( r ,) -* Stm 是连续的. 

这个定理的证明略去. 

s ?./ r ) 中有界集的概念是一个重要概念.在一般的拓扑线 
性空间中，集 M 为有界的定义是：对于0的任一邻域 F , 必有常敗 
1>0 存在，使 M ^ XV . 对于 5 ™,(r), 因为 0 的邻域可以由半范 
p .. B . K 生成，所以 Mcs ^( r ) 为有界即指存在常数 c „.,. K 使对一 
切 
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?o.»ik(«) ^ C a , e , K , (4.2.5) 

' 在 S 1 中我们讨论了振荡积分作为含参数的积分的微分与积 
分运算（定理 4.1.5) m Fubini 定理 ， S 2中证明定理 4.2.5 时还讲 
到了振荡积分的分部积分法，下面想要讨论关于振荡积分的 
Lebwguc 定理.为此先需证明下面的 

引 a 4.2.8 设 K 0 6 cm 1], 则必有与 /(*) 无关的常数 M 
存在使 

M (max 1 /(/) | )[ max |/(/)| + max |/’’( f )| l . 
n.i] io,ii [o.n io.u 

(4.2.6) 

证.当然不妨设 K *)# o 且取实数值.先令 

/e [。，+], o < s < 十， 

由 Lagrange 公式，必有々€ (/ + S ，/ + 2 s ) 而 

|l/( ( + Z6)-/(/ + 8)]= /*(/,> »fW + ^r(r)dT. 

由于 /, - » < 2 e , 故由上式 

ircoi <|i[/0+2e)-/0 + 01 I + \] 1 \r(r)\dt 

< — max I /(/) I + 2 smax 
8 (Ml {oai 

令 

s = — [ max |/ C 0|/( max |/(/)| + max |/"( Oil 全， 

4 [ o.n ( o.m to , i ) 

即得 

( maxI /’(01) < 9( max |/( OI ) 4 ( max|/(OI + max |/' X #) l ) J . 

(0,1] [0,1 ； _ to.11 

£34.2.9 若为 SlUflxir 沖的有界集而且在 flxRN 
的任一紧子集上一致地有屮 — a e X R N ), 则对任意 《 e 

有 

Hm l 4，(< tju ) — l ^( au ) 4 (4.2.7) 

i 

证.令 f* = (0，. • ， 0)，/jCO ^ o^(x,S + te K ) 





— o ( x , 6 + leif ), 

因为对 (;r,9)e(S X 的任一紧集 ) 一致地有 mwl/,(01 — 0 ,故 

( 0.11 

由上面的引理，利用 U} 为抆，中的有界集，知对（*， 0) € (OX 
R N 的任一紧集)一致地有 /; (0) = VC^ e >^°- 

反复应用此法(注愈在对 x 变量应用此式时 q 需改为 （0, ■ - ■ ， 
A ， ...，0), A > 0充分小)可知 a?ag ai ( x , 0) 在 <? X R w 的任一 
紧集中一致收敛于 d ^ dt a ( x , d ), 当然在 fl X R N 中也有逐点收 
敛.乘以《0)并不改变收敛的特性，于是利用 Lcbcsguc 控制收 
敛定理于 IM 的正规化 

jj e iK ^ 9 > LK ^> 0)» o ) V * 拍， 

即得定理之证. 

同样的证法当然也适用于积分 (4.1.1)： 

(^ iM ) C *) = jj e 他… , 。心山 d ) u (. y)dydd 

— (如 )0〕 = jj ，一 〆 *， y , 6)uiy)dydd. 

这个定理显然即是振荡积分的控制收敛定理，为有界集 
的条件代替了被积函数的一致受控条件. 

最后我们介绍一个逼近定理. 

定理 4.2*10 设 a € 5» a ( r ), CJ ( R N ) 而且在 0 = 0 的某 
个邻域中 ；C s 1 . 令 z ;( 0 ) = x ( dli ), 于是 ai = Z ifl € d ( r )， 
而且对任意< > m ， 在 sm 的拓扑中收敛于 

证. ： ^ =〜€53(10是明显的.取任意的与紧集《， 
由于 0 € S ^( r ), 必定存在常数 C 使 
I 閃 ， (1 一 A ( 0 )) ara ? aO , 0)i < c(i + 

这里 O ，0) eK % Kgr 是一•个紧子集.于是 .. 

19^0 -x,-(g))dragoU, e)l 
(1 


< C(1 H 




若设 A ：(0) 曰 I 于 <，，；1：(0) = 0于101 •，则在上 

式中当 a ' = 0 时式左的支集在|0| > ; >处，右方则是 C ( l + 
\e\r~ a '. 因此右方当 ie | >妗时当| 0 ! <斤时因 
左方为0,即令不变右方这个不等式仍成立.当乂卢0时，式左 
的支集在 ； r < |01 <; R 中，在这个区域内，右方的 


(1 + 叫广 1 /严 , 



y(p-l)I.I < Cl> 


(1 + | 0 丨 ）— <(1 +< cy ”' ， 

总之式左。广在这个区域外，式左为0故仍可得式左 
< c , r ~ w '. 利用这个结果即知，对 S 匕 ( r ) 的任意半范 h , s . K 都有 
P a , B , K^i -«) = 0(1) 广 — 0 . 


定理证毕. 


4.渐近展开式 .在解析函数范畴中，幂级数展开式是最重要 
的工具之一，但在 C " 函数范畴中 ，一 般说来 Taylor 展开式的应 
用需要在余项处理上有新的概念和技巧.对 sUr ), 一个重要的 
概念就是渐近展开式. 

定义 4.2*11 设 U . hw ... mqessv / r )， 而叫 \-00 .我 


们说 a e c »( r ) 具有渐近展开式》〜乏]~即指存在一串实数 

i 

汽\一《5而使 

a- 從 ⑺. (4.2.8) 

一种常见的情况是幻是0的《 — /次正齐性函数而 


«€ 5"( r ), 这时 a ( x , 6 ) 称为学净哮率 

当《具有渐近展开式异未意味着芝]«，收敛，而且 

不同的象征可以具有相同的 Wifi 展开.在这时，若 i a , b ^ Sl e ( T ) 


也有 * ~ 2 j 〜则 




§ 




对一切々成立，所以 〜 iesr . xr ). 按定理 4.2.2 后的说明， * 
与 * 有等价关系-〜之所以每一个〜等价类具有相同的渐近展 
开式.用渐近展开式来表示 a ,,( r ) 中的等价类时，对该类中的 
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象征的种种运算会带来很大的方便. 

由定义可以直接看到，若。~ 则 

I 

O s ,dU - 2 (4.2.9) 

i 

现在我们来证明 

定理 4.2.12 设有如定义 4.2.11 中所述，则必存在 
W 扣 s ( r ) 使 a = «,), 而且《在等价关系《〜6 (或记 
作《 s 6 mod 5；. Kr )) 下是唯 一的. 

证.唯一性部分在定义 4.2.11 后的说明中已经证明了，为证 

明*的存在性.取函数%(0)6 C ~( R «), 使 Z (0)= O 于|01<丄 

2 

处， z ( e ) = i 于 iej > i 处.作 r 的一个上升的穷竭紧集序列 
{&}， 并且选 一个正数的上 升序列 — CO 使得对 Or , 0)€幻 
有 

(4.2.10) 

这里 1«1 + |?| + i < j . 这样的/,总是可以找到的，为此先设 
t > 1,注意到 

= (s^)^ cl-'. 

若《#0,上式中的2应适合 f > |0| >丄* 或 | fl | </<2| e | 

t 2 

(否则双方均为0)，所以一定有与 < 无关的常数 C a (例如取为 
sup | 洱 Z |) 使对一切0有 

卜 ( 子 )| <c a (l + |0|)-' (4.2.11) 

当《=0时，自然也有 C a 存在.总之当1时，对 / —致 
地属于 5«( R W ). 由此，当 0,0)6 幻而《»,/?适合 M + !/?! + 
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/ <7 时，一定存在常数《^使 

卜河 [0 (*， 叫 | < 以 1 + ]0|) ， - 一 ，1 

= cxi + |e|)"r-/-«. (1 + 

但在此式中可以设101 >\ u > 由于叫 一™ m < o , 因此只要 

取 A 充分大即可使 （4.2.10) 成立. 

于是我们令 

<*0, 5) - 2 Z ( f ) “心， 0 ). (4-2.12) 

这个级数确实是收敛的，因为在某一点（^， &) 附近，当 i 充分大 
使 \^ hi \ < +时 ， Z = 0,而 (4.2.12) 成为有限和.利用 

有限覆盖定理可知在每个紧集 Kcr 中，（ 4 . 2 .12)都是有限和，因 
此可以证明 <*6 S 5( r ). 

再看 ° 一 § ai = S [ x (f) - 1 卜 + S, O, 
前一项当 PI 充分大时为0,因而属于 S；:,i(r,) 对后一项，则利 
用 S2_ ( 收敛可知对 r 之任一紧集 k (它必含于某个心内），在 K* 
中 

|a；as 2 < c(i + i0|)™t+m-i 儀 . 

由此，定理得证. 

在这个定理的证明中采用了重要的 Borel 技巧(当然有了一 
些改变），它来自以下经典的定理及其证明. 

定理 4.2.13 (Bowl) 设 KSR，，f = i - h ^ h ), h > Q , f,i 
C『(K), 于是必存在 /€ C n D (I XK) 使得 

Q'Kx, Ofdt' =>=/；(*)» / = o, l, • • • 

证. 作函数 <P(06 c 0 "(o 使当时 fCO 函 1 •取 
一串正数使 8,\ o 充分快以至 



|0价， 01 < 2 勹， |«| < 卜 1， （4.2.13) 

这里 gi ( x , t ) = <P ( y ;) »'7 y (*)/；!. 这 样取〜 是可能的，因为由 

其各阶导数均有上界，记8°中8,之阶 数为味 ，则 
由 Leibnit2 公式 

01 < S C(o；,a7)67' ，： 

但在上式中可以认为卜 |<« S ;, 因为时而 
上式自然成立.因此当~充分小时 

因为《,< 1«»1 _ 1. 由 （4.2.13) 可知 


/(*， »)=S g ；(*» 0 (4.2.14) 

/*0 

即合于所求. 

(4.2.14) 可以说是一种变形了的 T ay ! or 级数.因为任给一串 

复数〜形式幕级数川不一定收敛，但仿照以上的 ■方 
^*0 


法， K 0= s < p (^) 〜 V /!， 则 K *)€ c fl -( R ), 而且 〆 切）〜,-即 

m 

〆 *)以 D ^/；!为其形式 Taylor 级数.这样， Borel 定理允许我 

> *0 

们把 Taylor 级数这个重要工具应用于 C ~ 函数.这当然是很有 
用的. 

需要注意的是定理 4.2.12 应用起来不很方便，因为要验证 


«〜2~就需要估计迖朽 
代,我们有 


« — 2 °» • 

1 - ，.<* 」 


作为一个较方便的替 


定理 4.2.14 设《;6 s ?. ur )，«,\- oo , «.€ c -( r ) 而且对 r 
之任意紧子集 K 以及重指标《, /?均存在常数 A * 和 C 使 

|djdg a (*,f<)| <C(1 + \d[y t (x,d)€K\ (4.2.15) 



而且 设对任 意紧集 Kcr , 存在一串 w \- oo 以及常数 C , 使得 
当时 

\aix,d) - $ 巧 {> ， 0) 1 <c,(l + |01)' (4.2.16) 
则必有 d 〜 2 °)» 

I 

证.为证明它需要引理 4.2.8 在髙维情况下的一个直接推论 
——其证明留待 读者： 

设 H p 有紧子集/在 K a 附近二阶连续可微，则必存 
在一个与 f 无关的常数 C 使 

( 8 =P S ) < Csup |/ C *)| [Sg 1/0)1 + sup 2 l D 7 l ]. 

(4.2.17) 

现在证明定理 本身. 由定理 < 2 _i 2 必存在 * S o , •.令 

i 


d ■ Q — 办， 

则对任一紧集 Kcr 易证 

iaje ^ o ，0)| < c(i + |0|) S ( t ,0)6 Ks 

(4.2.18) 

[ i (*, e )|< C,(l + |9|)-%( x ,0 ；€KS 

这里 c 和 1 依赖于 《, /?, K 而 r 是任意正整数. 

令 d e ( x , ?) = tl ( x t 6 + f )， 则 

钯9?右 o , Ol*-o = 钯 ag 心 0,0). 

令 & = k x U = o }， a :, =皮 x Ull < 1 )，这里皮是 r 内的 
紧集且 Ket 则由 (4.2.18) 知，对 o , e )€ 欠有 

(»np 2 旧圬心 + 

\ K * r « i + ii 9 r<i / 

• la + m ^ + a + idiyi . 

因为这里的 C 对任意厶均适用，故对 Or ，0) eP 有 


8U k p 


S 


,0)|<C(1+ [0|)-^ 


(4.2.19) 
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这就是说，当 M + IA < 1 时 | 0 * 0)1 < c；(i + |6|)-% 
r 是任意的.对 S ? 内 rf ( r ,0) O | +叫= 1) 再应用 （4.2.18) 
即知 （4.2.19) 对！《| + W <2也成立，仿此以往，可知 
因此 a 〜2 句. 

S3. Fourier 积分算子 

1_ Fourier 积分算子及其分布梭.现在回到积分 (4.1.1), 
并假设它定义了一个算子而将《 0 ) e c fl - (岛） 映 
到谬乂 q ) 中.这是因为对 〆 y ) 6 C a -( fl l X £ J ,), 如！ 1定理 
4-1.6 指出的，~0«0是 m 的连续线性泛函,而且是阶数不超过々 
(々造合》_ 々/ < — N , f = min ( p , 1 一 5) > ❶）的 
广义函数.记此广义函数为即 

< K a , w ) = JJj ，一 a ( r , y , 价</成 (4.3.1) 

此式右方的积分理解为振荡积分. 

我们知道，每一个 x P ,) 广义函数都定义一个算子 
CJCfl ,)-*- 您’ ( A ): 令 «•(：(：, y ) 为张量积 t >< S)u 

( K a> r ( gw > = jjj e mt - y e , a ( x , y , e ') u {. y ) v (. x')dxdydd 

={ Au , v ) 9 (4.3.2) 

这里 Au { x -) 即由上式定义的 ^(13) 广义函数，而且港式地仍记 
厶 (*) 如式 0 U .1). 

这里要注意，迄今为止式 （4. U ) 并无 定义： 在定义振荡积分 
/*( aa ) (4.1_1’）时，我们要求 grad u ，幻{?(，， 0, / = min ( p , 
1 一 8) > 0. 同样相函数 0 ( x , y , e ) 适合 grad ^.,.8, <P ¥= 0保证 
了 ⑽ ）（ 即 （4.3.1)) 有意义.在讨论含参变量的振荡积分 
(4_1. r ) 时，规定了 grad (,, fl ,< pO , y ，0) 卢0才能确知 f 0) 
( O . l . r )) 是 C 0 -( fl ,) 函数.在一般地讨论 (4.1.1) 时并没有这个 
条件 ，因而 （4.1.1) 直到现在才可以定义如下 ； 
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定义 4.3.1 若 a6 5?. 5 (^ XQ,X R w ), < p ( r , y,6) 为相函 
数，则当 < = mi n (>， 1 - 5) > 0时定义也 O ) 为由 （4.3.2) 所定 
义的谬'(认）广义函数.这时逆(込）—逆' (岛） 称为 Fourier 
积分算子(以下简记为 FIO )，(4.3.1) 所定义的广义函数称为 
d 的分布核， 

和前面讨论 Fourier 积分分布 4( o «) —样，我们把分布梭 
形式地写为 

心 0, >0 = j eye . ( 4 . 3 . 3 ) 

由定理 （4.1.8) 有 

singsuppK ^ C 5, = {( 尤，>0; 30 鈐 0, < P «( r , y t 6 ~) = 0}, 
或者说 k a { x , y ) 在 = fl , x £? As * 中为光滑. 

这里的讨论没有涉及振幅函数 a ( r ,) S0 ). 当然直接利用系 
4丄9知，若在 S * 附近 o 安0,则 K *， y )€ X fl a ). 但是 

我们容易看到，只需设则 （4.3.1) 和 （4.3.3) 均绝对收敛, 
而且应用 Fubini 定理知这时分布核即是由 （4.3.3) 所 
定义的函数,而且它也是光滑的. 

Fourier 积分算子总是写成 

Au(.x) = jj e it( ^- e> a(x, y, d)uiy)dyid. (4.3.4) 

目前这只是形式的写法，甚至还不是振荡积分，因为我们并未设 
gra d (y , fl ,® ^ 0,它的定义就是 (4.3.2). 虽然，在 a € U 时 (4.3.4) 
作为一个积分，确实是有意义的.下面举一些 HO 的例子. 

例 1. 首先是线性偏微分算子 

P{x, D) ^ 2 a 0 (*)0°, «.(*) 6 C -( fl ), 

la|<M 

因为 

所以 
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PO, DM*) ^ -jj ，-叫 fO, ^ uiy ^ dy . (4.3.5) 

其振幅函数(象征)是 PC>, o, 相函数是 O — y) - 6相应的分 
布核是 

K a = (2*)-' j e il ^ P { x , S «•(*). ( 2 *)” 

. 0(«-y)-i r<j|= ^ MD a d(.x - y). 

1 i > i<n 

特别是恒等算子 id 相应的分布核是 _ y). 可见“很规则"的 
算子相应的分布核可以有很髙的奇性. 

例 2. 拟微分算子就是相函数为 O — y) • s， 而象征为 
|) € X R*) (« = dimfi) 的 FIO： 

(/(«)(*) = (2^)- jj c^-^aix, 

= o ” j ， 〜 ( r 顶旣 

由于它的极大的重要性,我们下一章将专门讨论它. 

例 3. 波动方程的 Cauchy 问题 

^ = A/, r€R% 

对《作 Fourier 变换有 

磬叫 ㈣ /，5)， 

/l«=o = 0, -^-i =» KO* 

at U-o 




再由反演公式有 
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} 0 , = (2^)- jj 

=(2*)-" jj e ；[( ^ +i '«' 1 (2i|5i)- , «(yVy^ 

十 （2 re )- jj e -[ t ^ f ~< lSii (2/|^|)- 1 « Cy ) rfy ^.. 

记第一个积分为 hO >^), 并引人截断函数 € C 0 "( R ") 使在 
If I <1 时 Z (0 = 1, 在旧 >2时7(0 = 0,而将/+写成 

/+(/, x ) = g + 0 , *) + A +(/, *), 

g + 0,^) = O )-" jj ^ ,(1 ^« +, l 4 n «(^)*( y )^, 

fl a) = [i-z(f)]C2i|?i)->, 

A + (/,^) = (2^)-' jj -伙 + f i ⑴； e ( O « U )« G 0 办在. 

对第二个积分 /_(/，*) 也作类似处理，就可以看见/(<， 乃 分成了 
两个 部分： 

g + 0 » *) + g- 0 , *) 

以及 

&(/， r )+ A _ G ，*)=(〜)_" jj 吨. 

这是一个拟微分算子，其象征是 

za ) sin ^ l ? l / l«l €5- 

(因为当⑷ >2时它恒为0)，而 g ±(/，*) 都是 FIO , 其相函数 
是 ou ±々 i . 

例 4. 拉回算子.设坏^1:', 1 0厂11;*,而 /:£?, — O a 是一个 
C " 映射，则对《 ( y ) 6 C D "( A ) 可以定义其拉回（广 《)(*)=* 
(«。/)00.对 “00利用恒等算子的 FIO 表达式(例 1), 有 

(/%)00 = { 2 nT a jj e^-^-^u^dydi 

相函数是 [/GO - y ] - I , 振幅函数是1 e 

这个例子还包含了迹算子.设 R 〃 = R " XB 〃 •，其中的坐标 
记作0”^)， *, eR ", r 3 6 K «-». 令 U ,0). 
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ftc 阶， 定义为 

fl 2 n(R n x {01) = 0, x {0} (4—0). 

我们知道，对 《 € C fl " (岛 ）， 可以定义其迹算子为 

r ： C^QO-^CSW, (r«)OJ - “O ”。）， 

于是= («。/)(4)= ( 产《)(々).因此，迹算子 r 也诗 
以用 FIO 表示为 

Cr«)(*,) = (2，)—， jf 

2. FIO 定义域的扩充，算手相函数.现在我们考査 FIOJ 的 
形式转置算子其定义是 

( Au 9 v ) = ( u 9 f Av } 9 u € Cf(Oa), Co ( O l ) ^ (4.3.6) 
利用振荡积分来定义，容易看到 

( Au 9 v ) "- |jj e mx , y , e ) a ( x 9 y, d)u (y) v (*) dxdydd 

是的连续线性泛函，因而上式也通过#定义了 
逆^(岛）广义函数仿照定义 4.3.1 和式 （4.3.4) 知道 M 
也是一个 fio , 而交换*， y 后有 

(4*000 - jj c _.*〜(y，r， e ^ dydd . (4.3.7) 

因此其相函数是 <P(y,*,e) (它当然逭合相函数之定义 )5 振幅函 
数是 《(y, *， 0) € s^M xfl.x R w ), 而且 

Uv ： 纫 （£0 — 逻'(必 ). (4.3.8) 

现在要问，^«0)在什么条件下是经典的光滑函数？当然我 
们希望用振荡积分的正规化来处理 0-3.4), 但这就需要对相函数 
加上一些条件.为此，我们引人 

定义4>3.2若相函数适合以下条件： 

1 ° 奸 4 ， , # 少 (>, y, 0 ) _ 0, （ y, fl) € fl, x R w \0; 

2。 Vy €£J,, grad ㈣冲 O, y, 6) 0, (*, 9) € X R N \0, 

则由0^,7,0)称为算子相函数. 

条件1°保证了 (4.3.4) 可以看作含参数*的振荡积分，从而 
仿照定理 4.1.4 和定理4_1_5可知（ 4 .3.4)中的 Auix )€ C~(fl,), 
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而 且由于 

AuM = jj e i * il -*- 6 i Lna ( x , y , B ) uCy ' y \ iiydd t (4.3.9) 

々适合 m — ^ < 一 N , s ^ min ( p ，1 一 8 ) > 0, 

易见当 《( y ) 在逆(岛）中趋向 a ,( y ) €您(込）时， / i «00 在 
S { Qd 中趋向于 ( yifOO ) € SiQd . 因此，准确捏说，条件1°保 
证了 /*: 逆(込 ）4^( 兑）是连续映射.同样的理由，2°保证了 
纽(岛）—/(认）是连续映射.总之有 
定理 4.3.3 若 ® O , y ,0) 是算子相函数，则 FI 0 0.3.4) 是 
您 ( ft )— / (岛） 的连续映射;其形式转置算子 M ((4.3.7)) 是 
纽 (£0 — /(兑）的连续映射. 

这个结果很容易精确化，因为我们可以在 (4.3.9) 的积分号下 
求导，故 有:、 若非负整数4适合《 _ / _如< — W ， 则 Z 和 M 
分别是込)(逆兑）— <^' W ) 的连续 映射. 

-对形式转置算子再作转置即可将 J 的定义域拓展，如果拓展 
后的算子仍记为则这个拓展的定义是 

( Au , p ) =- <«, " Av ). (4.3.10) 

注意到 M : 您(认） —/( fl ,) 是连续的，则当《 e 忒'(込）时，上式 
右方有意义，而 且是* > € miQd 的连续线性泛函.因此 (4.3.10) 
的左方 e 逆乂认).这就是说，拓展后的 
而且还容易看到这个映射也是连续的.对于 W 当然也是 这样. 

、走 34.3*4 若 ® O ， y ，0) 是算子相函数，则 d 和 W 分別可 
以拓展为连续映射孑'(込） — 纽' (兑） 和 

3. 奇支集的变化.上面已经说到 FIO J (4.3.4) 是由 
纽 (込 ）— m-w 的映射，而且由式 (4.3.2) 知这个映射是连续 
的，由 Schwartz 核定理，这样的映射，必可由一个分布核 
S>%Q, x Q 0 按张量积 

( K a ( x , y ), = ( Au , t >) 

来定义.因此，由式 （4.3.2), 相应于 FIOX 的 Schwartz 核就是 
式 (4.3.2) 中的 I . 这个核形式地记作 （4.3.3) 而且由定理 4.1.8 
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知道当0, y )€ 心时， 这个形式的记法可以理解为振荡积分而 
AO , y ) e c ~( A ) 即 

«ing supp^C5ji ~ Qi X 0/\Rf. (4.3.11) 

现在我们要讨论以下的 问题： 设 ( P 是算子相函数，则3 : #‘(岛)— 
^'( 0 ,), 现在要问 sing supp J«*dngsupp «之间的关系如 
何？这里 《€/' (认) . 为此我们先引进一个集合运算 关系： 集合 
的复合. 

定义 4.3. S 设 x ， y 是两个集合， scxxy , Kcy ， 我们定 
义 S 与 K 的复合心尺为 

S»K = {*€ X ； 3 M 尺使0, y )€ S }. (4.3.12) 

于是，我们的结果是 
定理 4.3.6 当3> 为算子相函数时 

sing supp <4 « CS^osing supp “， 《 € (4.3.13) 

证.当 S i U g SU pp «= 0 时，上式右方自然也是 0, 而这时 
«€级(岛)，3«€忒(岛）上式左方也是0,总之上式成立.在一 
般情况下我们则将"分为两部分，使一部分具有空的奇支集，而另 
—部分则集中在 sing supp « 上，具体些说，令试是 sing supp «之任 
意邻域，作函数 < KjO 6 C a " (试）而且在 rfngsupp * 之另一个邻域 
£^ C 试上, < Ky 〕 3 1. 于是令 

« = 必 》+ (1 — (/>)« = « 4 + «], 

则有《2 € #(兑），而 sing supp u = singsupp «, C ： supp (4« B ) Cfl ;. 记 
S upp (^«) = K „ 若 K , 是 & 中不与私相交的紧集，则 K,X 
KCR〆 若不然当有; T。e &， y 0 € &使（*。， y。） 芒心，即 u，y 0 ) f 
心，亦即而与 0 矛盾).因为心是开集， 
K ，&是 紧集，故必有兑与 込的开子集，使& C Wl C ^, 
岛而 Wl x U > } CR «. 但 K_<(*，y)e d/^)， 故如 (*)e 
c~(^>. 因此 

sing supp AudS ^ K 2 CS ^ Q u 
但么是 Slog supp u 的任意邻域，故定理成立 . 

从这个定理可以看到，若知 B 0，则 sing supp — 0即 





Au € C - Cfl ,). 担是若(兑 X fl , X K M ), 前面已经 
指出 / OO , y )€ C - Cfl , XJ 3,), 这时尽管 s * 不一定是空集，但我 
Mfl 可以看到将心换成 singsupp ^^ 上面的结果仍是成立的，因此 
•当 a e S ；,1 (A X i) a X R N ) 时，也有 /(«e c -( fi ,). —个连续线性 
嘗子々，'(岛 )— 逆 •(£?,) 若映 f (兑）到 c -( a t ) 中就称为正 
棚也算午(觅定义 1.5.4). 所以振幅函数在 d 中的 F [ 0 是正则 
化算子.如果我们记振幅函数在中的 no 之集为则 
‘心^,1是芷则化算子集.在偏微分方程理论的许多问题中,我们可 
以(或者说•■不得不”)略去算子.例如在例 3 中，我们关心的 
是 + g - 而略去拟微分算子心+ 因此，我们认为两个只 

相差公算子（当然要相函数相同）的 FIO 是等价的.也就是 
说，我们关心的是当然是指有相同相函数的情况). 
m 3 中我们 实际上求的是波动方程的基本解，而在考虑一般的基 
本解间题时可以更明显地看到，我们不得不在中讨论 
问题.在 S 2关于象征空间的讨论中，我们看到，需要注意的是 
SH 于是和之间的对应关系是一个重 
姜的 问题.这一点在下面将会看得很清楚. 

§ 4. 稳定位相法 

1. 相函数没有临界点的情况.本节中我们将要系统进讨论 

积分 

j e^'a^dx (4.4.1) 

当 co 时的渐近状况.这类积分在许多物理问题——例如 
物理光学的几何光学近似以及量子力学的经典力学近似中出现. 
下面介绍的方法对于物理学家已经是很熟知的了，而时常以 WKB 
方法 （ Wentzel - Kramers - BriUouin ) 或 JWKB (J 指 Jeffreys ) 方法之 
名见称，又时常称为鞍点法. + co 在物理上相应于频率无限 
增长或波长无限减小的情况，因而£可以称为频率变量. (4.4.1) 
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的研究对研究振荡积分、 FIO 的性质将起重大的作用.对于振荡 
积分表面上并没有参数 r 出现，但因相函数对0是一次 
正齐 性的： 

( P (*， y ，0)= (*， 

而从上面的讨论自然看见， | S | — +00时的研究起了关键的作 
用.所以，对于 e 也就是频率变置.对于这个原因，我们 
在下面将讨论积分 

/(*, r ) = | e'^-^aCx, y , r)dy (4.4.2) 

当 r — + oo 时的动态，这里 * 是一个参数，而在 fl lC ： R *. 中变动, 
y € 而且为了避免收敛性问题，不妨设当 y 在紧集 k 以外 

时 ， a 云 0. <p(x, y )€ C ~ (岛 X 13,) 取实值 ，X fl , XR + ). 

这里的基本结果是：当 1 p 对 y 没有临界点时，随 r - 1 
急减.更准确些说有 

定理 4.4.1 设在 A X 岛上 grad 冲 (* ， y) 垆0,则 /(* ， r) € 
5—(fl, X R + ). 

证.由假设 I 心 < pOr ， y)l >0 ( r , y ) ea , X £ J , 因为 y 实际 
上只在紧集欠上变动，所以当 X 在 G , 之一紧子集 Z ■中变动时有 
I ^»< p (*» y)l >s> 0 . (4.4.3) 

暂时用不着（ 4 _ 4 _3),只由 </»<?(*, y )^0, 即可作 出一个 一阶偏 
微分算子 

L(* ， y,D v )=> T- l \d,<p(^x t y)|~ J 2 e»,ip(x, y)D r/ , 

i_l 

使对一切自然数有 

L^e 1 ^) = e ,T *, 

代人 (4.4.2), 并对 y 作分部积分，由于 ■* 对 y 具有紧支集，故有 
/( r , r )= 

但因每一个1中均含有因子厂 1 ，故 

(，!■)*« 6 S m -* (从 X Oj X R + ). 
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由此可知，当: re Lefl ，时, 因有式 （4.4.3), 故 

< Cr "' 々=1，2, … （4.4.4) 

如果将/对 f 或 r 求导，则因可以在积分号下进行运算而且得到 
同样类型的积分，所以仍可得 (4.4.4) 型的 估计： 

[ e ； Sj /( r , r)J < (4.4.5) 

这里 

所以这样表述的定理意 味着： / o , r ) 不但随 r - 1 急减，而且 
其对 *, r 的各阶导数当 :属于岛之任 一紧子集时，对* 一致地 
随急减. 

2_ v 为非退化二次型的情况.由上可知，真正有兴趣的是 

9>0, y ) 对 y 有临界点的情况.我们首先讨论最简单的特例，即 
< pO , )0 对于 y 是一个非退化二次型的 情况： 

9> C ^» y ) = ^■< PO ) y ， y >. (4.4.6) 

这里 PC *) 是一个 c -( a ) 对称可逆矩阵，而这时 应有认 = K ' 
这里我们的基本工具是 Gauss 函数的 Fourier 变换.在第二章 
里,我们巳经看到其最简单的情况即式 (2.1.6) 

\ (-+I#) & 

||[72) 

可以粗略地说, Gauss 函数的 Fourier 变换除相差一个常数因子外 
仍是 Gauss 函数.这个结果对更一般的情况也是成立的，即有 
弓 I 理 4.4.2 设 0 为〜 X « ，可 逆实对称矩阵，则 Gauss 函数 
exp < 仍， ^(0 奶）的 Fourier 变换是 

,(-^(2*) V ^ det £* ri e --^ ex P (- ± { Q -\, ”>)，( 4 .4.7) 

这里 sgn 0 是0的符号数，即正特征值个数减去负特征值 个数. 

证，可以找到一个正交阵 Af ， 使为对 邦形： 
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’ A / pA /=( 之特征值. (4.4.8) 

令 y=Mz, 则〈仍， y 〉*=〈* M & Mar ，«), y ♦ IJ = M * • n=z' • Mri. 
令 = f , 如果这时证得了 （4.4.7), 则因 



= 〈 P - V >1〉， 

而且 * gnp 和 dct 0 在正交变换下都不变，所以我们不妨设0为对 
角形 0.4.8), 并且计算 



(~<Qy,y>)dy 


由 卜 2 yf) d r 

n t 

= II j l f yfj dy lm (4 4.9) 

因此问题化为计算 

n^ _/yiiexp ( 音衫 0 办， 


a 是 实数. 这一个积分在通常意义下自然是发散的，而我们是视 
为^广义函数来讨论的.这个计算可以用解析拓 

展来完成. 

换 U 为复数 一〜 则 《 p (— 抑 1 ) 当 R 叫 > 0时是 y 广义函 
数，而且在 Rcp >0 这个半平面中对 P 是全纯的.任取 < p € S ^, 
則由 Plancherel 定理 

(exp(—py72), tp) = (2Tt)-"(Fexp(— f ty 1 /2'), Ftp). 

因此式右也是#*在半平面 R 印 > 0上的全纯函数但 F : y y 
是拓扑同构，所以 Fexp (— fOO € ^对 f * 在 R 印 > 0时为全纯. 



当# •为正 实数时，上式右方为 

(2«) -s |^2* exp fT^ • 

其中规定0,因此它在半平面 Rep > 0中的解析拓展是 

( 2 *) - " W 4挪 exp (— jjVbXFipX ' lVsi . 

现在让 f» 从 Rep > 0处趋向 一lie R\0, 则 argp -* —sgnl - — 

2 

上式中 ("^)0)6 y 而对 >1 急减，所以可以在积分号下取极限, 
从而得到 

(F («p (|^)),^) = ^x\-^^U-^ nl <J>pXv)dv. 
伹是当 <p e y 时， F<p 可以遍 取分 1 中之一切元，故知 

+ p O)) 

作为 F (exp 在 y 中的极限仍属于 5 T \ 而且 

F ( MP (古 = "V^ i 1 1 _i e> nl M£p (— W\1X). 


*1 », 

代入 （4.4.9)， 因为 detg = JJ 1;， sgn0 = ^] sgnl; 即得 （4.4.7)， 

/-i /-i 

因而引理证毕. 

利用这个引理即可证明 

定理4>4.3积分 

K>，O 卜 P (十 r < e (*) y ， y >) a (*， j »， r>fy (4.4.10) 

适合 

/(r, r) 6 X R + ) (4.4.11) 

而且有渐近展开式 

/(*•， r ) 〜 


(^)'^! d « ec*)l ^- K *« C *, y , r )|^), 



其中 《 是一个撖分算子 

❹卜 1( 礼 9 》. 


(4.4.12) 

(4.4.13) 


证.利用 Plancherei 定理，我们有 

/(* ， r) = ( 2 ^y^ n \AeiQ^')\ lfl c l ' ,Vgt 0 M Kx i r), 

J ( r 9 r ) « 卜 》 tf Or , —”， t ) dn ， 

“ Of ， 15, O 表示 a (*， y , r ) 对 y 作 Fourier 变换.对函数 e 〃应 
用 Taylor 公式 


e " 




+ r N 0 ), 


有 \r N (0 \< $，因为 H) s (0 是 的 hyb 展 


开式的余项，故 

I ( 含 ) 、 0) l < (4414) 

将它应用到可得 

/(*，0 = 2厶(*， T ) + 〜(*■，0 

h (. x 9 r ) « ^ j (一 会<0 -1 0*0^’ ”〉) M >, —疗, r ) dri t 

但 

ijaO, 一苟 , r)=ij | e iy ^a(x 9 y 9 rVy=-^ | f/y, 

• a ( x 9 y 9 r )^=— — ( e iyt f a ( x 9 y f x)dy 
% : oy 

=/(2«)"* F - 1 (念 a ( x 9 y , O )， 

而 ji ^ C / Cy )) 和 = /( o ), 所以 
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r ) =" (2*)"*— [KO, y, r)| y=0 , (4.4.15) 

Rsix, r) = jr w (— 点 1>) a(r ，一 疗 , rVij. 

(4.4.16) 

因为 /*0, O 中有因子 !■-*, 所以厶 o, r) e s - KQ , X R +), 余 
下的只是要证明^^0,0适合 

©?dS/? N (*,r) = 0(r"'- N - | »')» (4.4.17) 

而且是要求当 * 在岛 之任一紧子集 K 内时上式对 * 一致地成 

立. 

利用 （4.4.14), 易见 

|Rw(», f)! < Cr -N I 11|| 〜《 (*■ ， ~ij, r)Ujj. (4.4.18) 

这里我们要注意，因为 < x t y，O 对 y 有紧支集，所以当: r e K 
时，对任意的非负整数 /», 存在常数0 = C^X，#) 使 

sup(l + hlWh —好， T)| <Cr". (4.4.19) 

今 ■1 N - f t <- th 即知 (4.4.18) 之积分收敛，而且 
iK W (*, r )| < Cr - w , x ^ K . 

再看 e?^R w (>,T)， 利用 Leibnitz 公式，可知它可以写成有 
限多个以下形式的项之和 

c je?'d£- (fO)” ， 0 )] erefflC*, ry n . 

a = a '+ a ", /? = (?' + 广 ， 而 dVdi ' rs 又是以下形式的项的有 
限线性组合 

# (-告 <"*)*1 ， 1 >)立 0 卿 [- 士 <0-'O)”’ n>]_ 

这里/< + l /? M , = 因此 

l l 

I n d ；' di > [- ^ I < Cr - 
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当 * e *: 时一致地成立.结合 a ( x , — toes " 且对急减，以 
及 （4.4.14) 即有所需的 （4.4.17). 定理证毕. 

—个在以后时常用到的情况是 dimi}, = «， ft = B" X R% 记 

y = (»， C )， 令 


eCaf) = e = (i o )' 

有 <£ K *) y , y 〉= <*,?>. 这时 d et p = u 作正交变换 


0 = 7=(〜+ Ci ).々+■ = (-巧 + Cj )， 


有 


<Q(.K)y t y> 2 O' - 4 -)， 

2 lm \ 


所以 sgng 


又 


i ?(*，9 y ) «= -7- 5] 


ff 


2 f^i 

所以由上定理可以得到重要的公式 如下： 

若《 € S m (fi, X fi, X R + ) = 5*(0, X R" X R" X R + ) 而且 
对于 Y = U，0 有紧支集，则 
j e ,Tll£ fl(*, z, z, t 、 dzd 卜 S R * s I 


■'-(〒）2 —■— 0"D?a(* , e , C> r ) I (4.4.20) 

3. 9 对 y 具有一个非退化临界点的情*. 上面讨论的 


V = +獅， y > 


有一个孤立的临界点 > = 0,而且 


H € S & y(p 


~ ( 為 )=_ 卢 °， 


因此这个临界点是非退化的 • 一般情况下, <i>U，y) 的临界点由 

grad y ipO, y) ■ 0，即 = 0, / = 1，…，” j， 
oy . 
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决定，临界点的非退化性质即 

Hessyqp = det _ 0,当 gr«*，y) — 0 时. 

\oy<oy</ 

这时，由隐函数存在定理可知，若有临界点存在，则对毎一个固定 
的对 y 的临界点 yW 是孤立的，而且若 < pO , y) e c-^x 
岛)， y ~ yO) 也是 c~ 函数.现在设 O,，y D ) 是一个非退化临界 
点，则必有* 9 与 h 的充分小邻域 U 和 P， 使得对 x € U，tpOr, y) 
有唯一的对 y 的临界点 yO) € P， 使 y(.x) e 即 

grad,qa[*, y(*)] ■=• 0, Hess y y[», yC*)] ¥= 0, (4.4.21) 
y(r 0 ) = » 0 , 

我们就要在这样的条件下讨论 (4.4.2) 的渐近性质，而 <P 为非退化 
二次型则是其特例. 

解决这个问题的基本依据是这样的事实： C" 函数在非退化 
临界点附近必可局部地通过一微分同胚化为非退化二次型 （Mone 
引理)_这个事实在许多数学分枝中，特别是在非线性分析中有极 
大的重要性.它的证明方法有种种不同的表述，但都只是语言表 
述上的区别，而其基本思想和方法则大体一致.这里，为了我们的 
需要将证明一个含参数的形式，其中关键性的步骤是应用隐函数 
定理. 

引理 4.4.4 (含参数的 Morse 引理）设 （r„，y。） 是 v Cx,y)€ 
X ft) 对 y 的非退化临界点,则必可找到: t a , y D 的充分小邻 
域 UCA, FC 岛以及一个含参数；£/的微分同胚 （Morse 微分 
同胚） A e C"(U XV)；UX 使得若令 * =〆*，y)( 视 

为含参数 * 的 A 维向量），恒有 

v(,x, y) — >p(x, yOO) = -y'zPWsr, (*, y)€U x V t 

(4.4.22) 

这里 QM = yOO), 而 A 具有以下 性质： 对： t e £/ 它 

是) — 的微分阔胚，而且 

h{x, y(*)] = 0, 0»A[*, y(#)] = 1, x^U. (4.4.23) 



K*) 已在前面讲过，它适合式 (4.4.21). 

证. 考虎 MB 的函数 F0) = (p[*，K*) + 心 一 y(*))], 
并作其含有积分余项的 Taylor 展开式（令< = i) 

F(l) = F(0)+ F'(0) + j\l - r)F"(<V r ， 

有 

9(* ， y) - <p(x ， yOO) = i"(y - K*)) 0 Ot ， y)(y - yOO). 

(4.4.24) 

这里 Q ( r 9 y ) 是一个对称矩阵，而当 I/, P 充分小时是非退化的, 
且 

£*(*» yM ) = Q ( je ) = Hess y <pO, y )(4.4.25) 
现在我们想求一个的 Sl X而矩阵 R ( x , y)： 

1/ X F 5 (x, y )6 L(R"«, R".) 

使得 

KU ， yC*)] « /, 'R(x, y) . ec*) - 及 (* ， y) = Q(.X, y). 

(4.4.26) 

当 u，v 充分小时，由 ff[t, y(*)] - l 自然有 RCx , y ') 非奇异. 
如果能找到这样的 if, 则令 AO, y) - R { x , y)(y — K *)). 由 
于 *0"，y) 非奇异，〆》， y) 在 uxv 中是对 y 的微分 同胚： 
P •由 （4.4.24), 以 y - K*) = R ~ l { x , y ) h ( x t y ) 代人 

?»(*, y) — <pl*> y(*)J = — y)QCx t y)R~Xx t y)A 

2 

• • Q ( je ) • k ^ 

2 2 

现在我们要由 (4-4-26) 用隐函数定理求 R { x , yX 我们把它 
看成是一个由 K 到 n,X »,对称矩阵空间的映射，记此空间为八 
则实际上 S es 对于 R 则要求它在 Q ^ S 中，这里 

Q = Q(*o) ■* Hess y (p[j 0 » K^o)]： 

Q ~' S ^ R -^ M ) = ' RQi ^ RGS . 
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令： r =■ x。， 在 R = / 处，少(/) = g(x 0 ) U， 现在看I处的孙, 
为此令 S = / + r， 代入 'RQix^R, 并取其中 T 的线性部分即 
得它将的切空间（即自身，因为 
RiW”） 映到 

m T rf llV*T£> + QT€S. 

这个映射是全射：对任意 j€S，T = i£T 4 是它的原象.但 

2 

是 Riw” 的线性映射，它既是全射，亦必是 
单射，这样，隐函数定理就是适用的. 

取 U，F 充分小，因为 Q^€S 在 (P 下有原象 R = /, P0, 
y) »€ l7,y€K 在下也必有唯一原象 R(x, y) 它属于 c~(i/x 
10,而且是非奇异的(因为 P 充分小).及0, y) 即 （4.26) 之 
解.引理 证毕. 

现在我们即可陈述本节的主要定理了.上面求出了一个含参 
数X的 c~ 微分同胚 k(x, •): P -> R% 记 K*，y) = h 而必有 
一个逆 ¥.*> .): 灰 — R * 1 使々 ： u x w ? (»,«)(— = 
y€F. 于是我们有 

£9 44.5 设 9>(*，y) 适合 Morse 引理 K4 的条件 

a € S m (Q, XQ,X R + ), 

且对 A y 具有紧支集，则式 （4.4.2) 中的 /(r,r) 具有以下 性质： 
1。 e-'^^'Kx, r) 6 X R + ). (4.4.27) 

2° 它具有以下的渐近展开式 

(2*/rW«:t0Or)|-V， **°0 ( *> 

X 及*(»， sr，S r )S(r, z, r)L=o, (4.4.28) 

其中 
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2(*. x , t ) =* a ( x , {( x , z ), r )| 登 ( r ， s )| ， 

sc*,z,e,) = ^<p(*)0„a,>. 



证.利用一的 c 分割可以设 a 0 r , y ， O 对的 支集充 
分小，因而可以利用 Morse 引理而得 

J(r, r) = j e (:， y , r y y 

„ ⑽ j e -»<o^.,^ Xt Xf r y Zm 

利用定理 4.4.3 即得本定理之证. 

注 • 1. 以上的结论对《 € S -.- Xfi , X fi , X R + > 也成立， 

2- 近年来具有复值相函数的振荡积分与 F [0 的研究越来越 
重要，因此有必要讨论 y ) 取复值时 / O , O 的渐近展开 •这 
方面的工作可见 A . MeUn 和 J . Sjostrand [1]. 同样，具有退化相函 
数的研究也越来越重要，例如可以参看 B.NWgrange L 2 J . B . A . 
BacmibeB [1】和 BajmiKo [1]. 

§5. 微局部分析 

1•进前集的定义.七十年代线性偏微分方程理论的一个巨 
大进步，是认识到有必要对奇性进行谱分析.这个重大发现是由 
两方面殊途同归地完成的.一是从日本佐藤幹夫 （ M . Saw ) 提出 
的超函数 （ hyperfunction ) 理论中提出了奇谱的概念，参见 Sato , 
KashiwMa 和 Kawai [1] (这篇重要文献时常被称为 S - K - K )， 我们 
将在本书超函数一章中介绍.这是一个 C " (即实解析)范畴的理 
论.其二是由 HSnrnudernn 发其端，是对广义函数的奇性进行 
谱分析而来.对广义函数的谱分析就是微局部分析. Huygcm 关 
于波前的构造法可说是这种分析的物理原型，因此提出的槪念也 
就称为广义函数的波前集.本节按其内容本来应放在第二章，因 
为 Fourier 分析就是谱分析，但因我们将多次用到本章的技巧，所 
以移到这里. 

第一章中提出的广义函数/的奇支集表示了奇性在* (位置） 
空间的 位置： h «* i n g SU p P / 时，必可用一个支集在附近的 C ~ 
函数 ( 忸 a (_ r „) 尹 0) 去乘^而得一个 C ? 函数，这是 f 的 



“周部化' 对作 Fourier 变换将得一个急减函数《/(?)，即对 
—切非负整数 N 有^数 C w 存在使 

! 5(^)1 < C N (1 + ( 4 . 5 . 1 ) 

反之，若上式成立，则《/€分％从而 f 在 h 附近充分光滑 • 

由此可见，若有奇性，则一定有某个方向*?，在它 
的一个锥邻域 V 中 （4.5.1) 不成立.这样的1不妨称为“坏"方向， 
它是在 I (频率)空间中的，因此也就可以说是导致产生/之奇性 
的频率成份.我们记这些 ** 坏”方向之集为2(/)，它是 f 空间中 


的闭锥形集. 

这样我们就看到了 rfngwpp / 描述了 /之奇性的空间位置， 
2(/) 描写了导致/产生奇性的频率成份 ■ 现在我们要把二者结 
合起来.在这样作的时候我们不妨回忆一下 Huygens 构造波前 
的方法_波前是波动方程解的间断面，也就是一种奇性，它沿一定 
的方向传播，由此得到新的间断 • 所以我们也就粑奇性的位置和 
方向二者结合起来的产物称为广义函数的波前集 • 为使二者结合 
起来.我们需要以下的 命题： 

定理 4*5.1 若 y € C ?( B *)，/€« r ( R -)， 则 

S (㈣)⑴. (4-5.2) 

证.由 Fourier 变换的性质 

( 9 > f)CO = j ^(1 — V ) Kv )^ I . ( 4 . 5 . 3 ) 

而且 <pM €因为 f 具有紧支集，由 Schwartz 定理，一定存在 
某个非负整数 M 与常数 C „ > 0使 

ifa)i<c u (i + isi)^ 

今证，若 /( f ) 在某个锥 r 内为急减，则軻在 r 内亦然，这样 
就证明了 (4.5.2). 为此，任取锥 r , er 而将积分 （4.5.3) 分成两 
个部分而有，当5 e A 时， 

I OpfXO I < | r I 步 ( 呈一 *!)/(*!) 1 *1 

+ C M ( | 孕 (5 — » i )| |(1 + hl) w 和 
Jcr 



在 r 中 / 为急减，而因 （i + + 1? —”1)(1 + |>||)，从 

而 （1 + NI ) 了 <( i + U — ii ) N ( i + kl ： r w 以及 
< c iN (i + 乂 )_ w 从而第一个积分可以小于^( 1 +(||)-« 
是任意非负整数).对第二个积分，则因 jer t , , ecr , 故必 
有某个 e > 0 使 !§-,! 再利用一次上面的不等式(其 

中的 S 与 1 ^互换)有 

c « j cr IvCf — + Ui ) M ^ 

<c M (i+ ifi) M j cr iva-»,)io+ I 卜， j )、 

然而对任意々 

l - p(l -» i)l < C *(1+ 

<6(1 m)-*(l + B — 

因此 

0 + [||) M ( !<^(1 -. 1 ) 1(1 + \§~ n \ r ^ 

Jcr 

< C ( 1 + |5 l ) M -* j cr (i + j ! -以、 

< c*(i + mr w ("为任意非负整数). 

总结以上结果，并由 r , 之任意性，即知对任意 n 必有 c N > 0 
使 

WKO\ <C N (1+ |£|)- N , I er. 

定理得证. 

现在利用一切支集在知附近的 y e 将/局部化，即可 

定义 

T-M = OSCtp/), ipecy, 參 0 ， (4.5.4) 

S l 0 c /) 显然表 示在々 的 ** 坏 B 方向的集合.它是 B f B 的一个闭锥形 

集. 

定理 4.5.2 任取一串 ip , eCf ， w (* 0 ) # 0使 {supp 
U }， 则 
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S *.(/) = 0 S ( tP )/). (4.5.5) 

f 

证. 事实上任取一个 <pe C ?， yO -) 铃0,必可找到一个叭使 
«upp ip > esupp ( p , 而且 

_ „ S(«Pj/)cS(*p/). 

因此 

ns(<p,/)cnsOp/) = sj ：/)， 

t 9 

从而 （4.5.5) 得证. 

推论4_5.3若 2 r ,(/) = 0 ,则 singsupp /, 其逆亦真. 

证•因为 （4.5.5) 中的 { S (< Pi /)} 是一个闭锥彤集套，其交为 
空之充分必要条件是存在某个朽。使 S (9^/)=0 .从而 - pjec - 
而因# 0,得知^在附近属于 C ~. 

定义4^4 /€逆' ( a ) 的波前集即 

WF0) = {ix,O^O X (R'\0), feSx(/)}. (4.5.6) 

波前集又称奇谱，也记作 S . S . C /). 

由定义很明显有 

定纽4_5*5波前集在*空间上的投影为 

**^^(/) = singsupp /. (4.5.7) 

波前集是 S X (纪\0)(即 fl 之余切丛除去零截口——这种 
除去零截口的余切丛时常记作 t * Q ~) 中的闭锥形集，即 
0,互）€ 抑(/)今 o , 砝） e (0(/ > 0)， 

因此也可以说是 G 的余切球丛 OX 5" h 的闭子集.它在底空间 
上的投影已如上所述，即#之奇支集,它在纤维空间上的投影则是 
S (/). 但因纤维空间在坐标变换下不是不变的，所以 S (/) 的意 
义有限. 

下面看一些例子 

例 1. SO )， 因为別1，所以在一切方向上均非急 
减，因此 


^F(5) = {(0,|),f6R s \0}. 

例 2 _ 计算 IVf ( v . P ■士 一 id GO ). 
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由 S 1.4 .例3， ^v.p.-i-^ A (I) — _3«_sgn 互，所以 
[v.p. — »3tS (*)](?)= —i«'[l + sgn|] 

f—2wi, I > 0, 

叫 0， ^<0. 

因此有 

WP ( v . p , 士- = {(0,?)；^ >0). 

例 3. 线性子空间上的 Dirac 分布_在第一章 S 6中我们讨论 
过超曲面上的 Dirac 分布(见 （1.6.11)) 现在稍加推广考虑 
的任 一4 维子流形 V 上相应的概念并计算其波前集.因为波 
前集是一个局部概念，而当我们限于在 F 上 某一点 的邻域中考虑 

问题时，自然不妨设7为的4维子空间*> +1 =-- X, - 0. 

令 A 是 P 上的 Lebesgue 测度，《。《。心： （《 a e 可以证 

明 

WF ^ u ) = suppa X ( F x \0). 

现在表示 S 空间的子空间- |, = 0. 

事实上，取 《0)e c fl % 则 

(二 )(0 = ^ P «(*)« 0 OX (4.5.8) 

若记 f = r+ r,r = a 1I ---,i*) 3 r = (&+”.•■， u， 则作 
为 r 的函数， （&o(o 是急减的_若作一个锥与相交,则除非 
«« == 0, SuCO 在此锥中不可能是急减的，因为 

(^«)(§) - j c ^'^ aCx ', 0)« 0 (*% OV〆 

x， = 勺）， *" = 

r = ?o,r = a* +l ,•••,?,), 

作为 r 的函数不是急减的.但在 ui < ciri 处（鈿 ）（?） 确是 
急减的. 

定义 4.5.4 指出， W^(«) 的纤维部分5 6 2(/) 是/的*■坏" 方 
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向.那么 ，阶 f («) 以外的方向就应该是“好”方向，所以可以预期《 
在这样的方向上有很髙的光滑性_事实上我们可以证明若 
*", r,D = (0,0, 0,0^ WF(,u), 则当 q ( IT ) 的支集在 

* = 0的充分小邻域中 ，⑽ € 逆乂 R- 1 )). 证明如 下：取 

* = 0的充分小邻域 P 以及 （0, ? B ) 的充分义锥邻域 r = { f ; 

irl <^!」}，<充分小,则当《6 0 ( 10 时 2 在 1 '中急减.但 
整^来 ⑽ e ^-( RO .^ CO 缓增，故必有实数 p 与常数 G > 0 
使 i 2 (oi < c P (i + my •若 iri 而 c 充发小，则 

1 + |5| > 1 + |?„| _ If'l ^ + Rai )» 而且因为 <*“(?） 在 
r 中急减， i ^ a>i < c N ci + ifir w < c N (i + iu ) _N ，又 
i<o + ! y + N 所以对任意充分大的正整数 w 有： 

I 二 (5)1 < C w (l + || B |)- W (1+ \S'\y +K . (4.5.9) 

若 |5' k >^ s | 则有 

1^(1)|<^(1 + |||)- 

-= C . C 1+ 1^!>(1 + II B |) W (1+ l? s |)- w 

< c N (i + \ r \ y +N o + if . i ) _w . 


这里我们用到了 

1 + [?.| <c(i+ iri), 

(1 + mxi + in + !^l < c(i + iri ). 

总之 （4.5.9) 成立. 

由此可知，对于 < p ( x ') € 与 ^( r„)e CJ ( R ) 有 

(au, = (2») _ * 1 孕（一占 ’）$(— 

■= (2™) _B | 4>^ x ^) dx n I e ( l * s - a »(§ , , D 争 (_ S ’ W 赶” 


所以 《« 恰好是一个函数 c / : 

<<* K , = {( U , < p> t 0>, 

<y, v > = ( 2 *)-" j <pc-rw - 1 c^-Qcr, “) 砟 . 

- (2*) - + I j ^( - 
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由估计式 （4.5.9) 易见 £/( OCr ) 是有意义的，它对^厲于 
ctw 而其值是 忒乂 r "_ i ) 广义函数： 

(««)(*) ecjCK.^-CR"- 1 )). 

下面看一下 WF ( u ) 的最简单的性质. 

首先容易 看到： WFiu, + u^WFCuOUWFM. (4.5 9) 

其次，可证 

WF { D a u )( ZWF(uX (4.5.10) 

因为若取》 00 € c ? 而且在附近为 1 , mAOOe CJT 而且在 
suppoC *) 附近为1，则有 

2 ro CD 0 «)cS* 0 Ca(*)D 0 a 1 C*)w)cS(D°« J C*)«)c2(a l C*)«). 

再令 { Supp « i (*0} — U }, 即得 (4.5.10) 之证. 

对于 C ** 函数 《(*), 易证 

WF ( au ) dWF ( u ). (4.5.11) 

因为若0(办）# 0,由定理 4.5.1, 2( o «) c 2( w ). 而对一般的 
<(*), 则可写成<»(*) = <* 100 —《 20 » 0 而 <» i (» o ) 9* o . a a (* o ) ¥= o 

并用式 （4.5.9). 

综合 （4.5.10) 与 （4.5.1 1)即知，对于具有 C - 系数的线性 
PDO ： P (>， D ) 有 

WF (. P ( x , D ) u ) dWP (, u ). (4.5.12) 

若将上式双方再在 * 空间上投影，我们将又一次得出一个明显的 
关系式 

sing supp ( P (*, D)«)Csing supp ( M ). (4.5.13) 

(4.5.12) 只不过是它的推广而已. 

上面给出的定义 4.5.4 是以 Fourier 变换为基础的，因而与坐 
标的选择有关，下面的定理告诉我们，这个概念实际上是与坐标 
无关的，这样就很容易设想到，它实际上是除去零截口的余切丛 
T * R ^ 的一个子集.这对下面我们在微分流形上讨论波前集很 
有好处. 

走理 4. S .6 对于 》 e 逆，(扪），（*。，|。）史说尸(《)，&卢0之 



充分必要条 件是： 对一切 f > 1与 C -( R " x R ", RO , 
只要适合 d r 4 >(^> io ) - So , 必有办的一个邻域7以及4在价 
中的邻域 A , 使对一切 

o(*) e C?(F), <*(*„) ^o,{«, a (*) e - 〜 

当 r —► +00时对 a €/!—致地急减. 

证.充分性.令？ ■”， io — 5。，</►(*，0 — &•怎，则 

<«，《 0) 厂 

X 的邻域 d 现在成了&的锥邻域屯，而知 ^ co 在屯中 急减， 
从而（*»， fo ) 萑 WF ( u \ 

必 要性. 若（*。， ri ,) fJVF ( U ), r >0, 则必有办的邻域 
Vo 以及 | e 的邻域亦即找。的锥邻域1^,以及 

八 《 OOec?(h) ， c<* 0 )#o 

^ 7 u ( ri ) W , 中急减，而且对 5 在 & 的邻域中是一致的 • 

作 /?€ CJ ( F „) 使 /? = 1 于 suppa 上，则 

<«, «(*) 〆 _〉-<«»， 

-(€) j ««(T?)/(r, $, l)dS, 

，( r ， f , l )- J 神， GO 厶. 

但是容易看到，当€ 不在& 的某邻域 W ( ZW „ 中时，若1在 
•的 某邻域/ I 中， * 在抑的某邻域中时—心0(*， 0 IS ： 
c(l + 151), C > 0与 I 无关 • 注意到 

u — d , H Xt a )|- l (?- )，■£) y 十⑽# 

-=( irV * …卜价 . 1H , 

在 /( r . I . A ) 的表达式中反复应用上式作分部积分即知对任意整 
数 JV 均有常数 C N 与1无关使 

| Z ( r ,|, a )| < C N r ' w ( l + | f |)_ N ， WB - W , 16 A . 
现在将 <«, 的积分式分为 两项： 
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在八中，由 急减： 

|^(t 5)1 <C N r- N (l + Ui) _w . 

这里的 J ■适合 

1心，“1)| <j ㈣ I 办 - C . 

从而 

\h\ <Ct~ n , C^l 无关 • 

在 L 中，注意到 f 从而 o «( rg ) 缓增，而有 

|/ 2 | < 。，料 j (1 + in y-^di = C 1 T~ N+ > i , 

总之有 

|(«,«^ ；[ *>| <C^r ，， C w 与 ;I 无关， 

从而定理证毕. 

2 .广义函数的拉回和推前. 对于广义函数不象对普通函数 
那样可以定义其种种运算，这是由宁广义函数具有很高的奇异性 
的原故.现在既然有了波前集的概念对广义函数的奇异性作了更 
精密的分析，则自然可以应用这个结果进一步探讨对广义函数进 
行种种运算的可能性.在这里面，最童要的乃是它们在变童变换 
下的“函子 M 性质，亦即在*空间的可微映射下的函子性质,而首先 
是它的拉回.第一章 S 6中我们曾定义了逆•广义函数在微分同 
胚下的拉回.但对更一般的可微映射扪 

■ p »« e 逆' ( R m ) 并不是恒可定义的.为解决这个问题，我们先定义 
级' ( M ) (以下用 M 代替 K 。 的一个 子空间，而光滑函数在其中按 
某种拓扑稠密.然后我们首先对这些光滑函数定义其拉回，再通 
过极限运算來 定义* P *«. 这个手续可以说是一个标准化了的手 

续. 

定义 4_5.7我们定义 

= ^(m), wF(/)cr}, 

r 是 m X ( R ，\0) cR，X ( R »\0) 的一个闭锥形集，而且称 



这 KM) 在逆 JXM) 中趋于 /e 您; （ m )， 当且仅当 
I。 / f — K 在逆' （ m ) 中）； 

2°任意选定 < pecr ( M )， 以及 R "\ o 中的闭锥 P 使 

m(suppq» X V ) = 0 , (4.5.14) 

则对任意非负整数_有 ^ 

sup II H(3)(1)- (S) ⑴卜 0, f e V. (4.5.15) 

v 

弓通 4.5.8 f € 逆乂 M ) 属于逆 H ： M ) 当且仅当对上述的9, 
P 与 ftT 有 八 

sup|?H(J/)(l)l<+oo. (4.5.16) 

V 

钲.设 (4.5.16) 成立，琨（* 0 , ?o)f=r, 则必可找到一个 e 
ctW t 使其支集充分小而且又可找到&在 R"\o 
中的一个充分小锥邻域使（ 4.5.14) 成立，而且有 (4.5.16). 
但 (4.5.16) 意味着“， 石 ）（ 设 F ⑴，因此 『f(/)C；r •反之 ，若 
U . 逆 KM)， 则因 WFCvOdWFO ), 从而对于适合（ 4 _ 5 _1 4 )的 
(*, S) 应有 （4.5.16) 成立. 

现证 Cf ( M ) 在 ^ r ( M ) 中稠密，准确些说，有 
定理 4.5.9 对任意 M 锣 ;< M ) 必可找到 CJ ( M ) 使 / i—f 
(在 ^r(M) 中），且 suppt 含于 supp/ 之某邻域中. 

证.作 M 的一个穷竭的上升紧子集序列彳以及相应的截 
断函数序列 { Z ；}, 使在&上， Z , = 1. 再作磨光核序列 ft — 
(见式 （ U .1)), 于是令 

fl = 

则自然有力 € Cf ( AO , 而且在谬乂 AO 中 h — L 现在余下的应 
证 （4.5.15) 成立.为此设史和 P 取得适合 0». 5 . H ). 作一个 
a(*)6 C?(M) 使在 supp rp 附近 《 0) _ 1 并作吖为 y 在 R»\0 中 
的闭锥邻域，使得 

r fl (supp a X W) =- 0 t (4.5.17) 

则当 / 充分大时，因 suppaeK ;， 易见 

>ffi — * ( K )) («*/))， 
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从而因为 ^ =* (< pu )/^== ip ( af ), 更有 

y /( e ) — < pii (,0 = |,<«/)(|) — ipliQ ) 

=I ¥*(1 — >(X a fX 习 ) [1 — 

但 

M/(»f)l — jj < I Ui/’0)| 办 =j Ji/i^dx 

= 1» 

且当 / -* oo 时 p ,0) 是 ffO ) 的规则化序列，因而 PiM 趋向于 
= 1,因此和证明定理 4.5.1 —样，可知 (4.5.15) 成立，再用 
一个适当的截断函数即可得出关于支集的论断.因此定理得证. 

现在转到如何定义广义函数在一般的 C * ■映射 （ P : R -- R - 
下的拉回的问题.对于 C ~ 函数 f ，( PV 的定义是自明的.由前面 
所证巳知， C " 函数在您 ' r ( M ) 中是稠密的，所以我们设法证明已 
定义的在中稠密，这里 

<P*r = {(* ， WOO”) ，（ ®U) ， 巧 ）€ r }， 

而且当力 e c 0 "在 m \ W 中有极限 / 时 在 中也有极 
限.我们就用这个极限作为®，之定义. 

定理 4*5.10 设 X ? y cR - 为开集， < P ： Q X 一 Q,W 

映射，定义其余法线集为 

沁 ={(«•(*) ， XH%'<P'^)7, = Q}, (4.5.18) 
则当 M 您' ( fl ,) 适合 

N 9 f ] WF (, f )- 0 (4.5.19) 

时，可以唯一地定义少，，使对 M = f 。 伞 ;而且对任 

意闭锥形集 rcfl , x ( B *\ o ) 适合 rnw »= 0 ,吖： 

是序列连续的，且 
WF (.< PV ) d ^* WF ( f ) 

-{( W ( y 〕> i ),(( PO )， ii)e WF (0}. (4.5.20) 

这里 

. W = {(x/<P'C*)^), (<PW,» ； )er}. (4.5.21) 
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证.对 fe 锣 「( C ,)， 由定理 4.5.9 必有一串 h € C | T ( fl ，） 在 
m ( Qy ) 中趋于穴对函数如 f *， 可定义= h 0 ^. 
我们只需证明 a >* ff 在逆 iv (込)中趋于一个极限即可_现在不妨 
设込和 A 分别是 知和 y , ^ 4> C * o ) 的充分小邻域，于是対 f € 
C ? (珥）用 Fourier 反演公式有 

(d^)OO - O)-" j c^^Krddr}. 

视它为一个级乂 0,) 广义函数，则对 zoo e 逆 ( A ) 有 

{ 0 * f , X ) - (2*) - j KvVMdn , (4.5.22) 

Uv ) - J ，以+听*)厶. 

现在在 ^' Mo x ) 中考虑它.于是设 SUPP X 00 在办的充分小邻 
域中，而取史为 '^'Mv - o > 的一个锥邻域于是在 
suppZO ) x F(r = R -\ H ^) 

上 

I' 吖 0)>?1 >c\ n \, oo. 

但是 

，(糾-令⑹， - |-〉，幻” - iV * 111 .， 

代人 (4.5.22) 并反复应用分部积分法，知有存在使 
\i z ( v )\ <CsO + U\y N >n^v, W 为 任意正 整数 . 

(4.5.23) 

由假设 rnjv *= 0，故不妨设 rn (* uppzo ) xw )- 0 . 
令/ e 逻；<仏）且 suppf 在 y a 的充分小邻域中，则 

(2*) - " | K^hMdri = + | p — /1 + h. 

在 tv 中， /Oi) 是急减的， !/,(»/)! <J|zC*)l dx = c , 因此 有 
意义；在 P 中，因为^有紧支集，故从而/( I )缓增， 
// O 则由 （4.5.23) 是急减的，所以也有意义.这样我们看到 
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(4.5.22) 不但对 f 有意义，而且对 fe S > r ( Oy ) 有意义. 

还容易看到，当 z — 0于翅 ( flj 中时，在 JV 中 
Uz(»l)l < Csup|Z(*)| -»0, 

在 F 中则由于 C N 可取为 c sup | zyzc *)| 而趋于0,故对任 

意 (1 + h | )%(,)^0,从而 (4.5.22) 也趋于0 . 这就是说 
当/ e 翅时 （4.5.22) 定义一个广义函数.仍记为 
妒 今证它对 /e ^ S ' riQy ) 是序列连续的.为此任取正整数 M 
并记 （4.5.22) 如 

((!>*/,Z) = (2 »广 "j + |jj| ) w '(l + UI)' Wl ^*C>iV>i 

— J , + 

积分的划法如上.如果 / — — 0于逆 Kfl ,) 中，一方面由于在 

咿中 sup 是您; ( a ) 的一个半范，从而 a — o ; 

\ n\iW 

另一方面在 P 中则由 — 0 ( 于中)且/办）对 T 为急减 
又有/ 2 -0;综合起来知 （4.5.22) 对 /e 为序列连续. 

余下的仅需证明 (4.5.20). 为此取《0) e C fl "( A .) 并作 

(«<&*/)(^) - (2™)- jj 扣 

= (2^)- j Kv ) l ( a , v ， Od n , (4.5.24) 

/(«, ”， ?) = j ，一 …] a (». 

我们要证明，当 5 在 ®*r &外(准确些说，当§在 ^ ivf . XD 的某 
一个锥邻域之外)时 （3 勹 ）（ f ) 对 I 急减.为此又将 (4.5.24) 
分为两个积分.其一是在 

c = Kf ，”)； I ~ 

的锥邻域外.在这一部分上，因 

■ 1J — * • ?]| = I *(!>'(*))) — II ^ c(| 在 1 + hi), 

若 supp «0) 充分小使*与抑充分接近;应用分部积分法可知 

IKnOI <c N (i+ |?| + 卜 |)-' 

N 是任意正整数.另一部分是在 c 的锥邻域中，这里 |5|< c |,|. 


. 233 • 



故若 I 在 之外，有 K»I) - o(|”|- w ). 

这样仿 M 前面的方法可知当 suppaO) 与 supp/Cy) 分别在々，九的 
充分小邻域内， S 在 WF Vo W ) 之外，有 
(« 的 )(0 = o ( UI — N )， 

从而定理证毕. 

现在再来看推前运算.用前面同样的记号少：仏—込，" 
逆' (fl*)， 则当以下条件有一条成立时： 

(0 ® 为适当映射即紧集的原象为紧集； 

(ii) iWiQ ,), 

我们可以用 

<<P*f, Z>-</, < P * X ), X € 锣 (fly) (4.5.25) 

来定义 (P*/, 而上述条件 （i)，（ii) 或者保证了 逆 (D 或在 

H f (fl,) 时 4>**e 

对于余切丛 T m o , 的子集 S 我们定义其推前 S 为 

®*s= uwr 1 ^), s^snrjcfl.x 

这里对 TJ ( i ? jr)(y = 少(*))中的每一个余切向量》?，我们记 
woow n ( A ) 为®?”，并称之为 w 之拉回，因此 （的 nw 
TKfi *)， 是€在少？下的 原象. 如果 S 是紧集也是紧集- 
广义函数在推前运算下波前集变化规则是 
定理 4. S .11 H ^ f (4>*/) c < P *^ F ( f ). (4-5.26) 

证.由波前集的等价定义（定理4. 5 . 6 )，取 « Cy)e c ? (珥）使 
其支集在 y , = ® C ^ o ) 的充分小邻域 r 内，再取 < Ky ) 使得 
=〜，则 （ J 1 。， 仙 ） f 的充分必要条件是 

(4>*/, a(y> e -^»>-</, a(4>(*))^-*^ t ^ ，1 > 

当 r 4 +CO 时 急减. 于是设 （h, %)茫 < D , fVF ( 0 , 将上式改写为 

-(2*)-" j 卜.你)(?0)，編峽， 

这里 /?(») -* a[4>(*)]» w(a?) — 0【少(方)]_不失一般性可以设 
•(込），因为由前面所设关于定义少 J 的两个条件，或者已 



有 /e 或者 《 p 为适当映射.在后一情况下 /? ooecf ( fl ,), 

可以作 7(*) € 而在 supp /?(*)=■ suppa [少(》)】上 r _■ 1, 

于是上式中的/可以换成 r /€ '乂而值不改变，因此仍可认 
为 M 这样/( I )总是缓增的，而在 tFF (/) 之外它可以 

是急减的.再将上式改写为 

/ J〆 1101 * 1 〉 = (2^)- J /⑷心 

=(2«)- j / a )/( r ，OdL 0.5.27) 

现在来估计•设 suppf 充分小以至于 WF ( f ) 当; r € supp / 
时其纤维坐标 I 之集(即为 S (/)) 有一个锥邻域 <：，.因此在 C 之 
外 /( O 是急减的.再看 C 内的情况，注意到 

rfx»C») - 沖， 0) # [4>(*)] -= WOOA0(y), 

oy 

由假设当 f t 。 时 Ky ) — d ^{ ya ) = n ,i ®* S In ⑴，于是当 
»€ supp /从而与叫充分接近时 yiMx') - ' 少 ’( 》 V,0(y) 在 2(0, 
因此令 f — 有 

| 心 wOO — f‘| 十 |fj), C >0. 

往意到 

\djtoix) — — li, 士〉 广作 

n w - j T c r Cm (* ^, 1 

代人之式并且反复应用分部积分知对任意正整数况有. 

U ( r , ?)| < C w r- w Cl + 15,|)- N . (4.5.28) 

现在仿照前面定理的证明，将 (4.5.27) 分为两部分 

O)- j /COKr, Odi « /j c 4 - J kV =/,+ /, 

对于 A 注意到 (4.5.28) 以及 /(|)-/( rO 对 Tg , 为缓增知 
0( r - w ) .对于7,注意到 

U ( r ,?)| < j 陶 U * = C ， 

而 ( Ke)l ^ c w (i + |也|广《也有乙 •= 总之 
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々韻 , > = 0(r- w ). 

亦即 

<«>./, 0( r - w ). 

这就是说 （y B , 取） f? ^ WF ( f ) 时必有 u, 也） f W^FC® J), 从而 
(斗. 5 . 26 )得证.定理证毕. 

把以上所述用到®为微分同胚的情况，很容易看到 
{000, 0)}, 而 (4.5.19) 成立.当然 (P 也一定是适当映射，从而 
定理 4.5.11 也适用 • 应用定理 4.5.10 并注意到_ O* 广 1 ，并 
在( 4 . 5 . 2 0)中用代替/有 

由定理 4.5.II 则有 

^F(4>*/)c<P*^F(f), 

总之阶同样 ■炉⑴.这 

就又一次告诉我们，在微分茼胚(在坐标变换)下，波前集按余切丛 
的子集的变化规律而变化. 

3.广义函数的限制与 乘积. 上面我们巳经定义了广义函数 
的拉回与推前，并且讨论了波前集在这些运算下的变化规律.利 
用它们(还加上即将在下面定义的张量积关系 ）， 躭可以讨论广义 
函数的一些其他运算.首先是广义函数在一个(嵌人)子流形 W 上 
的限制. 

令! 为嵌人映射，则 M 逆' (fl,) 在 W 上的限制就是 
/的拉回因此可以应用前面的 结果. 因为波前集是一个局 
部的(微局部的)概念，而且由上所述，它的定义与坐标无关，故不 
妨设 fl: = R*, 而 W - R'(» < «) 定义为 

*.+i — — 0 . 

所以在局部坐标下 

0，-._，0)， 

少，(*)-(/，0)， z 为”阶 方阵，0 为* x«-» 矩降. 

余法线集(亦即 W 的余法丛)是 

Nt 曰 {(x, ij), ’少， (*)!}_ 0} 
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_ K*，n)， ■= (❶，… ， 0, 》!•+‘，...， nm)i. 

由定理 4.5.10 直接可得 

定理 4>S .12 设 W 是 13,(=R m 的 n 维嵌入子流形，其余法丛为 
N& 则若 M 之波前集适合关系式«5,则 

t 必可限制到 w 上而成为广义函数;当 /e c»(i3,) 时，这 
个限制即经典意义下的 /U ; 限制运算对 M ^'r(fi r ),rn^= 
0，是序列连续的. 

其次讨论如何定义以您'(旬与您乂13)之乘积.我们 
还是先看 A,/〆 c 0 -(fl) 的情况，这时乘积的定义应该与古典的定 
义一致.但是 hMfM - 即张量积 f,®/, 在对 

角集 {0， r),re X i ? 上的限制.因为 C D "(fl ) 在 

中稠密，所以如果广义函数的乘积可能定义的话，也应该 
是张置积之限制.因此，我们先从 S 逆乂 fl r ), / 2 e 翅' (fl v ) 的张 
量积之定义开始，并设圮， A 分别为与 It •中的开集.取 
vOO , 0( v ) 分别为支集在: T - 与 h 附近的 cJ 函数，然后考虑 
的 Fourier 变换，于是有 

走 9U .13 若 fl ,€! T ， 均为开集，纫， ( fl,)， 
M 逆， (化），则 

WFQ ^ f^CiWFifO X TTF(/ J )}U{suppo h X WFQ ,)} 
Ui^FCA) X *upp 0 /,}, (4.5.29) 

这里* Hppofi — {(*o» 0)j^«€ supp/,}, supp 0 U 也相同. 

证 ■设 （》•，Gy。， 取） e{(4.5.29) 之右方 I 1 且（&，咐）共 
(0,0), 则有 

(ro, I., y«, »lo)6 {^F(/0 X WFCU)Y 

n{suppo/i X WFOj)yC\{WF(,fi) X supp 0 itY. 

作 aOO € Ct ( O y ) 使%集各 g h 的充分小 

邻域中，于是考虑 * 1 ) - fe >. 

若^尹 0 则自然有 U, &，〜， *io)e {叫内六乂研尸 a )}% 同 
时还有 

x wFC ^ YCMwFCh ) x 卿从 }•• 
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这时 或者有 （办， I。） <5 WF ( h ), 或者有（知， WF ( f t ) 而0 # ， 
no)i WFQ ,) 同时 （y。， ％)芒 s upp 石 ■当 0 。，^ f (八）时，有 
f 0 的某个 锥邻域&当 K supp« ，以妒,时 (<)(?) 急减，故对 
啡负整数 A l^(f)l 但因札 ez •而 

SlOi) 缓增，即交在 MfC M >0 使 |完00| <C M (1 +_U|A 
固定 u，>1)， 有 $oi)?k/ij)=oo M -«)，* -*+oo 即 
Oj ) 急减. 

当 （》。， f。）e WP ( h ) 时，则 （ y 。， 抑 ） g wFOi ) 同时 （ y 。，》 i 。） 在 
suppA . •若％ 笋 o 则 O 。， 听 ） f WFQ t ) 而化为上面讨论过的情凉 
(将 O 。，&) 与 （ y tt , %)对调)，若％ _ 0，则因 （ y a , 0) _ ( y 。, 
1 J +0) 隹 suppof ,, 必有 y〆supp / j . 因此适当取(?00后必有对 J _ 0而 
$( oGOi )= o 当然也是急减的.定理证毕. ' 

现在可以令 Q ,^0 y = 0 (从而 m — »), 并将 誕 限制在 
对角集从而得出 A . t 的定义.这时嵌人映射为 

= (^),^(*) -(/,/) 

而心 一 Ki , > i ). = ^ + >1 = 0}, 于是有 

定理 4 J .14 若 L U ㈣ '⑼，则除非有 Or , oe WF ( f t ), 
O , -|)€ WP ^ F ,'), 均可定义其乘积 A * A 为 mh 在对角集上 
的限制，而且 

wfCu - fOciiwFCQ + wFCm^wPOd^wFCu), 

(4.5.30) 

这里 

WF00+ WFQd^ U*,f + *)), (*, O^WFQO, 

有时我们也引用记号 [^ f '( o ={ o ,— 

则上述的 A • a 可以定义的条件可以写为 wnon 识 fu )- 

0 . 

5 . 由振荡积分所定义的广义函数的 a 前集. 现讨论振荡积 
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分 心0«) 所定义的广义函数 j 的波前集，这是一个基本的问题, 
它所使用的方法也是在本节中一直使用的同一方法. si 中我们 
看到，振荡积分 

/ •(<!«) — JI t l 9 u - 6 '' a ( x , 0)«(*)办相， （4.1.1’) 

«€5?, a , _ 

定义一个不超过々阶的逆'广义函数 

<4,《> — /#(««) (4.1.8) 

称为 Fourier 积分分布.这里々适合 m — k.s < 一 n 而 f = min 
( p , l -^)>0. 现在我们要证明 

定理 4.S.1S 对 Fourier 积分分布 j (4. L 8) 有 
『 F 04) C ：{0，< M >, 0)),0 _0， 

(*，0) € con supp a ， ^' 6 ( x , 0) — 0}. (4.5.31) 

这里 con supp « 是 《 的锥形支集，即 <» 在其中不恒为0的最小 
闭锥形集. 


证. 记（ 4 .5.31)之右方为并设（*。，|。）(^.于是存在 
在 中的一 个邻域 P 以及在 R "\0 中的紧锥邻域还有 
C — {(*, 0) € coa supp a f 6 ¥^ Q , = 0} 的锥邻域？，使 

当* ： eF , Oc ,0) e ? 时， < P t ix t d ) iw . 通过作截断函数，不妨 
设 “0，0)~ o (|0| <1),这样对广义函数3只改变了一个 c " 
函数而不影响其波前集.再作一个截断函数; 《>，0)6 c~(flx 
R "\0), 使对0为零次齐性，而在 C 上 Z =« 1, suppZCC , 用 Z <7= 
在 （4.1.8) 中代替《 1 ，则因在 supp(a — A ) 上 9 ' e ( x t 0) # 0,由 
系 4.1.9 知，这对广义函数也只改变了一个~函数而不影响到 
其波前集.最后对 * 作一截断函数《0)使其支集在： r 。 的邻域 P 
中. 于是<^€忒'而其 Fourier 变换为 

« - ( A { x ), «(*>，>>， 

故 ^ 

M )(?) = { e ^^-^ b { x , eX (4.5.32) 
i(x t 0 ) = a ( se ) Z ( r , B ) a ( x , 6 ), 
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当以妒 ，而 0 , 5)econiuppi(x, 0 ) 时，由假设 《 plO ， 0 ) — 
S ¥= Q 而由齐性可知必存在常数 c > 0使 

k ；( r , 0)-|| > f (|0| + | i |). 

I € 取 ， （*, 0) € con supp*( ； r ， 0). 

现在作微分算子 


L — 


yi w ”—?/)°* 


则- e ，⑽ . e >- u .«>】， 代入 （4.5.32) 并反复用分部积 


分法有 


⑴ CL )* A ( r ， 6 ) dxd $, Vt 

然而由齐性以及 a e SL 易见对一切非负整数 f 

ICLyi (^ fl)l < c ( l + \ d \ r +It m + III )-', (4.5.33) 

当以识，而且 Ul > 1 时， 101 + ifl > I 0 i + 1，当 10| <1 
时， «(*, 0)—0 从而 b (^ x , 0) = 0, 所以在 con supp 6上，+ 
Ifl ^ l + KU 因此 

ci^i + isir^ciei + i5ir»'(iei + inr ,(i -v 
<(i + iei)-«.(i + i«ir ,a - , ' ) . 

这里 A 的选取适合 0< S < # t < 1, 代人 （4.5.33) 即有 
\(aAXi)\ <C(1 + R!) ， -vjo+ |0|)-'».rf0. 

取 z 充分大使《 — M , < - n , /(I - A ) 充分大即知 G ( s ) 对 
妒为急减.因此， O ^ UfEH / FOO 而定理得证. 

在线性算手作用下波前集的变化.设 cyCfi ,)-* 
逆' ( flj 是一个连续线性算子，由 Schwartz 核定理， W 必对应于 
—个广义函数^(*, y ) e 必乂 i ?: x fi y ), 使得对于 </>( y )€ 
C ?( fl ,),< pO )€ Cf ( fl ,)， 因为 J 0€ 逆， ( fl :)， 从而 </4必，9> 有 
意义，而有 

( A ( l } } ,( p ) = ( K a , 9>®0). 

我们要问对于《€ C ?( fl y ), 胪 F 04«) 与 WFCK ^ 的关系如何？ 
在有了这个知识以后进一步讨论^能否拓展为由某个广义函数空 
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间到 S > XQ .) 的线性算子，并且讨论算子的复合. 

这个问题也可以利用上面讲的函子运算来解决.先看 《e 
c ；( a y ) 的情况，对于《?€ <:?(見），由 

( Au , ip ) — ( K a , g )(8)»>, 

因为 < p ®« = (9»®1) . (1®«) 而把 看作锣 ’( fl , X O y ) 的 

乘子，有 

< Ja ， qa >— d ( l ®«)，(4.5.34) 
是一个乘法.如果令投影算子*为 
*： O x X Q y ~* Q x , ( r , y )>-* x , 

则 yC *) - < p (*)® i , (1, 即 y 的恒取值1的函数)而 

<p®l — (**■?)(*» )0, 

把它代入 0-5.34) 并利用推前运算的定义有 

( Au , < p ) => »*< p ) = <**^( l ® a ). tf} t 

所以 

Au = (4.5.35) 

这是—个重要的关系.它把算子的作用分解为过去已讨论过的运 
算，即张量积、广义函数的乘法与推前，从而很容易讨论波前集的 
变化以及的拓展.先设具有紧支集. 

WF (_ l < S ) u ') = suppol X = {(*» 0, y , jj ), 

(y, .,)€ 

(定理 4 . 5 .1 3 , 注意 ^ F ( l ) - 0). 由关于乘积的定理 4.5.14 
知，只要 WF ( K ^ + WF ( l ® u ) 中不包含零截口，亦即 
^^(«) n { y , n }; 6 q x , u , o , y , -”）e 

=0， (4.5.36) 

则有定义，而且 

WF ( K ^(1®«)) C [^ F (^) + suppol X WF («)] 
\ JWF ( K a ') UWF (.1< S > u '). 

因为已经假设了 L 具有紧支集，自然也如此，所 
以总是有定义的.现在来计算 

»; Q x X Q ,~* Q t ( x , 
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亦即 * = * + oy , 所以 

*<*.») =(込 0) 

因此对于 

5 CT *( fl , X fi y ), ** S = L . 

x.y Cx,，} 

«*/ = (>!*, »!>)} & {(•*•, Jjx), 3y€fiy, (r, Ttxi 0)6 S„J,}, 
因为 

识 Fd ) 十 ^ F ( l ®«) = {(x,4, y> >?) + (*, 0 , y , V)> 

={(*, I, y>»? + V )}， 

故 

WPCXO + ^F(1®«)1 = {(* ， f) ， 30, ^F(«) 

3yefi,,(*,|, y,o)e wf(k a )} 

jt*(^F(l®»)) = 0. 

现在引人几个 记号： 

wf^Ka) = {0,0,3y ， €fi y , (*, ?, y, o)€ 
wf'XK^) = {(x,0,3y e a” o, -I, y, o)€ fVFd)}, 
以及类似地有犯 F / KJ 和 IVFKK ,), 还有“复合记号” 
WF '( Ka > WF ( u ) = {0,矣）， 3( y ，”）€ WF («) 且 

(尤 ，石， y ，— n)f 

则有 

+ W ^ F (1®«)} = WFXK A ) oWF ( u) t 

^WF{K a ) = WF.iK^. 

因龀我们得到 

定理 4.5.16 设 算子杰 C 0 " O 3 y ) — 逆'(比）具有紧支集的梭 
而且设逆乂适合 

妒 F ( a ) n WF ' y { K A ') = 55, (4.5.37) 

且^可以拓展到上述的“上去而且对《为序列连续的，这时有 

WF { Au ) aWF ' iK A )° WF { u ) VWF ,{ K A ). (4.5.38) 

K a 是相应于/的分 布核， 
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WF '( K A ) - {(*,?, y,i) ， 0, I ， y, - yi )€ wf ( k ^)}. 

以上我们假设了 具有紧支集，如果不然则可代以 

JuppK^nCfi* x supp — 

为造当映射.这个条件的作用在于保证可以定义 ** 

条件 （4.5.37) 也可以写成 

WF'(K^)nwF(u)ci? x X (R m \0). 

下面考虑两个算子 A C ；( O y )^^>'( Or) f B ； C7(C，）— 
逆 (A) 的复合，假设相应的分布核 K/uO 与 K B (y, *) 都有造 
当选定的支集，使都是可以定义的，并且记它们的波 
前集为 rhra. 我们要证明 
定理 4.5.17 若 

WF'^Ka^^WF^Kb) - 0, (4 5.39) 

则可以定义 C ；( Q t )-* 逆' (C,), 而其相应的波前集 
C^^ ob ) 适合 

WFXK AoB )^WF'(K A ')oWF'(Ks)\KWFr(K A ') X sup^) 
U(suppofi, X (4.5.i0) 

证.先看一个特殊情况 

K a = K*)®?i(y)» Kb • ，2(y)®A(s). 

而 /> &， ft, 6 都是 C 7 函数.这时自然是有定义的，而且 

KaobC *, *) — K*)®K*) •〈茗 1， 

这里 <A, &> 是把 ft 当作逆'(拓）之元作用在 ft 上之值.由分 
布核的定义， 

(JoBq>, <1>) — 

—〈K*)®?i(y)®l，（i®，j(y)®A(»))**(9(*)® 少 (*))〉， 
这里 *: O x xQyX Q ,-^ D X X Q „ (*, y, «)i—(*，*)， 因此 

应用函子运算与推前的定义有 
{ K aoB , <p(*)®i/i(2)) 

因此 K ^ b 又可以应用函子运算而表示为 
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K acB — • (l®f 2 Cy)®A(*)). 

对于一般的和 K«， 如杲可能定义 K AoB 的话,就应该定义为 
k A oB = **dO, y)®l.) - ( h ^ K a ( y , *))• (4.5 41) 
我们就用 (4.5.41) 作为之定义，并相应地定义 
A°B-. 

先看 y)®U ■ (U®K s (y，*)). 为使它有定义，例 
如只需要求 

= WF^Ka) X suppo Q, + supps O x X WF(,Kb) 

■= (Or ， ?»y> »ii + >?j> *> 0» (*» l> y» n») € wf(Kj) 

(y ， w ， Dew^(K B )}. 

因此当 (4.5.39) 成立时此式自然成立，因为>1, + ^ ^ 0. 然后 

K , F(x^ 0 B)c:**[(r /4 x suppjfl, + supp 0 fi* x r B 〉 

U(r^ x supple,) u (suppoi?, x r 8 )] 

仿照上面的定理 来计算 v* 即有 

**[(r^ x suppofi,) + (suppofl* x r B )] 

-={(*，f，*， 0,彐 (y，o) — (y，” 一》i) 使 

xsuppofi, + suppofl, x r«} 

-={(*»?，》“)，3(y，”） 使 

(* ， f» y，—>?»*» o)€ r_< x suppofl,, 

(*. o, y, ij, z, ?)€ (suppofi, x r B )} 

—t(^> l>O* 3(y» n) 使 （*， 5, y， — v )€ r^, 

(y, >1, *, ?)e r B } = ivf'(k a )oivf(k b ), 

**(r A xsupp l) o,)={(x,i,2,0),3(y,tt),(x t S,y t n)€ r^} 

= WFXKa) X supple,, 

^(suppofi, xr*)-={(*, o,«, ?)» (y»»i> *»0^ r») 

=suppofi, X WF,(KaX 

因此我们有 

WFiKAoB)C.WF'iK 4 y W F{KB)\}{WF x {K A ) X suppofl.) 

U(«upp»i?« X WF^Kt)), 
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这个式子也就是 

WF'(K AO B)C ： WF'(^yWF'(.KB)[J(wF t (K A ) X suppofl,) 

U(su PPo fi, X WF',(Kb)). 


定理证毕， 

附带提一句，条件 (4-5.39) 可代以较弱的 

0 jE X SUppoi? a + SUppofi, X Tb. 

最后来看几个例子. 

例 1. 卷积的波前集.令 M 逆， (B •: — b ，，0, 


于是 

tXx,y)-(l t -O t T =( 二)， 

N f - {/(*：, y)^), 'fv -( 」 )-o}-{(r-y,0)}. 

因此，由广义函数的拉回之定义，对任意 M 逆= /% e 
纫_(1{'><妒）都是有定 义的. 我们不妨仿照4 C"(R") 的情况记 
«(*» y) *• »(* — y), «(*» y ) 是卷积运算的核，这一 
点由拉回运算的序列连续性即可看到.由定理 4.5.10, 我们有 
i ^ F («) c /* trF (0- {(*, y , T > i ), 0(*, y ),* i)e wF ( t >)} 
— {(*» Hi y > —”)，（* — y,ii)6 WF(0}. 

但是实际上这里有=而不只是 c 成立，这是因为对于 
纫(把），利用序列连续性不妨设《 e cr(R_), 从而 
<«>(* — y), tp{.s)<j>{x — y)> 


— jj *>(,x — y~)ip(,x)<l>(.x — y)dxdy 

-=|J q>(,x)vi_s)il>(js)dzig = I 1 • q>(je)ix j v (*) t}t{g)dz 


用步 (* - 代替 h 由 0 有 

<1* yX* 1 ， 4 >e~ iwi ) — 〈1，9>(如 ）（0 

- <*>(* - y) 90)*0 — )0, 厂 , ⑷ +,,> >U-_* 

■ <T(x, y), e -<x S+y ,))|^_ t= f( f , 
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由波前集的定义 

Wp{u) — WF(v(x — y)) ■= {(x, 7{, y, — >i), 

(无 — y > » j ) e 

例 2 .设4«：«*(仏，10且当汉*)-0时八*)关0.因此 

lu 

TC *)- : 

W 

而由 rw > i =0 必有 n = o „ eR . 因此 w 尸 {(/(*) 
fl }. 对于您 •(!{), 因为灰 F (5) = {(0,7)),7? — o }， 所以 
— {(/(*), > i ), /(*) — o , ' i '{ x)n — 0} — 0 而可以 
定义严5 = 〆 /).这时由定理 4.5.10， 

^ F (5 a )) c {(*, w ))， K ：0 " o ,^ eR \0}. 

但是我们知道 

(s,tp) = (2jt) 一 1 j (p(ji)iij = (2w) _I |j c'^'^iy^dydij, 

所以若令 WO e C 0 "( R ') 而且在 [- 1 ， 1 ] 上 X ( v ) ~ 1, 则 
(2*) - 1 J ⑸ dn e C 0 -( R ') 

在逆 ‘( R ') 中趋于 S ( y ). 对于 C fl •函数炉，因 

f * [(2*)->| = (2^)- 

因此求极限后就有 

(f*s, ip) — (2w)- 1 j j 

由于假设了当 K *) _ o 时 i'M ¥= o , 所以这个积分可以了解为 
振荡积分. 

当尺*)_*»时，我们就得到 

〈改 (*•)» 9>〉 — (2«) -1 1| e ^ o ^ ixydxdi ],, 

— ( 2 *) -1 1 dx ' I < p ( x’ t — 

— j K *'* oV *.. 
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这恰奸就是第一章 S 6, 定义 1.6.2 后的例 1 ，即超平面上的 Dirac 
分布对一般由 K *) = 0 定义的超曲面，利用变量变换也可得出 
0-6.11)： 

< S (/)，9 >— s ： / C *) — 0. 

7 .微分流形的情*. 在定理 4.5.11 后我们说明了波前集是 
余切丛的子集.这个情况有助于我们讨论微分流形上的广义函数 
的波前集.正如在本书中一赏规定的，凡谈到微分流形时都是指 
的的具在无穷远处为可数的 流形. 以下的 M , M ,, •■都 
是指的这样的流形,我们也就不再一一说明. 

定义 4* S _18 设 M 为一微分流形 ，《€ 逆' （ M ), 我们定义 
为 t * M - T * M \0 的一个子集，即 Of ， |)€当 
且仅当存在一个局部坐标; C : U — FCR ", U 是*在从中的一个 
邻域，使龙(*，1)€妒 FU - i - o ) 找是由 Z 在 r * w 上诱导出的 
-个局部坐标. 

在定理 4.5.6 中我们给出了波前集的一个等价的定义而它是 
与坐标的选择无关的. 

由于对波前集的讨论在许多情况下都是局部的，所以选定了 
适当的坐标后.总可以归结为的情况而与前面一样.因此, 
本节中的定理都可以很容易地移到这里.例如设 W 是一 
个 C " 映射，在一点 : r € M . 附近可以定义 AT 的余法线集 N f ={( y , 
tj ) € T * N \ Q ， 3 r € M 使 y = K *〕， ' f'Wrj = 0}, 而当 tVF ( u ) C \ 
沁 =0 时，对 《€ 逆' ( AO 可以定义产《 6 逆' ( M ), 使 WF ( fu ) = 
{(*， TOh )，* fAf , (/(*), >7) ^ 把这个结果应用到 

—个嵌入子流形则可取/为而％就是 W 的余法 
丛，这样就得到在 2 V 上的限制，只要妒 F («) D ； V ,= 
0 . 

同样 ，若只要0 在妒十妒 P (« 2 ) ，又 
可以定义 《i . 逆•(《)，而且 

WF^Ui • + 取 U(Wf(«i) X suppo« 2 ) 



UCsilppo/i X WF (, ui )). 

关于推觔运算 h M -* N , U ： 您乂 W )— 谬， ( W ), 则对 《€ 
逆’ ( AO , 只要 f 是适当映射或者“具有紧支集(或者 fU PPB: 
SU pp « —"W 为适当映射），则 /*«€ 您' ( W ) 有定义，而且 

WF(i m u)C ： 1*WF(u) = {( y , ij ) € T*N\Q,3x^M 
使 y ■ /(*) 而 （*， TOOs?) e WF(«)Usupp 0 «}. 

关于由 c ； rov ) 到您' ( M ) 的线性算子则相应于 M 和 /V 
上的 c ~ 密度〜1>可以得到分布核逆' (M XW >， 使得对 
« pec ?( M ), 屮 ecfOO 有 

(K a , (9P(2>«A)(a«®v)> = {A>k, 

如果选用 M 上的一的 C "* 分割 {«;} 与 iV 上的一的 C •分割{ 〆 , } ， 
可以定义 d «= 的 《), 而将问题归结为在局部坐标系 

ui 

中讨论《^和，而这正是前面已经做过的，这样，我们将会得到与 
定理 4.5.16, 4.5.17 完全相同的结果. 
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第五章拟微分算子 

H . 拟微分算子的基本性质 

1.定义.拟微分算子是线性偏微分算子的自然推广.设有 
c ~ 系数的线性偏微分算子 

P( x> D)u^ 《.(*)€ C-(i ?)， (5.1.1) 

ficR ' 是一个开集.将它作用到 《 C*)e c ?( 0 ) 上，则因 
«(*) = 

而有 

P{x, D)u = j e^Pix, 

=(2«r)-° jj f)«(y)rfWf. (5.1.2) 

因为 p (», o 是$的《次多项式，所以上式最后一个积分可以理 
解为振荡积分. 

由此可见,我们可以考虑更为一般的线性算子，即 p ( r , O 不 
—定是 S 的多项式的情况，而且因为在上式中出现了 I 与 y , 所以 
也不必仅限于 p ( x , O R 含 * 与 f 的情况.这样我们就得到一般 
的拟微分算子(简记为 PsDO ): 

A(x t D-)u~ 20r)- jj y, iMyUydi, (5.1.3) 

«€ C ⑽. 

它是上一章介绍的 Fouri « 积分算子 ( FIO ) 的 特例： 其相函数 
是 

y> 5 ) =■ (* — 

而有 
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9 X =■ 一少 y = § ， <Pt = x — y. 

«0, IS f ) 称为拟微分算子 A ( x , D ) 的振幅函数，不依赖于 
y 的振幅函数称为 A ( x , D ) 的象征(或全象征).以后，我们将要 
证明在一定条件下可以从振幅函数求出象征. 

在拟微分算子的讨论中，振幅函数的类有重大的作用.在本 
书中我们都是讨论<*0, y，o 6 X X R -) 的情况.这里 

0< P , S <1. 应该注意，许多重要性质是否成立将取决于 P ， 3之 
值.例如，将式 （5.1.2) 理解为振荡积分需要假设 P >0, 8<1 
(第四章定理 4.1.4). 因此，在下面如无特殊声明，总是设.，类 
适合 0< P 以及 5<1 (以后凡是 0< P ， tf < l 均指 0< P 以 
及5 < 1). 这里特别重要的是类 P = • Sn 。， 它是由 Kohn 和 
Nirenberg 在 [11 中引人的，一般的类的引入则见于 L . Hor - 
_ 1C kr [7] 中. M 外，我们再申明一下，当 a = 0时 S " n _. u 常 i 己作 
S 7 . 

拟微分算子的引人虽然是线性偏微分算子的直接推广.但这 
并不是为推广而推广，而是出于一种 需要： 使推广后的算子形成 
一个代数，而其中可以包括尽可能多的算子，首先是“逆”算子.在 
第二章中我们已经看到，求基本解的问题就是求逆算子的问题. 
而偏微分算子的“逆”，很显然 ，一 般不是微分算子.但是，以后将 
会看到，椭圆型算子的“逆 M 确实是拟微分算子(而非椭圆型算子的 
“逆”则常是 Fourier 积分算子).所以可以说，拟微分算子的主要 
来蹰之一是求桷圆算 子的“ 逆”的问题. 

我们记振幅函数在类中的 PsDO 之集为 

2. P * DO 之核. PsDO (5.1.2) 很明显是一个连续 映射： 

A ： C 0 '( fi )- C -( fi ). 

这一点可以直接由定理 4.1.5 的证明看出.因为 
( fi )， 因此心 CJ ( fi ) — 逆 *( fl ) 也是连续的，因此，由 Schwartz 梭 
定理，应该有一个广义函数3(*，>0即相应于/的分布梭，使得 
对一切 C ；( Q ) 均有(见式 4.3.2) 

GO , >0, 》( y )<8^00) = { Au , v ), (5.1.4) 
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和上一章一样，这个广义函数我们形式地写为 

A (. x , y ) = (2^)-" j 々 MU ， 況. (5.1.5) 

它并不是一个振荡积分，因为其相函数对 f 的梯度 
* 一 y 并不恒为非零.对于最简单的情况，即 a ( x , yi n 不含石 
而为象征时，我们有 

JO, y) = (2=0—" j e Kl ~^ a (,x, i)di 

K(x 9 x — y )， 

这里 

K ( x , s ) = (2*)-" [ e ^ x , 0 砟. 

特別若 a( Xi 是 § 的齐性函数时, KC *， Z ) 是对 * 为齐性的广义 

函数，而且 C " 地依赖于; r . 这时，算子 （5.1.2) 就写为 

(]«)(*) = j K ( x t x — y )«( yVy . 

在拟微分算子理论出现之前， Cddenm 和 Zygmund (更早还有 
C. r. Mhxjihh ) 就讨论过这种形式的算子，并称之为奇异织分算 
子,并以此为工具在偏微分方程中得出了重要的结果.关于奇异积 
分算子的理论可以参看 Calderon 和 Zygmund [ I ]和 Calderon [2】， 
[5], 

上式虽然只是分布核的形式记法，但我们可以根据上一章的 
理论讨论它的性质.现在相函数是 y ,0 = U - y )- S . 
从而久 =* * 一 y ， 而心（见定理 4.1.8) 为知={(:， y ); * — 

°} - {0, *)} 即为公 X 公的对角集.因此，应用定理 4.1.8 于此 
将 给出 ： a e 0< Pt 5< l,smg supple *：, 
y ) c {0, x );* efix } 

相应于 PsDO d 的分布核一般是一个 4 阶广义函数，这里4 
适合不等式 m — k.s < —»(n = 而 J = min ( p , 1 — S '). 

特别是若 《 < 则式 （5.1.2) 作为一个普通的含参变量的积 

分是绝对收敛的(而且对于当 * 在之任一紧子集内时，也是 
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一致收敛的），所以可以应用 Fubini 定理而知,这时核 X(»，y) 确 
实可以写成通常的 Lebesgue 积分 （5.1.5) 而 且是； t, y 的连续函 
数.若 为非负 整数)，则 A(.x,y)€ CKO X Q )； 
特别是若而3变为具有核 
的算子.这时 Z 是一>•正则化算子(上一■章 S3, 以及定理 1.5.5), 
相应于象征类 S3 的 PsDO 类记作 LG， 上面已证明，均 
为正则化算子；而且因为 s- t ： t - ns ?,,， 所以现在 

m m 

我们要证明 

定理 s.i.i L ； r »^ 门1<?,, = {具<：«核的算子}-»{正则化 

m 

算子 1. 

证.巳经得证.今设4 e nz*?.,, 则对一切实数 

m m 

+ m 必有 a m (x, y，5) € S?,g 使 (5.1.2) 成立.取 m 适合 m < —n— 

Ky 则可见到相应于 d 的分布核可以写为 

A(x,y)^ (2^y j y, 

而有 xfl)(v々). 因为分布核只决定于算子 a 
而不随《变化，故有 x(*, y)€ c«(fi x fi) 而2为具有 c— 核的 
算子.这就是说(11<?. 8 0：{具£^梭的算子}. 

m 

再设 d 为具 C" 核 d (*， y) 的算子，于是 W 可以写为 (5.1.5-) 
之形，而取 

aix, y, f) = 厂〜 yV(S), 

这里 P(f) ^ C； 而且 j P (S ) 赶白 (2*)\ 因为 a{x, y , f ) 对 5 具 

有紧支集，显然 《»e sg , 从而总之，我们证明了 
{具 (：• 梭的算子}匸1^,1(= n 1<?.,(={具 c" 核的算子}， 

m 

再由定理 1.5.5, 彳具 C" 核的算子} _ { 正则化算子 } ，从而定理得 
证. 

从证明中我们看到，若振幅函数对 S 具有紧支集，则相应的算 
子 (5.1.3) 必为 L；r,1 算子，不仅如此，由系 4.1.9 还可以看到，若 
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振幅函数 y,f) 在对角集附近恒为0,也有分布核 j (*， y) e 
c-(fi xfi), 即相应的算子 a e L-. 

sr* 和 in 的讨论具有重要的意义.前一章 s 3 末.尾已经指 
出，在偏微分方程理论的许多问题中，正则化算子可以(或者说“不 
得 不”) 略去_这样，我们在讨论《阶拟微分算子时，应该考虑一个 
等价类，即相差的算子(亦即相差一个正则化算子)认为是相 
同的.这样，我们就可以给出 

定义 5.1.2 VtjL - f ： s 之元称为一个《阶0>， 《) 型拟微分算 
子. m 阶（1，0)型拟微分算子简称为《阶拟微算子 • 

下面我们要讨论分布核的支集.这里有 
定义 5.1.3. 设2为由 CJ(fl) 到锣’ (fl) 的连续线性映射，相 
应的分布核是3(*，）0,若 

**ltupp 彳 <*.»:(*, y) | ~ **» *»Uupp/«i.«:(*,y) I ~ *y 

是适当的(即使紧集的原象仍为紧集的算子)，则称 j 为适当的- 
注意，这个定义不仅只对 PsDO 适用.对于抱微分算子，重要 
的是有 

定 9 5.1.4 设 W € L 7 . t , 则必可将它写成 
A »=■ + 1 ?> 

其中 e 是正则化算子，而4 e 是适当的. 

证.我们来求一个函数 p€C"(fl X fl) 使 

是适 当的. 为此作 fl 的一个局部有限相对紧覆盖 {Ah */. 于是 
X t7i} jE ； 是对角集 diag(fi x 13) = {(*,*)； re fi} 的一个覆 
盖，而且很明显与 URxG 是适当的.取 

i 免 J 

dUg(flXG) 的一个邻域7使 『ct/， 并作一个函数 p€ C~(flXfl) 
使 supppCt/ 而在 y 上 P 塞 1. 于是用下面的级 ’ (fl Xfl ) 广义 
函数 

^i(*» y) = M(*» y)> y) = (i — pX* ， y) 

作分布核来构造出算子次与 K. 很容易看到，4与 E 都是拟微 
分算子， 


. 253 • 



= ( 2 *)"" e* < *" y) VC-r, y)a(,x, y, !)«(yWg ， 

(K«)(*) = (2^)-" jj - 代 [1—pO, y)]aix, y, i)u^dyd^. 

以上 《 € Cj ( fi ). 对于算子次因为 p (*, y ) 不含 f , 故有 p ( x , y ) 
h I ) e S ?., ; 对于算子 K , 因为其振幅函数在对角集 * = y 附 
近为0,故为正则化算子.定理证毕. 

这个定理的意义在于它指出了，在讨论拟微分算子时,我们时 
常可以限于讨论适当的拟微分算子. 

3. 奇支集的变化.一个拟微分算子总是由 CJ ( fl ) 到您' ( fl ) 
的线性映射_因而就提出了如何计算 singsupp 3«的问题.特別 
是由上一章定义 4.3.2, 拟微分算子的相函数恒适合 
grad^.iXx — y ) • | = (― I , * — y ), grad (I>?) (* — y)f = ( S , x — 
y ) 在中不为0,因此是算子相函数，因而 d 和4均可 
以拓展为由，⑺）到 mW 的线性映射，因此虽然当《 € C ?( fi ) 
时，因 € C ~( fl ) 而 singsupp /4« =■ 0. 然而当《 € 时， 

就更需要讨论 sing supp 与 sing supp «的关系.这一点固然可 
以直接由上一章定理 4.3.6 得出，但我们宁愿稍为广泛一点地讨论 
核的支集、奇支集与的支集、奇支集的关系.为此我们再重复 
一下定义 4 . 3 .5:若 sax X Y , KCY , 我们定义 S 与 Y 之复合 
为 

SoY = {*€X； 3ye Y 使 Of，y)es}. (5.1.6) 

很容易看到 

SoY ==*:[50；^】. (5.1.7) 

首先，再讲一下关于支集的一般 结果： 

定 as .1.5 设七 — 级’ （fl ) 的梭为 j (；c, y) e 

SJ'iQ X Q) 贝 IJ 对一切 《 e Ct(Q) W 

suppAudsuppA(x 9 >)osupp«, (5.1.8) 

证，因为 s U pp» 是紧集，上式右方易见为闭.事实上，若有序 
列 { x 9 } c . 右方且 x 9 Xq 9 则相应于 u _} 的 {>_} Csupp « (在必 
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昆时 取其子序列）收敛于 y 0 € suppH. 因为 supp^(», y) 为闭，故 
(» 。， y。） = lim(x„ y,) € supp/4(*, y), 从而 
*„€ supp^(ar, y)°supp«. 

今证，若取 《» € Cj(fl) &8uppt>n(supi^osupp*«)= 0 ，必有 (Au, 
«0 =() ，若如此则定理钲毕.但这个式子就表示 

(suppw X suppy)n*upp/4(Ar, y) = 0, 

而由 supp(p®») = suppw X suppf 即有 

(Au, v) = (A{x, y), p®») = 0, 

从而定理得证 . 


进一步，关于适当的算子我们有 
走 as . i .6 设山 — 级’ ( g ) 是适当的，则 
0对一切紧集 K^Q, supp A{x, y)oK=- f &3 也是紧的， 
于是 j 映锣兰(旬到 纫; ^(幻中. 

iO 对一切紧集 fgfl , 必存在紧集使 

(supp« f\K) — 0 今 (suppJ«nK’〉 = 0. 

因此， d 变 C ?( fl ) 的局部有限和为广义函数的局部有限 
和.特别是， d 可以用唯一方式拓展为由到逆 '( tf ) 的线 
性连续映射，且仍适合式 （5.1.8). 

证 . 0由 （5.1.7) 有 

K •篇 * r [supp^(ar, y)n*m 

因为投影映射是适当的，故从而 岭 1 KflwpMOt , y ) 为 
紧，它在连续映射&下的象也是紧的. 

») 令 K d ^ kiTiTlsupE ^ Oc ， y )】， 则与 i ) 相同知 K 为紧. 
若 supp » n 尺=0»则因 

supp/4»n^c(supp/4(x, j<)osupp«) f1 K' 

=jr,[supp/4(*, jOflw/suppa] f\K’ 

=»,[supp/4(*, jOnj^suppaflj^K ’】， 

但 jrpK = ffpK’flsuppjOt ， y )， 代入上式有 
supp/4»fl K’Cw r [wpuppa f) nr, 1 ^] 

— WxfwyXsuppwflK )] 
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0 . 

由此 W 变之元为 f ( fl ) 之元.设有 CfOO 之元的和 

乏>< ■，任 取一个 / C ' efl ， 相应于 K ’ 按上面的方式作必 R 有有限 

« 

多个《•(设为《1，•••，《;)适合 • upp ^ A.X _ 0 •则除 Au l9 ^^Aui 

外，对一切 05 有 supfAu a C \ K !^ i > 9 即是说2 也是局部有 

« 

限和.现在作的一的 C ~ 分割，则《 e c -( fl ) 可写为 

«= 2屮。“ = 2 **«， 

• a 

而右方是 CS ( O ) 的局部有限和，从而^ A “ a 長 ^\ Q ) 的局部有 

■ 

限和.我们就用它作为的定义(很清楚，这个定义是与一的分 
割 W -) 的取法无关的），它当然是逆' ( fl ) 之元.这样我们就将 
3拓展为 C "( G ) 到逆' ( fl ) 的线性映射了.它的连续性证略. 
由于 c ?( fl ) 在 c -( fi ) 中稠密，这样的拓展显然是唯一可能的. 
证毕. 

这个定理是对一般的适当的算子■您 '(0) 提出 
的.若 d 是适当的拟微分算子，则还应有 c 0 ~( fl ) — C ~( fl ), 所 
以现 在有： A ： C ~( fl ) - C "( fl ). 而且由 o 还有次 
cs ( Q ). 这些都是很重要的结论，在下一节我们将要应用它们. 

现在讨论奇支集的问题.和上面一样，我们首先仍然着眼于 
一般的算子泠 a ( Q )~* 逆' ( fi ). 

定理 S .1.7 设上述算子的分布核为30, y ) e 逆乂0 X G )， 
而且使 C "03) 可拓展为映射 ，(: G )— 逆切），则 
sing supp Au^slng supp sing $upp u m (5.1.9) 

证.设 x。f sing supp A(x 9 y)o sing supp u 9 这就是说 
({*。} X sing supp m ) fl sing supp A ( x f y ) = 0. 

因为 U 。} X sing supp « 为紧 ， sing supp y ) 为闭，所以必可找 
到与 sing » upp » 的开邻域 U 与7使适合 

{U X F ) flying $\ xppA ( x 9 y ) — 0. 



现在作使在 singsuppaW 近恒为 1 ,则对 
， (fl) 有： 

« = <*« + (1 一 a)«, Au '-= A(_au) + 4(1 — 《*)“. 

但 （1 一 《)« e C?(fl ), 从而 一 C«(G ) 而 
sing supp AuCsing supp A(au), 

但 dCr ， >0|U X P 为 C 0 % 故当 * € U 时 d(fl«)C*)6C -， 这就 
说明 * 。 f? sing supp Au 而定理证毕 . 

本段一 开始就说明， PsDO 因为作为 FIO 的特例具有算子相 
函数，故由定理 4.3.4 知它可以拓展为 /'( fi )— 逆' (13) 的算子， 
所以定理 5.1.7 对 PsDO 是适用的.但是由定理 4,1.8 知 
sing supp /4(*, y ) Cdiag(fl X fl ) ==■ {(*，*)，*€•£?} 

中，所以对适合 0< P , 5 < 1的类拟微分算子有 

snig supp AuC-Aag supp «. (5.1.10) 

这是一个极为重要的性质.回 忆一下 C " 系数的线性偏微分 

算子 

A(x, D) = 2 


则不但上式成立而且还有 


supp ^«Csupp u (5.1.11) 

(这不但可以直接证明，还可以如下 看出： PDOZO , D ) 的核是 

因此 *upp^(r, y)=diag(fi X Q) 然后再用定理 5.1.5), (5.1.11) 
称为 PDO 的局部性,十分值得注意的是它的逆也 成立： J . Pectrc 

[1】， [2] 证明了»孕毕孛寧亭于土 Cj ( fi ) ^ C -( 0 ) t 萃哮 

f f f f A ： Jw ~* ^*(13) 且使 (5.1.11) 

的线性偏微分算子 . psdo — 般说来 “ •然未 

g 箐 ©rii ， 例孚 A/ ''' 

C;(R») — ► 忒， （ R-)) ， a(*)l—v«(* -A) 
就是一个 PsDO: 
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(tv<)00 = «0r -k) = W" j 
可是明显地没有局部性.但 PsDO 有 （5.1.10), 这个性质称为增 
所以上面的结论可以陈述为 

''m 5.1.8 L^(0<P，S<1) 类拟微分算子有拟局部性. 

4. P*DO 与波前集.我们首先要推广 PsDO 的拟局部性到 
微局部的提法上去，即证明 WFCAu ^ WFiu ), 事实上，相应于 
PsDO 的分布核是由 

(A(x, y), p(*)®«(y)> 

=㈤-" jjj y. 0«Cy>W 峽辟 

定义的.当 o < < 1 时，这是一个振荡积分，而由定理 4.5.15 

WF(A(x, y))c{(x,y,<l>„ <»,), §#0, a> 4 = 0} 

= {(x ， yU),W0，*=W 

={(»•，？；》，—?), S ^ 0>, 

从而 

WF'(,A(x f y)) = {(x, I; X, ^)} 

cdiagl(r*fi\0) X (r*fl\0)]. 

我们记 WF ' UCx , y)) 在每一个因子 T * Q \ 0 上的投影为 『F 
00,则有 

WFU) = {(^,S), f #0}. 

当 3 为适当的而 《€ 逆， (G )， 或者当时，都 
是有意义的.现在来应用定理 4-5.16 的推论式（4. 5 .?8),注意到其 
中的就是我们的分布核广义函数 J， 即得 

定理 S.1.9 0 < p , 8 < 1，《€ 逆，0)，而且成 

者 d 为适当，或者》 e # 乂 ff ) 使有意义，则有 

WF(Ai*)C ： WF(u). (5.1.12) 

在以前各章中我们多次利用截断函数去乘一个广义函数借以 
实现局部化.但这只是在 * 空间即余切丛 r*o\o 的底空间的局 
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部化.微局部分析则要求既在底空间也在纤维空间中实现局部化 
(不妨称为微局部化).这一点可以利用 PsDO 来实现.事实上， 
对于《 f ，令先作截 I 函数 cpOO f cs (0 ) 使其支 
集在 知声 附近，于是 _ e ^\ Q ~) 而 $ «) 是一个缓增函数.如 
果要将& ( S ) 在某一个方向5。6 R "\0 局部化，当然可以用一个 
S 的零次齐性函数 z ( f ) 去乘它，这里 XOO = z (|) G > 0) .然 
后作拟撖分算子 X ( D ), 我们就说是既在底空 
间的 * 。点、又在纤维空间的^方向局部化了的——即实现了微 
局部化.但是以科 o 为振幅函数——其实是象班..而 
XiO 作为零次齐性函数不可能属于 C " (除非 Z ( S )3 wnst ), 因此 
又需要作一些 修正： 切去在 III 中的部分 ，如前 所述， 

这样作只会相差一个正则化算子.确切地说，我们要作的 z ( o 具 
有以下 性质： i 

0对 f )€ C •而且当 | 剳>1时对 S 为零次齐性函数，即 

|f| >1; 

ii ) 之银支集在 I 。的某个锥邻域 P 内； 

m ) 在 I = o 附近 x(§) = o. 

这样的 Ml ) 是很容易作的，实际上在单位球面1§1 = 1上作 
—个支集在 匕 / lM 的某个邻域中的函数，当按零次齐 
性的要求拓展到单位球面以外，最后再用一个在 S = o 附近恒为 
0而支集又位于 ill 中的 c n "( R ?) 函数去乘即可. 

这样作出了奴 f ) 和 CFO ) 后，我们有 
定理 5.1.10 设 (*„ g„)f fVF(«), 则必可，找到 
一个 S° 类 PsDO JO, D), 使其象 征〜奇 1 (mof) 于 U, | 0 ) 
的某个锥邻域中，而且 e , 

证，由波前集的定义，在必要时作 . G 的一个一的分割 { cfU , 
并用 < p a 去乘《00,可以设 SU ) 茌 S 的某个锥邻域 P 中急减.作 
xa ) 如前所述使其锥支集含于 P %且在一个更小的锥 F,e P 内 
X (0 ^1(151 >1 ). 于是 急减，从而 Z ( D >«0) e 

C -( fl ). 再作少 O )€ C 0 »( G ) 且在; r 0 附近 < K *) e 1，于是 
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令 J(r, D) = 则其振幅函数(实际上是象征)为 

I ) =* 〆 *)>：(#)， 

3显然合于所求.钲毕. 

上一章 S5 中说过，波前集粗略说来就是 ••坏方向” 的集合，现 
在既然已用一个 PsDO A(x, D) 在余切丛中将 S(|) 的“坏 的”频 
率成分切除，余下的自然是 “ 好”的频率成分，其表现就是6 
c«Cox 这定理的逆也是成立的. 

走理 5J.11 设（*。， f e )€f?X(R*\0)， A(x, 
而且其象钲〜 0,f)3l( mo dS--) 于 Of。，&) 的某个 
锥邻域中.若办 € <：•(£?)，则 0r„ f a ) fE WF(u). 

证.和上面一样作 Z(«, 使它的支集在 &的某 个银邻域中， 
而且当151 > 1时对$为零次齐性, az(o = o 于 s = o 附近. 
再作 v (*) e C； 使在 n 附近适当选取 V与； ( 的支集， 
必可知 

?) ^ Z(f) V C*)CmodS-). 

从而 

X{D)<p(.xU^, D) - X(D')<p(.x') 6 I-, 

把双方作用到《上，因为 j(*, D)«ec-(fi) 5 D)«e 

GOO), 从而: ((DhOlMC*, C"(fl ), 而有 Z(Z>)^(*)« € 

C-(O). 

M 在进一步证明因为这样就知道 
z ( SV ( f ) e ^( R -). 从而 > 在 L 附近急减，而由波前集 
的定义即知 （*» ?。）< »^(«). 

为了证明 z(D)?.C*)« e £^(R'), 我们要用下面的 引理： 

319 5.1.12 设 P e '，( if )， x ( o 以?，则当 
dist(x, supp y) > I 
时 

\D"X{ DMx ') \ <C„, n |*|- w . (5.1.13) 

证.因为 € sr 1 -', 所以不妨将 lrxiD) 合并,视为一 
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个 PsDO 而设 《 = 0. 又因#'广义函数可以表示为 

l«l<f 

vXx ') 为连续函数，所以又不妨设引理中的 ^'( R*)n 
C(R'). 这样由 

= (2«)-- jj e ^-^X{^v{y)dydi, 

利用 

I* — yj' w (~A e )V (1： - >,, - { =〆*-»>•*， (5.1.14) 

而反复应用分部积分法有 

z(D>c*) = (2«)-" jj A*) w z(o]U — yT iN 

• »iy)iydi, 

这个积分是有意义的，因为 supp »•，从而 I* _ y| 衾 dist(x, 
suppo) ^ 1. 当 IV 充分大时 

在 R ? 上绝对可积，从而上之积分收敛而且可以用来 
估计 （kl 充分大).引理证毕. 

将这个引理用到 ZCDVOV 上，视〆 *)« 为〜它 当然在 
彳乂 R 11 ) 中，而且当丨 rl -*■ co 时， distCr, supp q>«) > 1自然满足. 
定理证毕. 

应用式 （5.M4) 并反复作分部积分是一个常用的技巧，今后 
还会多次用到. 

这个定理逐有重要推广，将在 S 4中讨论(见定理 5.4.6). 

§2. 拟微分算子的代数 

1•拟微分算手的*本特征. 本节的主要内容是证明 ULL 

m 

(0< P ， 5 <1 而且 d<#>) 类的拟微分算子在 modL；,^ 意义下 
构成一个代数 • 这个代数中的乘法了解为算子的复合，而且其屮 


♦261 . 



还有转置与伴两种对合 运算. “ modJ ^. r 的限制是很自然的，因 
为 p s DO 作为具有算子相函数的 no , 是 C 0 "( fi ) 的映 

射，而且可以拓展为 — 您'(的（见上一章 S 3)，因此若 
L 7； e , A°B 一般地是没有意义的;但是若 d ， B 是适 
当的，则它们是 c 0 "( fi ) c 0 "( fi ) < g -' W ) 的映射(定 

理 5.1.6 的推论），因此 AoB 有意义.但是每一个 PsDO 都可以 
modL ；,： 而化为适当的 PsDO (定理5.1.4)，所以在本节中恒设 
0< P , S <1 使得每一个拟微分算子均可 modL -5 而成为适当的. 
我们也可以说本节的内容就是证明适当的 PsDO 构成一个代数. 
关于适当的拟微分算子，我们在上一节中已经证明了的事实可以 
再 M 结■为：适当的 PsDO 是 CJ ( G ) — (或 C "( fl ) — C - 

( G )) 的连续线性映射，而且由于它们具有算子相函数，所以又可 
以拓.展为 mxa )^ 逆乂 (或 及 W — ，( G )) 的连续线性 
映射；对于以 a ( x t y ， O ^ S 7 . e 为振幅函数的 PsDO, 只要用一个 
支集在 * = y 附近的函 k pU , y ) 去乘(这时相应的分布核也被 
乘以_ 〆 *,)<))就可以得到一个适当的拟微分算子而与原算子只 
相差一个算子. 

现在我们要刻划 PsDO , 即给出一个标志 PsDO 的特征性质_ 
为此，首先要讨论 PsDO 作用到指数类型的函数上所得的结果. 
下面的定理5：2.1从它使用的相当复杂的技巧和它的推论(特别是 
有关象征的结论)来看，都是一个很基本的定理. 

定理 S.2.1 设 j 6 L ?.,(0< p ， 8< I , 8< p ), }( x , 0)€ 
幻,,(£3,铲）对*具有紧支集， 4，( x ,6) ec-(QX ( R "\0)) 取实 
值且对0为一次£齐性，而且 

当（*，0) 6 won supp /( jr , 0)，0 _ 0时 d x ( l >(. x , d ) 4 0. (5.2.1) 
令 

b { x , d ) = 0V.* ll - a, ), (5.2.2) 

则有以下的结论 

- i) S(* ， 0)€O(G X (R'\0)). 
ii ) 有以下的渐近展开式 
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b(r, 0)~ 2 — 1 一 （ 0? +f Z>Ja)O, * ， K* ， 0)) 

• DtQCy, (5-2.3) 

这里 a (*, y，5) 是 d 的振幅函数，而 

R(xt y, 0) = <Hy, 6) — <p(x, 0) — — * '〉. 

iii) b(_x, 8) = a(x, x, K*» 6)1(.x, O') mod 渐 

近式 (5.2.3) 的一般项属于 S^" tt,，_tV2 . 因而它作为一个渐近式 
是有意义的 . 

证.任取一点 （*» 0。）€ C X (R B \0 ) 并在其某一个锥邻域中 
证明我们的定理即可，因为可以把这些锥邻域中的结果综合起来 
而得定理之证. 

由X之定义，令它作用于 Kh 上，有 

= jj e ^-y^Wy.^ a ( x , y , i)i(y, 6)dyd^. 

令 <x,y, OKy,0) 作为 y 的函数之支集为则由假设 KGQ. 
今取 t == i^]» « ==®/I^|»S =f>|» 则有 
bix ^ d ) 

= r - f ^*.-'(2«)- jj e it9lx ^^a{x,y t t n )Ky, v^)dyd n , 

9{x, w, y, »j) ** (* — y)>i + <p(,y, «). 

我们想用稳定位相法来展开上式,为此我们先把上式按 1 截断，即 

作 〆 >?)e?(R ")， 使当 kl <+ 时 Kii) = i ， 当 bl > + 时 

4 2 

#*(”）= 0 . 

这里 r = mf |^(*,0) i>O (注意 （5.2.1)), 于是将 K *, 0 ) 

con»upp« 

分为两 部分： 

/(*：, w, r) = rV , ' c * t, - a) (2«)" 0 e '^ a / tfdydn . (5.2.4) 


在这一部分中 
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\ d t 9\ = I —ij + d y < p ( y , w )| > - > 0. 

因此很容易证明对一切非负整数况有 6 = 0( r - w ). 事实上，作一 
阶微分算子 

l = IKy ，《) — > il ~* 〈心少 一》|，^»)» 

易见 + L (，） = /%反复应用分部积分法有 

I(x, o,i-) = rA — 〜（ 2«)— • jj e^L^U^dyd^. 

因此 /(*, w , r ) = 0( r -iW ) = 0(| S | -N ), 而有 i ( x , < a , !■) e 5^-" 
(关于导数的估计可以类似地进行 X 记余下的部分为八*， 
f )=. M >,0) — Hr , «，！•)，我们用稳定位相法来对它进行估 
计.为此先求相函数的临界点，并且看一看它是否非退化的■对 
相函数 《■: 

d s 9 = d,<p{y, to) ― V) rf,<P = — y 

因此其临界点是在此点 

Hc SS < P =< P -=(^ :’)， 

因此 |det®’’| = 1，而 sgn®’’ = 0. 记 y。 = *。， n » 》 o)， 

则对非退化临界点（6,听）应用 Morse 引理（引理 4 _ 4 . 4 ) 
知道有*»， w 0 的邻域I；与V 以及集队= {(.X, dMx, «));(*， 
«)€U XV }的邻域职，可在其中应用 Morse 的撖分同胚•于 
是令 p ( y , n )€ CS(.W) 且 在叭上 P = 1，考虑积分 

；,(*, w , O = Jj f'V/(l - t^)dyd v , 

其振幅函数为0, j 1 ， >?， O 的函数 

p(y, >?)<*(* ， y ， rrt)f(y, fw)(l — 〆》!)) 
e X S •- 1 X fi X R* X R + ). 

对 £ 应用稳定位相公式（定理 4.4.5, 在那里振幅函数规定在 S " 
类中，但结果对0 € 显然适用)有 

•^€0(1/ X F X K + ) 
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旦有渐近展开式（见 （4.4.28)) 

_/,(*■，《， r) ~ 2 V" S*(r，w，y， ”， Z) y ，D,) 

y 9 tr{yj(,y 9 tia ) ] yssjr .»；* a < ty { * ,») • (5.2.5) 

这里我们将 P 与 1 — a * Oj ) 的导数均吸收到表达式(它们是阶 
数 < 2々的微分算子)中去了 ，■^ 还与■有关. 

现在我们来进一歩弄清式 （5.2.5) 中的各项.将《再改写为 
ei\d\ t 同时注意到\即定理 4.4.5 中的这样， （5.2.5) 中的 
一般项是 

2 <W(* ， 0)8?9J[a(*»y» !)/(>> 

(5.2.6) 

但因 e a,，f e 5^, 从而 4 e s ， 而 a ?9 S (<>0 e 5 r /- (,|B|+J,Sl . 
但是又是 0 的一々次正齐性函数，从而€ > s _ * cO , 因此 
上式的一般项厲于但是 
—K—p\f*\ +^1j?I = — (|<*1 +l^])(p—l«f^+lj?l/> 

< —土 （p — O , 

2 

故若记 (5.2.5) 的一般项为 b K {x, 8 ), 则有 

人 Or ，«., T )~ 2 **(*.«), b k € ST^"- 6Vi . (5.2.7) 

现在再进一步讨论 i k (.x, d) 的表达式，这里关键在于弄清式 
(5.2. 6 )中的 r „, s Cr s 9). 为此，我们应该注意 c a , 9 即由定理 4.4.5 
中的 < C * _1 屯，屯〉而来，因此，它只依赖于少而与<*， f 的选取无 
关.故为了具体算出，只需对特定的《， f 去计算即可.现 
在令 a ( sr ， y，O = 00, t * 是5的多项式，而及是 y 的 CJ 

函数.这时 

bCx,d) = e -_QOc, D )( W〆 ） 

- E r 吨 ( y ) • (dlQ(y, D y Xfe u ^)\^ r . 

作 Ttylor 展开式 0( y ，0) — 0(文， 60 十 (小 y(x 9 d )，y — a *〉+ /? 
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有 


= 9 r^(*. 0 (*, e»D ； (/ e ifi )!v=- 

因此 

心， 0 ) 〜 S + [⑽? +〜(*， y ， 4>，0, 0 )) 

■•， tf !p! 

它正是 (5.2.3) 的右方. 

于此，余下的只是要证明 / — A e ^. 这里 
/ — /, = e 1 '* (f) jj — p)a/(l — ^)dydn. (5.2.8) 

作一阶微分算子 

£_ = ([d ， 小 (y, m) — »,] J + ]x — yl 1 )- 1 

• l(.d,<p(y, «) — jj, D y ) {x — y, D y >], 

由于在取。上#*安1，从而在 * upp(l — p ) 上 [ d y < p ( y , w ) — ) j ] J + 
U - yy ^ 0, 而且经简单的计算可见 

+ (1 - 4(1 - pW ^ -( l - p ) Ci - pV 味 
代入 （5.2.8) 并且反复应用分部积分法，可将积分号下化为 
-0-^)0- p >/, 

它是以下形式的项的和 

^c(*, w, y, j,)D ； />5aCr s y, V7{)\t\ B DlKy, tm), 

其中 l«l + I 川 + Iri < K , < 是任意非负整数.由于 
[1 一 p(y ，》 i)][i — A*(>i)](U r 0() , ) w) —+ I* — yp) _1 
对属于 si , 易 E 上式中的 c 对于属于 s _*, 从而对上式可以 
用 

Cr _ *(l + Ul)_*(l + r| i j|) M+ * iB|_l ， i ， l r i ， l t , « +irl * 

来估计.又因在 《 ipp(l _ P ) 上 hi ，所以上式还可用 
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< Cr" + «-* +(i * l+IJI+, * ■… (i = max(«, 1 — p) < !) 

来活计.因此，由于々可以任意取，得知 ■/ 一人〜0(|0!-〃)， 
VN . 对 /— A 的导数可以作类似的估计.定理证毕. 

应用这个定理即可得出刻划 PsDO 的性质： 

定理 5.2*2 设 A CJ(fl) — C"(fl) 是一个线性连续算子，则 
JeL7 ., 的充分必要条件是：对于一部 / ecf (fl) 有 

e~ ili PQe Ui ') 6 S 7 ,>(.Q X R-). (5.2.9) 

证.必要性由定理 5.2.1 可以直接得出，因为 
Sl, s (s X R"), 因此只需证明充分性即可•令 {pj 是上的一个 
一的 C* 分割，妁€ cj (fi ) 适合为 s 1于 supp 巧上且 { suppjjj } 仍 
为局部有限的.对 《ecj(fi), 由 Fourier 逆变换公式， 

U«)0O = (2^)-* 卜 £)(0 拍 

=(2»)-- j 料*)#0^)請， 

这是一个 cr(e) 函数，而由 d 的连续性知可以在积分号下施以 j 
而有 

■4( p ,«)00 =* (2*)-* j ^ Piix , I )( p ^)(5)^ 

-(2*广， jj C ,( * 十* M*，e)pf(y)«W^^. 

这里由假设 PiO , S ) 。 e 扣.•.对 f 求和即有 
(^«)(*) =■ (2*)"" |j e^-^Pixy y , 

p(x, y, |> = 2 PiCx, S)pi(.y) e S?.»(0 X a X R ")， 
i 

K*» y, 5) 是有意义的，因为上述的 $ 因 { s « ppp »} 之局部有限 

i 

性而总是有意义的.所以证毕. 

在上面的两个定理中，若设^是适当的，则在定理 5.2.1 中，不 
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必设 /对* 有紧支集：在定理 5 .2_2中亦可设 f = l . 这是因为， 
例如 在定理 5.2.1 中 ，设则积分 *(*， 0) 实际上对 y 是 
在紧集& = A(* _l xnsuppx(*，y)) 上进行的，4(*， y) 是相应 
于 /的分 布核，因此令 zCy ) ec n "( fl ) 且在&上 Z 3 i ， 则用对 
代替 b { x , 0) 不会改变，而； C /€ C 0 -( O ). 

2. P*DO 的象征. 在上一节中我们说 PsDO 若有一个振幅 
函数与 y 无关，则此振幅函数称为象征 • 因此问题在于是否一切 
PsDO 均有象征存在，以及象征在何种程度上决定一个 P * DO . 

先设 PsDOJ 是适当的，则由3可定义一个算子（仍记为 *■<): 
A ： C M ( R -) — C -(0)^* C -( C ). 

第一个箭头是限制映射.若将这个算子作用到 

«〔*) = (2*广" j ，勺⑴诉，《〜 

上去，并视式左为 C -( R ') 函数，则有 

Gi«)G0 = (2«)- j y ^ Pix , 必， G.uo) 

这里 p ( X} ? ) = e ~ ilS A ( e it 6 ) 即定理 5.2.1 中决定的 扣,， 函数.于 
是有 

定理 S.2.3 若是适当的，则必存在 

(5-2. il ) 

使 (5.2.10) 成立.而且，若 d 的振幅函数是<*(*， y ， 0,则有 

K *， I) 〜 S 丄 d " ( D ； a ( x , y , |) U «. (5.2.12) 

. a! 

上述的 K *，|) 是唯 一的. 

证. 由 P 1 " 在 C *( R *) 中的 稠密性，用上面的说明即知 
(5.2.11) 存在而且是唯一的.渐近式 (5.2.12) 可由定理5. 2 .1直 
接得出. 

K *，0 称为 A 的全象征.于是对于适当的 PsDO A € 

全象征在 modfS ^) 意义下是唯一存在的 • 对于一般的 P^DO A € 
L m P .», 由上节知.必可找到一个适当的山 S 使3=木+小，而 

A % k 若有4的另一个分 解/ = 4 十义 ，则相应于 A 和 
f 26S • 



A \ 的全象征之差 PCr，O _ nx , o 6 5^.5. 前面已经说过，考虑 
—个 PsDCM e 时，我们时常是考虑它在中的一个 

等价类.我们也时常就用3表示这个等价类.在这个等价类中可 
以找到许多适当的 PsDO 作为其代表元，它们的全象征除相差 
—个 *5 工函数外是相同的，也就是说属于5^/5=的同一个等价 
类之中.和 s™,/sr, 都是线性空间，于是上面我们所讨 
论的可以归 结为： 与是同构的.因而我们有 
定义 5 . 2.4 线性同构 〃： L-jL ； r e -* SL/SG 称为 PsDO 
A € LZ ， 的全象征.以后我们记 （5.2.11) 为 o ( A ), 也记 JpWr， 
D). 这些记法当然应该分别在 m 0 d(S；：.1) 与 m 0 d(Lr,) 意义下理解. 

以上的讨论当然是对0 < 5 < 1而且 S < P 的类中 

的？ 5 00而言的. 

再看渐近展开式 (5.2.12), 它的主项是 a ( x , x,Oe S 7 AGX 
R"), 而其余各项则属于 x R-). 一般说来，若有对 
p { x t o € 5^的渐近展开式 

K*，?) ~ 2 ?*(*» O = ?。(*， §) + 〆*，？). (5.2.13) 
*>0 

这里 ?*(*,!)€ S3,而 {«tU -00. ，则 O e s^c 
SZ , 从而 f) e 应该对应于90, D) e L ：： jL - a . 

将它与 aO): s « t is - f r »-* KJL - f ： 3 比较并且求商，即知有一个很 
简单的同构 

a m: 

Po ( x t f) (以后为了表明其阶数记&为 Pq) 在右方的等价类就称 
为相应 PsDO 类的主象征.更准确些说，称同构 a 为主象征.但 
是通常我们简单地就说 心 (h O 是 PsDO d (5.2.10) 的主象征. 

有—个特别重要的情况是：展开式（5. 2 .13)中的 P t ( x , O 
对 S 是阶正齐性函数.这时称 PsDO f ( r , D ) 为经典的拟微分 
算子，它有一个典则的主象征 PmU , 纟）是€的™阶正齐性函数, 
经典的 PsDO 类以后将记作例如 CL?,,. 例如，对于线性偏微分 
算子（当然是经典的 PsDO) 



PO ， D)= 2 aXx)D\ 

其全象征筘主象征分别就是我们热知的 

l«|<M 

Pm(r, I) = 2 

I。 I a/fs 

后者我们时常称为主部（或称相应的 PDO P m { x , D)= #>«(*) 
D - 为主部). 

3. PfDO 的 代数. 现在我们要证明 U L ；, t (0 < p , S <\, 

m 

»< p ) 构成一个代数. 

首先显而易见的是它构成线性空间.不但如此，它还是环 

C-(fi) 上的模 (module)： 事实上，若 «(*)6 则对 X € LL 

有 

(«^)«(*) = (2*)- jj O«(l0 办起 • 

因此 ad 6 L 7.». 这与 S % IS ；： s 是环 C-(fl) 上的禊是相应的. 
作为一个代数，应该有“乘法' 拟微分算子类 UL?,» 中的乘 

m 

法就是算子的复合.但是一般的 PsDO 是一个映射 C 0 "(O) ^ C" 
(G)， 因此，一般地不能复合.但是当我们在 L 7. e ! L ~ f ： a 的等价 
类中取适当的 PsDO 为代表元时，则因适当的 PsDO 是 C?Cfl)- 
( 或的连续线性映射，所以可以复合.而 
有 

定理 S.2.5 设适当的 PsDO 4 6 则 B <> A 也是 

适当的 PsDO, 且 BoA € 從、 而且有以下的渐近展 开式： 

a(BoA)(x f O - y]^-S^(S)(r,|) - D ； <x(^)(r, § ). 

- ol 

(5.2.14) 


证. B。〆 显然是有意义的，而且它可以写成 



( bm«>w - or• j B( e ^ a (A)(x, f))〆。 拍 , 

• (2W j *B( e ,l «ff(^)]S(|)rf|. 

对 BCe^uCA)) 应用定理 5 .2.I, 取 tr(^)(»,f) 为其中的 
* • f 为其中的它们除 Kh 0) 对 * 应有紧支集一点外， 
适合其一切条件，但因 S 是适当的，正如定理 5.2.2 后的说明所指 
出的,这时不必要求 K*,0) 对*:.有紧支集. 因此' ' 

厂⑷ S(V 七 (j))€ 

而且有以下的渐近展开式——注意到现在 R ( x , 而且 

式 （5.2.3) 中的 fl (>，o 现在是 O 与 y 无关，故一切 

卢#0的项自然消失，故有 

a(BoA)(x, O = r^B^bUXx, ?)) 

- O • Dta(A)(x, i). 

« a! 

现在余下的是要证明是适当的.在定理 5.1.6 中证明 
了：若一个算子 A c n "(fi )4 逆' ( a) 是适当的，则对任一紧集 
尺 SO, 必可找到另一个紧集 A：'ei3, 使当 supp «CK •时， su{)p/<HC 
K '. 实际上它的逆也成立.准确些说，我们有 - 

引理 S.2*6 P*DO 算子X为适当的充分必要条件是：对于 j 
及其转置9，以下性质 成立： VKSfl, 使 SU pp«C^=» 

supp ^«CK'(supp 'AuCZK'), 

因为这里涉及转置算子，所以将在下面证明.暂时承认它■以 
后 ，定理 5.2.5 证毕. 

PsDO 代数是具有两个对合运算的代数.所谓代数 * ^的对 
合，就是一个自同态^使得？-=以.现在我们要讲的 
对合就是转置运算与伴运算 . PsDO ^的转置算子^与伴算子 
d •的定义分 別是： 对《,〃€(^(£?)有 

Uu, p > = <«, l Au)； (5.2.15) 

(Au, t -) = («, A*u). (5.2.16) 

它们的差别在于其一基于 Euclid 配对，另一个基于 . 起 



对.很明显. 

乂⑷…，04*)*«=人 

£»5;2.7设/为适当的 P « DO , A 6 L 7,„ 则可以定义 M 

与也是 £■?.» 中的适当的 P * DO , 而且它们的象征各为 

• » * ► 

(5.2.17) 

« 

W)0, l)~S- 8?DM^)(^l). (5.2.18) 

« oi 

证由定义 （5.2.15) 与 （5.2.16) 有 
(Au t **>= <f*, Iv 、 

= (…爪 #〜")(*， oooo 峽扣，— 

(/4«, p ) = («, 

-(2^)-" jjj ，一〜⑷ U, 

这里的积分都应理解为振荡积分.应用 Fubmi 定理(见第四章, 
i 1.2 .末），知它们可以分别写为 
»> 

= j uiy-)dy - (2*)-- jj 若>(*)城， 

f «， A ) 

-= I ttiy)dy - (2«) - " jj e , <*-» ) * 0 '(^) Cx , 

所以,在交换 r 与 y 以后有 

(MiOC*) = (2*)-- Jj e^-^aiAXy, i^Wdydi 

- (2*)-' jjM 」)( y ，_ S ) KyWf . 

在后式中我们将 f 改成了 同理 

(八 ) c *) 

- (2^)-- jj e * ( ^ M ^)(7 a > ty )^. 

这里的 积分仍应理解为振荡积分. 
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所以 M 与，仍为 PsDO , 而其振荡函数(不是象征）各 
为 -O 与 dXy，！). 应用定理 5.2.3 的式 （5.2.12) 
即有 

<K4)0r ， I) ~ -05 

- »! 

余下的仅是要证明 M 与 J •仍是适当的.这是很容易的，因 
为若记与的分布核各为 A { x , y ), l AU t y),，0, y), 
则由 （5.2.15) 与 (5.2.16) 有 

{Aix t y) t «(y)®v(*)> = 〈 ‘ 彳 (* ， y>, 

( A ( x , y ), «(y)®7C*)> = ( l * ix 7 f ), «-C)0®«(*)>. 

因此 

^(■f. y ) = *)» ^*(*. y ) = ^( y * ^)» 

而相应的投影算子(记号自明）分别适合 

= ^A,29 ^A* 2 = fi * 

^ A , i 9 = f^A .!• 

因此当 j 为适当的 PsDO 时与也都是适当的 PsDO . 定理 
证毕. 

注.定理 5.2.7 对一般的，即 不一定 适当的 PsDO 也是成立的 
(当然~与不再是适当的).这是因为任一个 PsDOdt L ?.* 
均可写为 j = j , + R ,4 是适当的，而 R 是正则化算子（即有 
C - 核的积分算子).但正则化算子的转置算子与伴算子仍然是正 
则化算子，而对 I 则可用定理 5.2.7, 正则化算子相应的象征归入 
(5.2.17)， （5.2.18) 的“~”之 mod ( SG ) 中即得定理的证明. 

最后给出引理 5.2.6 的证明.其必要性是明显的，为了证明其 
充分性，我们先证 supp A ( x t y )-* a , (. x , y~)}—*y 是适当的. 
取 KeO 为一紧集,按引理 5.2.6 作出 K ' mQ 并证明 

兀 r(K)nsuppi4(* ， y)c《’ x 欠 . 

事实上，若 U，h) e UJVO X K， 作 奶(*)奶()0« 
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cr(n X Q ) 而其支集在 （A，)0 的充分小邻域中，则由引理 5.2.6 
的条件 < A ^, y ), 扔 0) 灼 0)>=o .由 c『03)®c?0?) 在 C?(5X 
Q ) 中的稠密性，即知对一般的 vO, y) e ct(s x a ), 当其支集 
在 （*»，y。） 的充分小邻域中时， (A(x, y), qj(r, y)> - 0. 从而 
*i"(K)n supple*, y)er x k . 由 ~ 的适当性又可得*丨之适 
当性.引理证毕. 

以上我们讨论了 的象征.但主象征的讨论是 

十分'重要时.由 （5.2.14), (5.2.17), (5.2.18) 立即有 
■ a mi + „,{ BoA ) = i ')< T „ X ^ X x t 5)» (5.2.19) 

o „(' AXx , O =■ a m ( A )( x , —f), (5.2.20) 

O = a „( A )(_ x , I). (5.2.21) 

特别有意义的是 （5.2.19). 从主象征来看， 

^,+-.,(5°^) = 〜,+*,( 3。 5 )， 

但从全象征来看，〆 BM ) 尹事实上，由（ 5 .2.14)， 
CT ( B <^) 与的渐近展开式，只有|«|=0的项相同，而|«| 
=1时就有 

» *=i 9«* 


* *=i 9 5* 

二者并不相同.从而 
aiAoB — B ° A ) ~ i S 


_ dzs.Ul ^ uCB )} + ... 

dx K di k 

很清楚右方属于《^ + ">'我们定义 0，f ) 的函数 / 与 f 的 


Poisson K35 {/，h 是 


y |_9 L M _ 5 L d s \ 

*4t 1 0^ 9*^ dx K d|J* 


(5.2.22) 



于是 筇道： 两个适当的 PsDO 的字筚于 

[A 9 B ] "" AoB 一 B^A (5.2.23) 

是 LW 1 类 PsDO , 而其主象征是 

〜, 〜([A B ])- 十 {〜, ⑻，〜 (5.2.24) 

交换子, Poissoa 括弧以及式 (5.2.24) 在以后都是很重要的. 
4. 微 局部的考虑.现在我们要讨论在 PsDO 代数中进行种种 
运算时，波前集的变化. 

这里我们只讨论 PsDO 的复合.为此，我们更为一般地提出 
以下 问题： 设有 开集込 ， A , A 分别厲于空间 S ' K % 而 
线性算子义 C ?03,)-> 逆’(达）， — 逆’ ( fl ,)， 问在 
什么条件下可以定义 Boa ： C ?(£0 —逆 ，(込 ）， 而且 WFiBoA ^ 
与妒 F ( S ), 的关系如何？这里和以下对算子及其相应的 

分布梭用相同的记号. 

为了解决这个问题，我们要应用上一章 S 5, n °5 的定理 4.5.15 
和 4.5.16, 令《 € C 0 «( fi .)» v = Au € 逆， 03,), 由定理4_5_16有 

W / f («») cW ^ F , (/^) 0 suppo «, (5.2.25) 

又显然有 

supp ^CIsupp ^osupp u m (5.2.26) 

这是因为若^ 0 i supp ^osupp «, 则必有其一个邻域 t ； 

V n supp <5 supp U ^ (fj 9 

这就是说 （ supp « x lonsuppa ，命，因此，若 xec ： r ( t ;), 贝 ij 
supp («® X ) = supp u X supp Z 与 supp A 之交 为小， 从而 

{A 9 »®^) = {Au f X} = xy *= 0 , 

从而 A < su PP 〜 因此，由定理 4 .5.15,若 

^F , (B)oOTF # (^)o3uppo«)Ci? x X R 〜 \0 ■ t*O g9 (5.2.27) 
supp B 0 X (supp A<>$upp «)) 

为适当， （5.2.28) 

则 B^B-Au 总是可以定义的.所以为使 BoA 有意义，即 B-Au 
对一 切“有 意义，我们需要讨论何时上述两个条件对一切《€ 
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成立.现在对《0，)06 逆乂仏 X fi y ) 的波前集 
灰 F (») ct *( c , X Oy) 

引人两个与投影相近的概念 

WF ' y (_ u )- {(. y , n )^ t * Q y ； 3:( e A 使 

(x,O i y, v )^WF'(u)} ) (5.2.29) 

胪 F*(«) = {( x , f)e ay e a, 使 

(*, ?; y, 0)€ ^F(«)}. (5.2.30) 

利用这个记号即知， （5.2.27) 与 （5.2.28) 对一切 a e C ； (O x ) 成立 
的充分条件是 

t(suppB X supp/4)H(fi, X diag(C, X Q f ) X 0,) ( 5 ’ 2 _ 31 ) 
JUG , XO , 为适当. 

这时 BM : 有定义，而且由定理 4.5.16 知，若 

« — 0于 C ； 5 (込）中，必有 BoAu — 0于涵’(込）中.总之，我们 

有 

定理 S.2.8 在条件 (5.2.31) 下可以定义 
( ^)的线性连续算子. 

关于 B 。^ 的波前集我们有：在定理 5.2.8 的条件下，有 
^F , (B^)c[^F , (B)oPFF-(^)]Ut^F,(B)X(C s X{0})] 

U [(^ X {0}) X WF'.(A)] t (5.2.32) 

这里 

WF t (B) = {(», |), 3 y € 珥使（*，心 y, 0) € WF(B')}, 
WF'XA) - {(*,?); 3 y efi , 使 （ y , o ; *，|)€»^04)}. 

这个结论的证明可以参看 Hormaader [16]. 

现在把这个结论用于 PsDO. 注意到，由定理 4.5.10, PsDO A 
的波前集应适合 

WF(^)ci{C*, I； X, — |); J 0, {x, x) e supp A}, 

所以 WF：U) = WF(B) = 必，而 

WFXB ) o W F ' U ) ^ {(^ X , S ； z , 30, W 使 
(*» S-,y,yi)^ WF'iB); z, |)e WFXA)} 
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{(*» I; *，？)，（*•，*) € «’PP BfUupp /<} 

= WF ' iB ^ OWFX ^). (5.2.33) 

又因对于适当的 PsDO , 条件 （5.2.31) 自然满足，故应用定理 
4.5.16 的推论 （4.5.39) 有 

定理 5.2.9 设心 B € (0 < < 7 , p < 1 ， S < p >， 则对《 石 

S >'(, Q ^, 恒有 

IFF (/4«) CWF ’04)。 胪 F(«)C 妒 F («) (5.2.34) 

而且 

Wd ( B ° A ) i ^} VF (. B ) r \ WFCA ). (5.2.35) 

(5.2.34) 盔然是 PsDO 的拟局部性在微局部意义下的推广. 

S 3. 微分流形上的 PsDO 

1. PsDO 与变置变换.在许多应用 PsDO 的问题中都甫要考 
虑微分流形上的 PsDO . —个微分流形即一个局部 Euclid 空间，而 
各个坐标小块中的坐标变换又都是 C » 微分同胚.因此，在考虑 
橄分流形上的 PsDO 之前，先衢要讨论 L ?，， 类 PsDO 在变里变换 
下的性态.这时，我们不但需要和前面一样假设 0< P , J <1, 
»< p , 而且还需要假设 p + «> i , 从而 #>. 因此，关于 
p 和6设 

0<1 (5.3.1) 

因为 P > 1 — p ， 所以下面的讨论实际上限于 p >~ 的情况.当 
然，对 L - = 算子 ， J ■ 0, #> = 1， (5.3.1) 自然是成 立的. 
于是设有一个 it 类 PsDO 

» (2 *)-j |> K 5 Vf 
=( 2 «r- jj <■ 〜 - 〜 (: ， f)«(y) 办托， 《 e c;(A). 

(5.3.2； 

不失一般性可以设 z 是适当的《 
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若有一个撖分同胚 < p :岛 - 边，兑 cR * 为开集 （/ = ， 

于是考虑由下面的可换图式定义的算子 

cr ( A )— c - Cfi .) 

?»*t W* (5.5.3) 

C? ( 岛 )( 岛） 

A t 是否仍沟类 PsDO ? 如果是，它的象征如何决定？这些问 
题自然可以通过直接写出次来解决.然而,我们不妨更一般地考 
虑由振幅函数 y , i ) 所决定的算子々 
(^ u )( x t ) 

= (2*)-jj (5.3.4) 

于是令岛中的坐标为》，则 * = ^ — qs ~'). i[ii 

且作变换 y = < K »), 即得 
C /(,«)( ar ) 

=(2^)^ jj 咖％ (00) ， 0^),0 , 

« o (*)) m s . 


利用 Taylor 公式 

<A(r) — 0(»)=<^ , («)(x — «■) + p(x, s), p=0Or - z|*>, 
并对 S 再作变换 VOOf = I 即有 

(^, «)(*)■= (2 ^y jj n )«(0(*) V ~ A , 

Oi (*» *, n )= 々 l *. ,14 a (少 0)， cl >( Z )， ( VCa )) _1 *|). (5.3.5) 
注意到，我们已通过 (5.3.1) 中的 5 > 1 — P 保证了 P + «> 
I , 从而可以利用定理 4.2.4 的 2° 得知 fll € X S X R —) ,从 

而知道 4 仍为类 PsDO . 这当然还需要作诨细的运算.但 
是利用 S 2 中的一个很基本的定理，即定理 5.2-1， 可直接由式 
(5.3.2) 得出结论.为简单计，我们只看的情况，而有下 
面 的定理(其实它对 L m P . t , Q < l ~ p <8< p<l 也成 立)： 
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， 定理 S .3.1 设 ( p : A — A 为微分同胚，/€!/*，则由（5_3_3) 
所定义的 A 也厲于而且其象征有以下的渐近展开式 

»U)(y, ” ）〜 2-a?<r(v4)(x, v(*). 

(5.3.6) 


这里 

f(*, *, n) =■ [9(*0 — 9(*) — ip , (^)(« — *)]•”• 

证.因为是适当的，容易看到 4 也是适当的.应用定理 
5.2.1, 我们有 

e- , ^A^e h ''') ■= e -*V»)-^( e V*)-i)| Ti ^-. ( , ) . 

从而知道式左是 S * 类象征，而且有渐近展开式（ 5 .3. 6 ).它是由 
式 （5.2.2) 中令《(*，0为〜 O , 0, / = 1而得的.这里要注 
童，因为巳 设/为 适当的，所以由定理 5.2.2 后的注•可以省去 f 对 
r 有紧支集的要求而设定理怔毕. 

我们要特别注意主象征在变量变换下的状况.由渐近展开式 
(5.3.6)，知 «) 的主要部分即〜的一个代表元是 
〜(乂 X ，，”）=〜⑷(*， VC *)» i ). 

若记 A 中的坐标为 * ,其对偶坐标为 h 而岛 中的对应量是》和 
1上式告诉我们 

y = v = 

这恰好是余切丛的局部坐标的变换规律.可见主象 SE 可以不变地 
定义在余切从上.这是一个十分重要的事实.相应于 
PsDO , 在余扨丛上还有哪一些具有不变意义的对象，这是一个 
严重的问题.在许多问題中，我们还会遇到所谓次主象征,也是具 
有不变意义的.这一点将在适当的地方讲到. 

2•微分流形上 WP » DO . 设 M 是一个微分流形(正如以前巳 
规定的，本书中凡讲到流形均是指在无穷远处可数的 C w 流形，因 
而其上必有一的 C - 分割).又设 C <1 — 我们 
说 d 是 M 上的类 PsDO 是指： C ?( M ) — C ~( M )， 而且若 
a<zu 是一个坐标邻域， A : c - fi . cR - 是相应的同胚映射，恒 



可找到一个类 PsDO^ 使以下图式是可 换的： 

z?t UT (5.3.7) 

CtiQd-^C^Q-) 

这个定义是与坐标系的选取无关的，因为设有另一个坐标映射 
(込 A)， 则令 <p = A。；!^ :达 —A， 将 （5.3.3) 与 (5J.7) 合并起 
.来又可得一可换图式 

cr ⑼上 c» ⑼ 

Zff U * 

c : ^-⑻ 

C ； (QO-^*C-(Qi) 

次也是一个 £>?., 类 PsDO. 

又 （5.3.7) 上一行的 d 在这里是表示 r ( fl )。 ，其中 
>(fl): —C?(M) 是嵌人映射， Kfi): — 是 

限制映射，但我们仍用记号 

定理 5.2.1 和 5.2.2 给出了刻划 0CR •上的 PsDO 的特征性 
质，我们也可以利用它来给出流形上 PsDO 的定义.实际上，与上 
相同设 a 是 M 的坐标邻域，则余切丛 — 可以局部平 

凡化，从而有局部坐标 （*, 若 有另一 个局部平凡化 （y, >!), 则 
必有局部微分同胚9: *^—*y = v(*)» »it— > ^ ?• 因此 

若步 e 在一个局部平凡化中是纤维坐标？的一次正齐性 

函数，则在任意局部平凡化中，由于 S = VOOh 它也是1的一次 
正齐性函数;同样，若/ e C~(7^) 作为（*，I)的函数厲于 S 7 •“ 
则它作为 Os n) 的函数，由定理 4.2.4 的2°,也是 S ?,, 类的.所 
以我们就可以将 T * g 直接写作而有 

定义 SJ*2 L5UAO 是适合以下条件的线性连续算子七 
C?(M) —C"(M) 之集： 对任一坐标邻域 fl , 以及任意的实值 



4>( x , C*(£?X R "\0) (对纤维坐标为一次正齐性函数)、任 S 

的函数 / Or , 0 € x 圯）（对 * 具有紧支集）而且在 C 00 

suppf 上厶 0(^, f ) _ 0,恒有 

e S；* t KO x R -). (5.3.8) 

对于微分流形，同样可以定义其上的类，而且和前面一 
样,我们有 

= aiT ,»( M )- { 具有 C " 核的 算子} 

m 

={正则化算子)， 

也可以定义适当的拟微分算子，而且任一个拟微分算子 ( modZ ,-) 
总可以化为适当的拟橄分算子.这里的证明均从略，只是要提到 
一点，在微分流形上定义具有 c - 核的积分算子时需要有测度，然 
而，每一个 C - 流形都可以賦以一个 Ricm ^ m 度量，所以这是没 
有问题的. 

定义 5.3.2 实际上是利用了局部的性质来定义 M 上的 PsDO 
的.它实际上是说，若 d 是 M 上的 PsDO , 则亦即 
是 C ? 上的 PsDO t 反过来也是对的.因为我们有 
定理 S *3.3 设流形 M 有一个开覆盖而在每一个 上 
各有 h 使得当 tun 钤丨时， 

Pa \ u a nug = Pffl Vf )^, (5.3.9) 

则必有 P € 使 P \ Ua = /^( modLGdO)，P 在 modL -^ 

意义下是唯一的. 

证.令 P 。 的象征为 〆 &)，由 （5.3.9) 知在 mi /, 上， 
s < T ( P s )( mod 5 j . l ). 

因此可以把这些象征粘合起来而得一个 M 上的 S 2. s 象征，相应于 
此象征的 PsDO 即所求的 P . 当然以上所说都应按 ^ odS -, 意义 
理解.具体作法如下. 

必要时将 { U B } 加细，不妨设为相对紧的而且这个覆盖是 
局部有限的.作从属于它的一的 C ~ 分割而且对每一个〜 
作函数 CJ ( U .) 使在 suppp , 上内曰 1. 于是定义算子 P 如 


下: 
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= 2 fi 9 P 9 p 0 u 9 u € C*(w). (5.3.10) 

a 

右方的和是局部有限的，因而是有意义的.今证 P € L ?，,( W ). 它 
显然是 Cr ( M ) 到 C ~( M ) 的连续线性映射.若按定义 5.3.2 作/ 
与0，则有 


右方的每一项都是 M 上的类的象征，而且因为这个和是局部 
有限的，从而是有意义的，故知式左亦属于 S 7. e ( T * M ). 因此 i > € 

Lp,t. 


再证 pk = 因为 supp Ps n^c：i;,nt^, 所以 

ftt p m\v a = ^fP a pi\U. (mod 乙 ~~) 

=PaPe (/*« — ^-)Ptpe (modL~~) 

= P ePB (modL—). 

这里我们要注意（内 一i)P B p fl 是一个具有 c~ 核的积分算子，这 
~点只需写出它的象征的渐近展开式就会看到.这是一个一般的 
方法，实 际上， 只要 supp <pHsupp 0 ■= <#>, ip , 4> € Cgy 恒有 
抑八 S ~' 将上式对卢求和，即有 

P I H a S Pa Pf = 

唯一性是明显的. 

定义 5.3.2 与定理 5.3.3 综合起来，说明 L 7 jL ； r , 是 M 上的一 
个层.这个层性质使我们能对微分流形 M 上的 PsDO 给出一个更 
自然的定义.事实上，取可换图式 （5.3.7) 中的岛为坐标邻域， 
Z 1: 为相应的同胚就有一个等价的定义： 

定义 S.3.2 1 若义 C?(M) —C"(M) 是线性连续映射，且对 
任一坐标邻域 （G, Z), 由 (5.3.7) 所决定的算子次是 Eudid 空间 
R" 之开集 A 上的 L 7., ⑻类 PsDO (按 S 1的意义），则称 J 为 
M 上的类拟微分算子. 

3. 流形上的拟微分算子的运算.在定义5_3. 2 中我们已经说 



明了流形 M 上的 PsDO X 的象征是余切丛上的函数.而由 
定义5.3.2%若用 M 的一个坐标邻域0以及 T*M 在其上的局部平 
凡化，更可作出 PsDO 4 f (L 公 — A)， 它有全象征 

在不同的坐标邻域之交上，相应的全象征在 modS；,"i 葱义 
上相同，因此可以将它们拼合起来而得到 (T* 
M) 的一个元，这就是 M 上的 PsDO J 6 L7, e (M ) 之象従的确切定 
义.同样，在坐标邻域0中可以定义木的主象征 
〜({) x R")/5?,>,(A x R») 

= [S7,,(A x R")/S^]/[S ； /,/Sr»Kw, < rn). 

因此也可以在 rnod(5^) 的意义下把它们粘合起来而得到 j € 
L7JM) 的主象征〜00 特别是，对 

于经典的拟微分算子，主象征有典则的定义，即 a(A ) 之渐近展开 
式的"*次齐性部分.在本节1°中已指出了它是余切丛上的函数. 
这样我们就可以把定义 5.2.4 和以下关于主象征的说明移到流形 
上来，而说4 e L7,»(M) 的全象征和主象征就是两个同构： 

这里我们不再给出严格的证明了. 

对流形上的拟微分算子也可以规定其运算，主要结果 如下： 
定理 5.3*4 设4 6 B € L^,{M) 是适当的（或至 

少有一个是适当的），则 Bo A € L^r<M ), 而且 

<y n , +m ,(.BoA) — ( T w ,( B ) - <r mi (A). (5.3.11) 

证.是显然的，而且 只需在一个坐标邻域 
公中 证明式(5_ 3 .11)•为此，取 qp € C ?( fl )，0 € C ? (公)而且在 suppy 
上1,于是 

tpBoA = <pBtp°A -f* ^>B(1 一 if^oA 
— (pBtj> • A 

这里我们又一次应用了：因 supp yflsuppCl — i / i )** 1 ^ 而 qp B (1 — 
〜这一事实. 现在完全可以限制在坐标邻域 O 上讨论问题 
了，因而有 



<p(BoA )\ 0 = (pB\ 0 ° 4 >^\o. 

回到上即得 

qa (*)^ l +™,( Bo ^) C *5 O 
= qpWo -^ CflX *, g ) • 0(*) o , Ml (^)(*» 0 
=qaOOf™ 乂 B) - a„XA)(x, |). 

由 tC *) 之任意性即得定理之证. 

其它的结果就更容易了.首先我们賦 M 以一个正的测度，然 
后就有 

定理 5.3 .S 若 jet ?. s ( M ), 则可定义其转置算子^与伴 
算子仍为 L 7 •人 M ) 之元，而且 
aJi'Ay 11 ^ = —5) ， tT m (*A)(x, I) = f). 

最后，我们讲一讲经典拟微分算子的主象征的求法. 

定理 5*3.6 设 W 是经典的 LKM ) 拟微分算子，则对（々， 
恒有 

a m U )(^ o , ? o ) = Km r -"[ 〆 * 0"*)1:，,„， 
r-*+«® 

这里 o (»)€ C 0 *( M > 在： r 0 附近为 1 ， 0 € C -( M ), 心/ « U ) = | 0 而 
且在 supp a 上心 0( x ) _ 0. 

证.作包含*。的坐标邻域 Q 以及《*，# € Cf ( fl ) 使在 suppa 上 
于是用前面常用的技巧将3局部化为由 
cr ( o ) 到 C -( Q ) 中的算子如下 
r it *A(ae i， *') = e-' r *aAW*) + c^*aAUl -〆)<*〆*] 

以下即可用局部坐标来讨论了.应用定理5. 2 .1即有 

e -, T *«/4(/ Jot , ' r , *)(* o ) BH ff «(/ l )( xo » rJi />( r 0 ))(« a )( r 0 ) 

S r w <T m (/4)(x a ,?o)(iHoJr m ', m < m). 

定理证毕. 

4. 流形上的 Sobolev 空间. Sobolev 空间妒 ( R ") 的定义可以 

认为是以 psdo 为基础的.设'是以 （1 + uiya 为象钲的适 
当的 PsDO , 则 A ,: 必 '( R ")-> 必' ( R 8 ) •若 《fc 必' ( R ") 而且 
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人 《 eL J ( R -) W ( R .)， 则 
然而 

l(o = (2»r- j(i + urrxfvs, 
^(D-ci + uiy^a). 

所以式右就是妒 ( R ") 范数.这样我们可以用 PsDO 的理论来讨 
论 Sobolev 空间.在本节中我们就将这样来讨论微分流形 M 上的 
SoboW 空间.虽然所得的结果与第三章是一致的，但是我们可以 
看到一些新的方法，它们在以下是很重要的. 

于是令 M 有一个局部坐标邻域所形成的局部有限相 
对紧开覆盖， {?>•} 是从属于它的一的分割， 0 - « cac )， 而 
且在 suppqa * 上，少，妄 1. 于是令《€逆乂 M )， 则 

«= S =■ 2 u "> 

V 9 

m'W. 令 A - cjeR % 而在卬上作 A , 如上,由可换 
图式(5.3.7)，在 C 定义相应的 PsDO , 仍记为 A , 最后作 <p v A l( p t u, 

并求其和，因为 { supply } 是局部有限的，所以 < A ， 木也是 

V 

有意义的，仍记为这时我们有 

定义 5.3.7 M 上的 Sobolev 空间即 

HioXM) = {«€ 逆， (AT) ， /I# € Lj oe (A/)>, (5.3.12) 
叫 （ M) = H 乂 W)n# ，（ M). (5.3.13) 

以上当然设在 M 上巳经给定了一个光滑的正的测度，这样 
LIXM) 是有意义的.也很容易看到若 M 是一个紧流形，则 

且记为 

HKM) =* Hf oc (M) = 

定义 5.3.7 与坐标邻域的选取、 { Vr } 以及 {0,} 的选取似乎都 
是有关的，但是用标准的方法却容易证明 H *( M ) 之定义并不依赖 
于这一切，这一点我们不再给以证明.但是在定义 5.3.7 中采用了 



一个特定的 A ,， 故应该考虑此定义依赖于 A , 的程度. 

t*M 占停平， a 」】 巧得 + 

h '( m > 构造与 变 •，: i 在采用 

A , 是因为它 有一些 特定的好处. 

容易看到，由关于复合的渐近展开式 （5.2. H ), 由于次的象 
征(在每一个坐标邻域中）与 * 无关，所以有 
^(Koaj - «) ■ = (1 + 

特別是若 h =■ — J，A =■ fl 则有 

a(.A-,oA,) ~ 1 , a(_A,oA_,) 1 . 

但是以 1 为象征的 PsDO 显然是恒等算子，所以 
A_,oA, = A^A^, s id (modL - ®). 

所以我们说是屯的“拟逆”或-拟基本解' 关于拟基本解的 
理论，我们将在下一节讨论.同时山还是自伴的： A , = Af . 

设 KmM , 我们记 H *( K ) = {«, « eH ^ p ( M ), S upp « CK }. 
它有特別的重要性，这是因为，从定义 5 . 3 .7看， ( M ) 与 
都有明显的局部性.首先我们容易看到，若 
»eH{«(M) ， a€C ； (.M), 

则 e H ^ P CM ), 而且其逆也是成立 的：若 《 €逆' ( AO 且对任 
一点 x 0 € M 均可找到 ( p (*) € Co ( M ), qp (* o ) # 0使 < p ( x)u € 
则 aef /; oc ( M )， 事实上可以从这一些 < pOO 中找出 
—个子集 { qa -} 使 { suppip ,} 成为 M 的局部有限覆盖，令^,= 
则{^,}是一的 C ~ 分割，而由于是造当的，所 

V 

以乏]山0,«>是局部有限和，从而 

^/« = 2山(孕， 《) € L ? oc ( W ). 

V 

这个事实告诉我们，为了讨论 HUM ), 只需要对 M 的每一个紧子 
集 k 讨论 mu ) 即可. 
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现在我们就在 H '{ K ) 中引入 Hilbert 空间构造.设 t-f 
H *( K ), 用上面给出的坐标邻域系 {(_ Q % r )} 以及从属的一的分 
割，即可定义 Hermite 内积 

0 ,= 2 ( 0 ： 0 * 9 > 声， (.r,r<?,»)„ X ： = (py\ ( 5 . 3 . 14 ； 

V 

现在需要证明 THK ) 在上述内积所诱导出的范数1卜 II ,下完备. 
为此设有把(幻中的 Csuchy 序列于是 
( Xi )*( pyU k = € H '( X v s \ ippip t ') 

是 H ‘( ZJ upw v ) 中的 Cauchy 序列而在其中有极限 r * 1 ， 且 suppv ， C ： 
Psuppf . 将 M 拉回到 M 上： 令》» = 0：，)* 〆 ，则因 { suppa -cr 
SU PPV P } 是局部有限的，所以《 = 2** 有意义.很容易证明!1«*- 

V 

«ll 々 o. 

' 既然在纪(欠）上巳有了 Hilbert 空间构造，当然就有了一个 
拓扑，利用它即可对赋以归纳极限拓扑：取一串上升 
的穷竭紧集序列&(尸 I ， 2 ,…），于是 H *( K 1 ) eH I ( K 1 ) e---c 
HU / M )， 且于是有嵌入映射 

f 

归纳极限拓扑就是使~为连续的最强的拓扑，亦即便具 
有“最多的”开集之拓扑.由于要保证^之连续性，中 
的开集必须在 H 乂 K 0 中之原象均为开（可能是空集 ）， 因而 
HU P ( M ) 中的开集族即每个中开集族之并.所以在 
m oap ( M ) 中趋于0当且仅当从某一个々。起，一切《 4 均在 W { K ) 
(某个欠）中且在其中收敛.线性映射/: Hi omp ( M ) — E ( E 为一 
个局部凸线性空间）当且仅当/叫(/=1, 2 ,“_)为连续时才连续. 

中则可赋以使乘法映射 M ,: tff oc ( M )^ H < ( supp ( p ), 
qaeC ? ( M ) 为连续的最弱的拓扑，亦即具有“最 少的- 开集的 
拓扑，这里 uh ^ lfi u € H'Csupp 9). 这个拓扑可以用半范族 
ll«IU= 9^C # XM) 

来定义. 
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最后讨论与 H { oe ( M ) 的对偶性.对《 € C 8 -( W)C 
印 omp ( M ) 与 vi C ~( M ) cHrj ( M ), 可以给出一个 Hermite 配对 

(«, «/) = | (5.3.15) 

^(*)躭是前已说到的賦在 M 上的光滑正测度.我们要把它拓展 
为双线性映射 

HUp ( M ) X HR ⑻- ► C (5.3.16) 

且对各个因子分别连续. 

定理 S .3.8 上述拓展是可能的，从而吊与 
关于拓展后的配对 (5.3.16) (仍记为（《， <0) 是对偶的.特别当 
M 为紧流形时， H 乂 M ) 是 Hilbert 空间，这时存在一个拓扑同构 

ffi . 先证明拓展的可能性.为此不妨设次是自伴的即 

( A , u , t -) = («, «, t - € C 0 "( M ) 

(若不然则用 f + A ?) 代替 A ,). 由于儿的拟逆是，从 

而 

I = A _ A , + R tt 

圮是具有 c " 核的适当的算子，从而 fi ,: /'( M ) — C „"( M ), 
逆’ ( M ) —■ C - CM ). (若需将4用 | (也+ Af ) 代替，则需用皂 

的拟逆——其存在性见下一节—— /1 L , 的自伴化丄 （ AL , + A =) 

2 

代替 A -. X 于是取 W C ^ K ) { K 是 M 的任一紧集）# 6 C "( M )， 
有 

(«， *0 = (. A ^ u , ») 4 - { R , u , p ) 

=■ (知， A _, o ) + ( Rm , v ). 

但因 A : HKK ) -* LK ^ 是 M 的某一个紧子集）， 

A -,. — 

所以上式很容易拓展为 

h *( k ) x MM ) - c . 
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又因 m me ( M ) = UHW , 所以它又可拓展到 ( M ) 

K 

xf / rdM) 上去.仍用 （《，O 记拓展后的配对. 

现证 H2(M) 上的任一共轭线性连续泛函；(0均可写为 
(», 0,而《 e 比 _(M). 事实上因 c~(M)^Hr«j(M)， 而且在 
其中稠密，; 0) 应为 C-(JW) 上的共轭线性连续泛函，故必有《 € 
f (M) 使 

心 ） =(«， 0 . 

令 supp u(ZK, 今证《 e ，亦即 A,« e L a (^>. 由于 A, 将 
iL(M ) 连续地映入故对 feLWM )， 有 
{A s u, v) =» («, A.v) = l(Ajv). 

但因 /^•(AOcyULUOCHWAO 是稠的嵌人，所以可以对 
{A s v, v e £.!„,(if)} 应用 Riesz 表现定理而知 从而 

« € H j (A ：). 

同样也可以证明 H ‘ 00 上的线性连续泛函也必可写为0, 
*0,《 € HTiiM ). 由前述 HJ 0D11> (M ) 之拓扑结构可 

知， Z: f^ mp (M) —C 为连续的充分必要条件是它在所有 H*(K) 
上的限制为连续的，所以上的连续线性泛函均可写为 
配对 （《,〃） 之形. 

关于拓扑同构部分是显然的.定理证毕. 

对于微分流形上的 Sobolev 空间，嵌入定理和 Rellich 定理也 
都是成立的，这里就不再讲了. 

§4. 椭圆和亚椭圆的 PsDO 

1.捕 0P»DO 及其拟基本解.本章开始时我们即巳指出 P*DO 
理论的重要来源之一是求楠圆型偏微分算子的基 本解. 现在我们 
对这个问题就 PsDO 的情况来加以 解决. 首先要给出 

定义 SA1 设 o<«< P <i, o 为 R •的开 
集(或为流形 M 上的开集，这时还要设1 — P < 5)，如果它的象 
征 <j(A)(x, |) 适合以下条件：对 £ 之任 一紧集 必存在常数 



与 f >0 使 

，⑷ (Ol >c(\ + |fir,* ： €K, 111 >r, (5.4.1) 
就说^是椭圆型的. 

这个条件当然也可以用关于主象征〜(/0(*, O 的条件 
W„U)dx, 1)1 ^= C (1 + \i\r,x^K, \^\>r (5.4.r) 
来代替. 

准确一些说，也可以说任何一个与适合定义 5 . 4 .1的 j 只相差 
—个乙二算子的拟微分算子都是椭圆型的_这个定义当然也包 
括了通常的椭圆型偏微分算子 aa ooz ) •为其特 

jal<m 

例： 因为 f > J >, 0 s XXO )?" 乒 o ( 当 时）与 | P ( r ， 

i)i xi + iiir (当 iii 充分大时)显然是等价的 • 

椭圆型 PsDO 最重要的特点就是它有拟基本解存在.确切些 
说，可以证明 

定理 54*2 设是桶圆 型的， 则必存在扒€ 
d ( fl ) (卜 1，2)使 

B t oA = / + ]?„ (5.4.2) 

AoB 3 = 1 + R 2 , RidL^：,, (5.4.3) 

而且在 (mod Z ， r ») 意义下是唯一的 • 扎称为^之左拟基本解 
(左拟逆)，称为右拟基本解(右拟逆），而且 B , = = B (mod 

d 故称 b 为其拟基本解(拟逆). 

证.实际上在证明了左右拟基本解存在后，必可证明 
( modL ^), 因为只要用 A 从左方作用于 (5.4.3) 即有 
Bj + B, • Rj = B^oAoBt =■ (/ + a B } 4 - R^B,. 

下面我们先对 DCB 8 的情况证明左拟基本解的存在_这时 
我们需要一个引理 • 

引理 S 4.3 、设是椭圆型的，则其象征 < r ( d )(*， f ) 

当充分大时适合下式 

0?85a(^)(*, §)/<rU, |)€ S ； .ri +,l?l . (5.4.4) 

证.将上式左方分子简记为= (»，£)， y 
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于是 

a y [ ax ^ X >) M ^ Xy )] 




依此类推应有 


di[d ； oUKyVo(,AXy)} 

= f v /• di>dla(A)Cy') A djig(A)(y) 

i^o a(A)(y) M a(A)(y) 

由于 KJ)(y)i > <r(i + U|)™,x€Kefl, HI 充分大，故得 

式 （5.4.4). 

定理 5.4.2 证明的完成.先作一个使当 lf| > r >0 
时以 [ erOO(*,l)] _l 为象征而且是适当的.于是由复合公式 


a ( B # o ^) ^ 1 + 2 — 


1 




1 dfa(A)- 1 


D ： a(A) 
a { A )' 


6 S ；, ( / 




用证明引理 5A3 的方法，很容易验证〆〆广 1 所以由此引 

理知 

1 a ； g(/f)~* . D ： a(A') 
a ] a (/4) - * a (. A ") 

记 

ff ⑷‘ (j{A) 

以它为象征的适当的 PsDO 为沁，则札 € LtT s \ 而有 

B b oA ^ I + R a imodL ^ t ). (5.4.5) 

再作一个适当的 PsDO C 0 €Z.2., 如下， 


s 丄 

| a |> oa ! 


/»0 

因为 k(Ki)] 少- a> 所以这里的渐近展开式是有意义的（定理 

4.2.12), 而且容易看到： 

C# (/ + i? 0 ) = I (rnodL^*). 



用 c 。 左 “ 乘 ” 式 （ 5.4.5 ) 即得 

Bi«A = /(modL^,*), B, = C#®B#. 

于是左拟基本解得出.用同法可作右拟基本解. 

再诳唯一性.设有两个左拟基本解1,8:,任 取一个 右拟基 
本解 B 2 , 由前面关于左右拟基本解相等的证法有 

B t = = (B,o^)ofi 3 = B } (inodL；,*). 

同理 B; 曰 B 2 , 从而 B, s B; (modL— ). 

最后再看是一个微分流形)的情况.这时，如本节 
开始时所说的，还需要加上1 一 #><«的条件.我们还是用前面 
一贯使用的方法，即用一族局部有限的坐标邻域 
a — o ; c ： r -) 去覆盖 i ?, 并令 {?.-} 为从属的一的分割，而 f e 
cr ( fl ) 适合 y 曰 1 于 supp - p * 附近.在每个 m 中都可作出拟基 

本解 S >. 令 B - 即是所求. 

V 

对于经典的椭圆拟微分算子 J € L ": 

<• 

aU)(*, ?) 〜 Ul >r>0, (5.4.6) 
y-o 

a .^(^)( T > g ) 是 f 的 》 — / 次正齐性函数，椭圆性的定义显然可 
以改为 

〜 00(*, 5)^0, Ifl >r>0. (5.4.7) 

这时拟基本解显然也是经典的 PsDO . 实际上作 B 6 L -% 而 

且令 

_ 

»( B ) ~ 

i-o 

设法求出 L 〜 (B)0r,5) 为 f 的 一 ««_j 次正齐性函数.为使 
B°A = 1 (modi - *) 应有 

0-1=0 (mods-), 

. «! 

将左方按齐性的次数展开,即有当151 >»"时 

= 1, 



4 - 2 d° t <r m (A)D ： <T m ^BXx, g) =0, 

a m CA)a_ m ^(B) + + S ( _ ； = 0. 

由于在 Ul>» •处 〜(%) 尹0,即可求出一切 T-iiU ). 再用 
适当方法在 III <r 时将 Om -XB) 补充定义即可使所得的 Be 
为 Z 之拟基本解.这样求出的 ？） 在 Ifl 充分大时 
对 f 是/次正齐性的.因此相应的 B 也是经典的 PsDO. 

由经典的偏微分方程理论知道，椭圆算子的显著特点是具有 
正则性，即当方程右方光滑时，解也应该是光滑的.对椭圆型的 
PsDO, 类似的结论也成立.具体说，我们有 

定理 S4.4 CWeyKSchwartz ) 设是椭圆型的，则 
sing supp Au = sing supp «, « € <S"(,Q'). (5.4.8) 

若 j 是适当的，则上式对 《 6 逆乂也成立. 

证.当 《€< r(o) 或《6逆\0)而 a 为适当的 ，如 恒有窓 
义，而且分别在 <r(fl) 与逆'(奶中. 

由 PsDO 的拟局部性， 

sing supp Audsiag supp u, 

利用拟基本解 B: 8以=/+及，友6厂~，有 
u = B°Au 一 Ru. 

但及“ € C~ 从而 sing supp^« = <f>. 从而 

sing supp » = sing suppB 。 j»Csing supp Au. 

因此定理得 

利用这个定理到方程 


Au = 0. 

因为右方 Cl e 故它的一切 政， (£0 解均为 c ~ 解.这一事 

实首先是 H.Weyl [1】在1 9 40年对 △« = 0证明的，该文在应用 
Hilbm 空间方法于偏微分方程上起了重大的作用.其后约1950 
年 Schwsrtz [u ，（第五章， S 6 )又对一般的具有 C- 系数的线性 
椭圆型方程证明了它.所以我们称之为 Weyl-Schwartz 定理.其 



实，更早地可以溯源到 Bernstein 19(H 年关于椭圆型方程解的解析 
性的工作(这是他对 Hilbert 第 19 问题的著名解答).因此我们 
形成了一个概念即椭圆型方程的正则性.这个定理即这一概念的 
具体内容.以下的定理 5.5.8 则是它的进一步展开，推论 5.4.10 
则是它的微局部形式，关于 Hilbtrt 问题的历史发展可以参看 
Browder [1], 

2. 微局部的考虑. 在关于拟基本解的讨论中， 

+ 这一条件起了决定性的作用.这是余切丛 

上的条件.因此自然提出，如果此条件在余切丛上的某个锥形集 
r 内成立，是否可以推广拟基本解的概念.为简单起见，我们设 
r = axr a , 是底空间中的开集， r D 是 R-\o 中(即纤维中)的锥. 
若对中的紧子集 K 有 c>0，r>0$ 
k(^)(*,l)l >Ki + Ifl)-, x r„，U| >，， 

就说 z 在 r 中是椭圆型的.现在我们要来求一个微局部的拟基本 
解.为此，令 her。 是 r 的任意的紧锥形子集.我们有 

定理 5.4.5 在上述条件下，必存在一个在 a x r, 中为椭圆 
型的适当的 PsDO B 使得 

a (_ B ° A ) ~ 1, a ( AoB ) - 1, (*, |) € X T, . (5.4.9) 
B 称为 Z 在£? X r, 中的微局部基本解. 

诋.设 在 r 中有如下的新近展开式： 

■ 

p(^Xx 9 0〜 s s) 

/-D 

〜(/<)€ 57i(r), mi = m — j(f> 一 5)\—co, m 0 — m. 

于是在 


/-o 

tfy(B) € 5 ； ^(r), oo, = —« 0 * - ^tn 

的形式下求 ct(S). 仿照上面求经典的椭圆型 PsDO 的拟基本解 
的方法，可以得到 
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^o(BVa(^) =* 1, 

aXB^A) + 2 dia 0 {B)D a MA) + ( 7 0 ( 5 >/^) - 0 , 

a»l 

因为 mj ^ m — j(p —), 所以由 ( To (^) 在 r 中不为 0( U 1 >r 
时）,可令巧 =_ m —/( P — 5)， 由以上诸式可以依次求出 q ( B ) € 
s%(m > r 时).作函数 2( oec -( R -) 使其支集在 r,n 
(151 中，这里 Aeraer ,， 而且在 r 附近 | f | 充分大时 
Z ( l )^ 1. 于是 B '). 而可以作出一个 
阶适当的拟微分算子0使 

〜 D(5Vi(B). 

i 

显然8在 r , 中是椭圆型的，而且适合式 (5.4.9). 

作为这个定理的直接推论可以把定理 5丄1 1改进为 
定理 S 4.6 g « e < r f ( a )， 在 （* D ， f 。） 的某个锥邻 
域中是椭圆型的，若 /(« ec "( a )， 则 U ,§0 )f wfCu ). 

证.作 a 的适当的微局部拟基本解 b . 因 ■4« eC "( fl ), 故 
但在 U ，&>) 的锥邻域中 < Kbm )(*, 0 = 1，故由 
定理 5.1.11 即得定理之证 • 

<7(3)0, 0不适合椭圆性条件的点自然引起人们极大的兴 
趣.事实上 \< axx , 01>^0 + ifir 这个条件可以改写为 
lim /?)| # 0. 因此破坏这个条件的点0。，|。）应 

适合/§ 0 )| = 0 . 对于经典的拟微分算子（自然 

包括偏微分算子）,这个条件就是 §>) = o . 所有这样的 
(* 0> I 。）都称为特征点.特征的概念是偏微分方程的基本概念之 
— ,现在我们可以理解，它姓一个微局部的，即余切丛上的概念. 
因此我们给出 

定理 S .4.7 的特征集 Char (/0 是 

Char (^； = {(*,!)€ t * U % limr k ⑷ (*, g)l = 

f ••+ • 

(5.4.10) 
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利用这个概念可以看到，定理 5.4.6 可以改 述为： 若《 € ' 
W 而且办€ C~ ，则 H^(«)cch ar (j ). 利用这一点和定理 
5.1.10 可以改述波前集的定义如下： 

走 St&4_8 WF ( u )= 0 Char(/4). (5.4.11) 

证.前已证明 WF ( u ) CCh sr ( A ) 对一切 d 且心 e 
成立 •自 然对 jeu,,, 成立，所以 

WF ( u ) C . H char(^). 

反之，若 U, §») wf ( h ), 则有一个戌 e l % 使 

<y(^o)(^o, ?o) = 1 

于 （A, 的某个锥邻域中成立（即 （r n ，§0 (f Char(a )) 而且 
因此 0 Ch a r (^). 所以 

门 Char(/i)C^F(«). 


定理证毕. 

定理 5.4.8 的好处是，它给出了阶 FO ) 的一个与坐标无关的 
定义,因而可以适用于微分流形上的广义函数. 

定理 5 A 6 与5. 4 . 8 在 《 e 逆' 00) 而3为适当的 PsDO (从而 
Au 有意义且属于您' (£0) 时也成立. 

至此可以进一步讨论“与的波前集之间的关系.我们设 
« € 孑， (£?) ，4 6 L 7 . t ( 0 ') 或 a € S >'{ Qi ) 而 W 为适当的 PiDO . 

定 a 54.9 WF (^«) CWF(»)C WF (/ iu)\J Char (/4). 

(5.4.12) 

证先证左方的包含关系.设（抑，妒 F («)， 由定理 
5.1.10 必存在适当的 P € 使 tf ( P ) 竺1 ( modS --) 在 (》,, ?。）的 
某个锥邻域中使€ C ' 现在作0阶适当的 PsDOp 使在 （_ r 。, 
& ) 为椭圆的而且在 （ A ，各） 的一个充分小锥邻域外 «(?)€ 

因此 
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P^o = Q , Q°p = Q ( mod /.—). 

于是易证 Pd S £)。珈尸_ 但因 Paec "， 所以0。承 P «€ 
C * 而 pdWC ：' 由定理5人6有 Or 。， I 。） 《灰 F ( A ). 故 
(Au)aWFCu). 

右边的 “ c ： w •设 O 。， f 。）< ChM(^)U »^ U «)， 则 Or 。， f 0 ) 在 
WF ( A «), 从而由定理 5.1.10, 必有 P € L « 为适当的，且在（办， 
§*) 的某个锥邻域中 a ( P ) ■ 1，使得 （ PM )« e C " 又由 U , W (t 
Char (^), 故由 a ( P ) = 1 易证 PM 在 0 t B , &) 的某个锥邻域中 
是椭圆型的.由定理 5 . 4 .6即有 （*,,&)< IFF («). 证毕. 

这个定理有一个重要的推论： 

推论 SA 10 若 d 是椭圆型的拟微分算子，则 
WF ( Au ) = 灰 F («). 

. 这是关于椭圆型 PsDO 的正则性的定理 5.4.4 的微局部的推 
广.关于椭圆型 PsDO 的正则性的更进一步的结果将在下 一节讨 
论 PsDO 在 Sobolev 空间上的作用时再讲. 

3. Girding 不等式. Girding 在研究髙阶楠画型方程的 
Dirichlel 问题时，从一般的椭圆算子 

^« = S o„(ar)D a «, 2 °«(*)r _ 0 (f — 0) 

I a|<M 

中分出一类所谓强椭圆算子 u ，即适合条件 

Re 2 c >0 (5.4.12) 

的算子.显然一切强椭圆算子都是椭圃的，但是其逆则不成立.例 
如著名的 Bitsadze ( BHiiaase ) 算子 ％ + (ai + 2成8广 3 ! y ) 是 

椭圆的，但不是强椭圆的.对强椭画算子， Carding 给出了一个 
极为重要的不 等式： 对任意实数*以及紧集 k ’ efl 必存在常数 
0 0使对一切《€<：。-(尺）， 


I )实际上, Bhiiihk 在〖951年躭提出了这个概念，见 Bhiuhk 和 ^AbiweKCxafl 

UJ . 



C||«i|^- l\\u\}\. (.5.4.13) 

[[ - 扎表示 SAokv 空间 H '( fi ) 范数.这个不等式可以说具有里 
程碑式的重要性.它不但可以用来解决 DirichUt 问题的存在性，而 
且还可以导出许多重要的先验沽计，还可以用于导出关于双典型 
问题 的能量 估计. Girding 在 1953 年提出它的时候，是用所谓‘‘冻 
结系数法 "(亦 即所谓 Kom 技巧)去证明的(见 Girding [1]). 后来 
发现，在拟微分算子的框架中逋明它更为简单.这个逋明以下述引 
理 5.4.11 为基础，而引理的证法又与构造经典的椭圆 PsDO 的拟 
基本解的方法如出 一辙 , 所以也可以看出那个方法的基本重要性. 

弓 1 BSA 11 若 /<*，0€幻,,(£0，1^0,0^00，则 
必存在算子 B e 使 

ReK^.D)- B*oB € “.1 ⑼， (5.4.14) 

这里 R e /> = 1<> + P *). 

2 

ilE . 我们从构造 B 的象征 Kr ，0 入手.假设 
Kx , 5) 〜 i ] 60, o，M 

i -0 

注意从 S 2 开始我们都是假设了的，所以上面的渐近展开 
式是有意义的.很明显应该取 

w >， §卜[睛， orw 71 > 0. 

很容易证明心 O , ？）€ 幻,,，以它为象征作算子 W >， D )6 
则由复合的公式 

办 :(*，0)。^>，！>)之象征 

〜 y ,- d ^ b ^71) D a Mx ,^ 

a «! 

曰 \ h a ( x,OV ( mods ；. 1 ；^ 1 ). 

于是 

R,(x, D) = Ref>(x, D) - b%(.x, D)=>W>, 0)€ d 
假设己经作出 A, A, …，匕， 我们希望作 i i+I (.r, S) 6 S7.T 0Cp ' >， 
使 
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Re〆: ， D) = Ig b%Cx } D) + D)j 

。 [2 i t (*, D ) + * i +1 0 r , 叫 + K y+ „ 

K i+J (*, £))e LU 价、 

但上式右方等于 

/+1 /+1 

Rcp(r, D) + Ri(.x,D) + ^ b\ob^ 

+ S i +1 (>， D ) 

所以 D ) 的象征应该适合 

b%i • • bj +i = —Rj(x,|). 

因为 «(*,!) = h { x , O = [ RcKx , > 0,所以可以 

求出匀 +, 而且易仿此即可作出 s . 

这个 B 在某种意义下可以说近似于 R 印 O , D ) 的平方根. 

定理 54.12 ( GSrding 不等式）设4 e L ?., 适合以下不等 

式 

R ea ( AXx , i )> no |? l -, Qo >0 为一常数， 

则对任意 B >0 以及任意紧集 KSfi , 任意 r 均存在常数 C 為0 
使对 《e CJOO 有 

Re (^«, k ) > («o — e ) l|«IH — C " k ||5. (5.4.15) 

ffi . 我们不妨设因为若对这样的 f 已经 ® 得 (5.4.15), 
1 

那么对 h ^■，取 y 。 < =，则因显然 
2 2 

IMU < WU ， 

故有 

RcC/fa, «) ^ (o 0 — e)||«m — Cp«||； s 

取 Am 为以 + 为象征的适当的 PsDO , 当然 

L ^ CL ^ i . 而且它是自伴的.用夂™以代替 A 不妨设 





/€ < 5》 ># 即《 = 0. 于是考虑算子 

C ™ —■ (_A + *v4) _ (a 。 - 专 ) '* 

它当然属于 LU . 对它应用引理 5.4.11 可以找到适当的 B€ 

使 

C - B*B LJ.1, 

因此 

(Cm ， m) — (8*B«, «) = — (_Au, «) + — «) 

2 2 

— (Bk, Bu) — (、— +)(«，《)•= (R"» «>» 

因此 

Re(/1«, «) = < 0 。 一 音 ) IMIS + ll6*«llo+ (Rw, «) 

> 卜。 - 含 )"《lll + (i?«, «) 

斗。一+)11«"卜 !(««,«)!. (5-4.16) 

但由 Schwartz 不等式易证 

\( Ru 9 u )\ < |U|| • 1]J?«|| 

Il«tl3+ CJIR^IIS. 

又因 K€ L ;% 故对于固定的 K 当然又有常数 C, 使 
IMKCM ]). 

代人 （5.4.16) 即得 

Re (•^» ， b) > (a # — 8)!1«||J — C||«I!J, C = C,C, f 

而定理证毕. 

4. 亚拥圓 P*D0. 上面我们看到椭圆型 PsDO 的重要特性是 
它的正则性(定理 5.4.4.)： 

sing supp u = sing supp/4n, (5.4.17) 

但是并不是只有椭圆型 算子， 而且还有许多在数学物理中很重要 



的算芋都具宥这个性质.因此，我们把造合它的算乎分出来并给出 
走义 5*4*13 若 X e L 7.,( fl ) 适合式 (5.4.17), 则称 j 是中 
的亚椭圆算子. 

现在童要的问题是给出 we LXsW 具有亚椭圆性的具体判 
据.注意到由于拟微分算子具有拟局部性， *ing supp^«Csing supp« 
总是成立的，而在定里5.4. 4 中证明反向的包含关系时只是用到了 
d 的拟基本解;因此，我们容易地看到 

M 54.14 若.，有拟基本解存在，则 h 必为亚椭 
圆的. 


证.由傻设有 


BoA ™ I • 

tR, Ri L— t 

故对《€ 在乂。）有 


u • B^Au — 

- Kb, J?b€ C-, 

因此 



ling supp u = sing supp BoAudsing supp Au 
而定理证毕. 

第七章中还将证明，有时/必定是椭圆算子，但是只是在拟 
基本解属于的条件下. 

但是我们希望有一个更方便的 1 •代数的 J ■判据，对此，我们有 

定理 S *4_1 S 若 J e 逋合以下条件 

( H t ) amSw 使对 xeKea ， 有正常数存在便 
|aU)(*,|)| < C.IH", |f| K;(5.4.17) 

(HO |0S9K^X^, 互 ）| < C b > s . k |£|^ i ™, 

III >R, t€ K, (5.4.18) 

则 A 必为亚椭圆的. 

证. 我们只需证明适合 （ a ), Oi ) 的算子 3 必具有拟基本 
解即可.令 c ~( iT ) 而在 | f | 充分小时为0, Ifi 充分大 
时为〖，以^,|) = O 为象征作一个适当的拟 

歃 分算子札（它显然属于 iGO , 则 



' e(B a o,4) - i + 

= I + r(x, 5), |^| 充分大时. 

这个渐近式是有童义的，因为 k *,0€ s ^ r n ： 
dii»D ； o(A) 

这里 SIM<k|. 其余的估计亦可仿此证明.令 k 是以 r (r， 

I)为象征的适当拟微分算子，再考虑算子 c # ~ 2 (一0 戊 》' ( 它 

;»0 

就是 /+R 的拟基本解).并令 C D S fl = B, 则明显地有； B 是 Z 
的拟基本解.大家可以看到，这个证明与走理 5.4.2 完全一致. 

可以看一些亚椭圆算子之例： 

例 1. 热算子 9/—A 的象征是 «?o+ill J 9 这里 m = 2, m,= l, 
例 2. 1+ Ul w «为非负整数）的象征是1 + 
« = 2 ft , «! = 0,而且不难证明 p = 1， ff = 芦 /v (只 
要所以它是亚椭圆的，特别是当2时，1_ 

是亚楠圆算子. 

我们不妨将适合 （HJ，(H ,) 的算子类记作这个类 
有许多性质使之类似 Lb: 可以很简单地证明： HLU' 中算子的 
转与伴算子仍往肌； VP 中；又若 B € 
且至少有一个是适当的，则;此 
外，若 P + 1，亦即0<丨一则丑乙:^在 

变 a 变换下不变，因此在这个条件下，可以在微分流形上定义 
HL ; y \ 这些结论的证明与12,53中相应定理的证明并无二 
致，所以在这里不再重复. 

我们还容易看到椭圆型 /■?,, 类就是 
尽管如此重要，它却没有包含一切亚楠圆算子.著名 
的 KojiMoropOB 算子 




(5.4.19) 
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躭是一个 例子. 它具有基本解(见 A . H . KcwmoropoBll ]) 因而是 
亚椭圆的，但它的象征是， 

I) = —si + «*ifj — «?3, 

若令以-队八七)，则 = 但别— 00 ,因 
此不可能满足 ( H ,). 

Hilnnamki ■在 [8] 中徉细地讨论了一类二阶偏微分算子有亚 
椭圆性的充分必要条件.这一类即 

M 

3 K + 為 + c (*)， (5.4.20) 

其中 

n 

** 2 °/*(*) = 0, 1，.-.， m , (5.4.21) 

卜 i ox k 

•»/*€ 是实值函数，但 C ~( i 3) 可以取负值. 

为了表述 Hormander 的结果，需要一些关于向 置场的 语言. 
若尤， y 是两个向量场(即两个系数的一阶线性偏微分算子）， 
可以定义一种反交换的“乘积”——交换子积 

[X, y]=XY-YX. 

—切向量场的集合(作为一个线性空 间）， 关于交换子积构成一个 
Lie 代数.考虑由 X 。， X l ,---, X „ 生成的 Lie 代数(指实数域上的 
代数）穸，它是由 

IXh , [ x ;,, (有限重） 

所张的 K 线性空间..它的元素当然是一些系数的齐次一阶线 

性偏微分算子，它们的象征均可写为 «,(»)?,. 如果将它们的 

—1 

系数“ 冻结〃在某一点 a , 即考虑 i ] 巧 o 。)?,.， 它们是 r ? 的对 

y-i 

偶空间 之元. 因此，“冻结 M 以后，穸将在每一点对应于 （ R ?)* 的 
—个子空间，因而有一定的维数「(々）<».我们现在考虑 
r ( x „) = r — const ¥- 0的情况 . Hanmnder 的结果就是著名的“平 
方和定理# 如下： 



走理 54.16 若上述算子 d 中的 x,.(y = 0, 1 , • • • ， 《) 所生 

成的绥在各点的维数 不变： K * a ) = r — 0,则>有亚椭圆性的必 
要充分条件是 r = n . 

这个定理的证明较长，我们在此不再重复，读若可以参看上面 
引述的 Hbrmander 的原著或 F . Treves [叼卷1第二章§ 5 或 
Kmnano-go [1〗第四章.我们这里只来看一下它应用到 KoJlMoro 

P0B 算子上的情况.这时& = 所以 

wXi iJXj ox* 

[ X „ X 。]= 冬， 

ox , 

由此立即可知绥之维数为 3 = B ，因此 KoJiMoropoB 算子有亚椭 
画性. 

Hormander 定理的证明主要应用的方法是所谓 e 估计.它是 
次稱圆估计 （Subelliptic estimates ) 类型的.次稱圆估计是一个很 
重要的工具，读者可以参看 EropOB [1]， [2] 和 Hormandcr [14]* 
这里讲的算子是所谓具有重特征的算子，关于重特征算子与亚椭 
圆性的关系可以参看 Taylor [1] 第十五章. 


§5. 关于有界性和紧性的结果 


1. V 有界性定通.拟微分算子 J 6 L 7. 9 ( R -) 是一个连续线 

性算子 

A ： C ； (R*) -* C-(R'). 

若 J 还是适当的，则 A CS ( R -)^ Cf ( R -). 现在要问 J 可否拓 
展为由 I ^ R -) — P ( R ") 的线性连续算子即 

(5.5.1) 

对这个问题的回答可由以下定理 得出： 

定3 S . S .1 设 d e 是适当的，0 <«< 1 (或当 

M 是一流形时设 0<1 — p < S < p < I ), 且对任一紧集 KSM 
有 


• • 



(5.5.2) 


Km sup|cr(/4)(jr, |)| < C, 

«€#C 

则必可找到一个适当的自伴正则化算子 K 使 

\\Au\\b< CHIL. + (5.5.3) 

班 . 因为 （ /« ， W«) = «)， 我们只需证明存在一个 

适当的使 

A*A + B*B — C J - J? 

是正则化算子即可，因为这时即有 

M«";+ CM 1 — (K«，《),«e C?(M). 

C 1 - A*A 有一个主象征为 c a - IK/OOr, f)IS 因此定理的证 
明归结为 

定理 5 及 2 若是适当且自伴的，并设对任意 
紧集有 

lim inf Reff(C)(x, |) > 0, 

!«!-+• X€K 

则必可找到一个适当的 B € 便 — C = K 是正则化算 

子 . 

证 . 当 * € « ：而充分大时，彳艮容易找到实值的象征 

幻 , 》 (M ) 使 


5)I J — Rwc(*» I) = o. 

以~为象征作一个适当的则 

故 

C - B ； Bo 6 L ；! r s ) ( M ). 

如果已作出艮， B ,,---, 使 
R ； = C - (B ： + B ； + • • • + B；) 

• ( B 0 + B , + ••• + B ,)€ 

现在要求作 B i+l € d + l ) ^ 41 ( M ) 使 
R f +1 = C -( B ：+--- + Bf + ,) CBo +--- + B / + .)€ . 

实际上，即要求 

R i+ , 田 R,- - BiB i+l , 
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因为 K,. 是自伴的，从而 1 邮 (&)€ 功因此 氏 +1 的取法 
仅需便 

2 a ( B /+ l V(M = ff (^>. 充分大， 

即可，由 KB fl ) l =4(*，5) 即知这是可能的_现在作一个适当的 

B 6 LS , 8 ( M ) 使 ff ( B ) ~ 即合于所求， 

；-0 

请读者把这个结果与引理比较.这里的结果更为精 

确. 

下面看一个特别的情况.设相应于2的分布核在 
M X M 中有 紧支集 K X X M . f «6 Cf ( W ) 使在 K 上 

« s 0,则 Z «=0, 而可以选及《使 i ?« = D 因此，在以上的作法中， 
当 A { x , y ) 有紧支集时，我们可以设 K 之核 R ^, y ) 也有紧支集. 
于是可得 

定理 5.S.3 若 A € LltCR "), 0<*<p<1, /4( 无 ，）0 在 
R " XR ' ■中有紧支集，且 

lim |a(/4)(*» |)1 < C, (5.5.4) 

则必存在算子山，使 j i - r ^ R ^. supp 凌 (*， jo 也为紧， 

而且 

， “ ec:(R-). (5.5.5) 

证.我们现在作一个磨光核 zc *) e Co "( R ') ，使得不但有 
zO ) > 0, j z (*)^ = 1,而且还有 o < 私1) < i . 事实上如第 
—章 S 1那样作磨光核 A 0 O , 则只能有 
1心(£)1 = |j e -’々 0 0 O — < j = j X a (. x~)dx = 1. 

但若取 zc *) = + J , ) Zo ( y ) rfy , 自然也有 zooe cr ( R "；. 

0 < j UyVy = 1 ， j ZC * V ^= jjz , C * + yMy ^ dxdy ^ 

=■ 1，而且因戈 (5) =» 1 先 ( Ol 1 ， 而得*枪） < 1. 
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现在令 X , C *) = e ^(*/ e ), 并定义算子 

A,u = Au — A(X s *u) (5.5.6) 

这里 

= (2«)- j e'^aCAXx, 1)(1 — ^.(l))«C?)^,C 5 5 - 7 ) 

Z ,(|) = ^( eg ). 


定理 5.5.1 仍可适用，而知 

C J ||« — + ( i ?(« - x t *u), (« - 

(5.5.8) 


因为 d ( x , y ) 有紧支集，所以只 O , y)e C ?( R " X R ')， 由 (5.5.7) 


之第二式还可见到 ll « 若定义 K •为 

则 R s u = R{u — «), 


dy 


R.hC*) j R(.^,y) [«(y〕- j x ^y - 

=J[k(*, y) - j k(^, 2)z s 0 — H(y ) 办 
=j jffCr , y ) — I R(.X, y + 6 b ) Z (*)^3] uCy^dy 


= j R »(*, y )«( y )^ y . 

很容易看到，当 e 充分小时 ， supp R t (x, y ) 位于某个固定的紧集 
KiSR'- X R " 内部，而且当6 - ♦ 0时， y ) —致趋于 0 • 

我们可以选一个充分小的5> 0:而将（5. 5 . 4 )中的 c 换成 
C- 8 , 这样由 （5.5.7) 可得，当 8 充分小时 

— «) J II«II + lti? 6 «lllt«lt < c , ||«|| J . 

我们就可以用 J •为所求之因为之象征为 〆 /) 
Or ，^)«(6 f ), : eOS)e d ， 所以 A-A^L -. 直接验证也不难 
看到沐的分布核有紧支集. 

上面的定理假设了分布梭有紧 支集. 这个限制不难在下一段 
中解除，当然所得的结论要弱一些 • 但是，限制却是很严 
重的，例如在证明引理5.5. 2 中利用定理 5 . 4 . 〗 丨作 B 时利用了渐近 
展开，这时是不可少的 • 在本章一开始就指出过在各种各 
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样的类中，有些 a 质很好，例如假设了 f S 则可以得出拟微 
分算子代数的种种定理，再加上—又可以 
在微分流形上定义拟微分算子.俱是时,5?. 5 就是一个 
“坏- 类，而在许多时候又需要用到.例如的 P 有界性定理 
(Calderoo-Vaillancourt 定理)就是很有用的: T.P、.. 我们将在木章末 
尾介绍. 

另外，还应该考虑"有界性.这方面也有了许多工作，例如 
可以参看 C. FcEferman [1], 张恭庆 [1], 王柔怀和李成章 [1]. 

2 -拟微分 算手在 Sobolev 空间上的作用 .本段中 M 既可以指 
m 的一个开区域，也可以指一个微分流形, z/e 是 m 上的拟撖 

分算子.当 MCR - 时，我们设 0< 5 < P <1, 当财是微分流 
形时则设 0<1 — .当 McR s 时，可以对任意 

实数^定义而当 M 是微分流形时，则可定义与 
fft .- pCM ). 但在 M 为紧流形时，我们记 

HW = HUM) ^ m anip (M\ 

当 M 为紧时，可以借助于一的分割在其上引入具有光滑的正 
密度的测度4 (相对于 Lebesgue 测度而言)，从而可以定义 
LKM , d „), 而且因为 M 为紧，它的定义实际上与 （ 的取法无关， 
因此记为 P(M)， 亦即 H°(AO, 这 RUCr，>) 自然有紧支集，从 
而，由定理 5.5.1 即知 

定理 S.5.4 在上述条件下，^可以拓展为连续线性箅子 

对一般的 M， 我们则有 

定理 S.5.S 设心 L 7 AM ), 则它是连续线性映射 

A -. 杖啊0) — (5.5.9； 
若是适当的,则还有 

(5.5.10) 

A -. «{oc(M)->H( oc (W). (5.5.11) 

征.荏定义 SoboW 空间 H ' Mrap ( M ) 与 /^ C (M) 时，我们是 
利用了 的，而且 利用一 •的分割不难看到，可以设次 
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是造当的 (在给 出定义 5.3.7 时，我们就已看到是定义为有限 
和2 ^ A lVt u 的，而每一项 Mq > t 自然是适当的），则是/ I , 

9 

的拟基本解也是适当的，所以 

A-,A, = I + R,, 

R , 也是适当的.现在 W ) ，所以《。= A,« € LUp(W) 

而由上式 

u = A^tto + f, Cfl(M), 

Aj- m y4u — A s _„AA-,u„ + AMf. 

这里 L ] oe ( M)(,A 为造当时则 
属于 Ll m XM )), C ra ( M ) eLLCM )(^ 为适当时则属于 

/4 mp ( W ))， 因此 A s - m Au & L \ a - XM ) {A 为适当时属于 Ll mv 
( W ». 于是得知 

A ： Hi omp ( M > — (或 H ^^ CA /))， 

其连续性由以上的讨论是自明的.其余部分的证明类似. 

系 S . S .6 设 J e Li, s (M), 则它可拓展为连续线性映射 

当 < = 0时，可见十这就是定理 
5.5.3 的推广. 

在讲到微分流形上的 Sobolev 空间时，我们曾指出定义 5.3.7 
实际上与也无关,事实上，作为定理 5.5.5 的推论，我们有 
系 5. S .7 定义 5.3.7 可改为一个等价的定义若 
且对任意适当的 de LKM ) 有 Au € L\ oc ( A /) Wl «6 
Hf nt ⑻. 

利用送个定理，还可以对椭圆型算子的正则性定理作出如下 
的推进. 

定理 5.5.8 若除本段开始的假设外，苒设 H e H /- W , 则由 
逆， （ M ) 以及心 € HUAO , 特别是，若 a 

为 w 阶椭圆型 PsDO 时有 《e HdM ). 

证.作 4 的拟基本解》，它是适当的，而且是一叫阶 PsDO. 



因茈 《 ■= Soj «+ 定理证毕. 

特别我们可以看 C ~( M ) 的情况.这时对一切 f 有 
Au € H [ oXM ), 从而《€ 对一切 f 成立.由嵌入定理， 

“€ C -( M ). 所以对亚椭圆算子 3€ HL ?.’> 由《€逆'(从）以及 
Au ^ nj #«€ C ~( M ). 这样我们又一次在一个特例下得 

到 

sing supp u = siog supp Ah . 

以上证明了 <4 在 HUM ) 或 H ； omp ( M ) 上的连续性.但这两 
个空间均非 Hilbert 空间，因而没有得到有关2的更精确的知识. 
现在，取 KmM 为一紧集，则 H ^ K ) 是一个 Hilbert 空间.我们 
在处00上 引入一 个与原来的数量积等价的数 童积. 仍用原来 
的次，有 

= 1+ R„ R,€ L；； a . 

若 P > J 为一自然数，令 Q " … t Q N 是所有阶数不超过 P 的微分 
算子所成的 C " 左 module 的生成元，定义 

N 

(«»fX = (A,«, a s u) + 2 (9it R st*, QtR.p). 

♦=« 

因为 因此 \ iQ h Ru , q k r , u ) \ 对某个适当 

的 c 成立.由此可见 

ll«lli = ( A , h , A , u ) < C ||«||?< C ,||«||；. 

即范数 II • II , 与 II • II ; 等价. 对于 KSM , 必可找到一个适当的紧 
集 KGM 使也 e H —( K ), 而且心 HW -* H —( je ) 是连续 
的*这里我们设 W 是适当的.走的存在是很清楚的，事实上可取 
愛 = *,(»upp A ( x , y ) n ^ t ； l K ) = supp ^ C *, y ) oK . 为证明 J 之连 
续性，我们采用范数 11-11；, 而问题归结为用 \\ A , u \\ ^ 来 

估计和 WQR ^ AuW , 这里0和 f 是任意的微分算子. 
但是 

QR,^ m Au = (^ QR s _ m AA . s ')(^ A l u ') — ( QRf ^ AR ^ u . 

右方的 PsDO 都是适当的，故这些算子的分布核虽非紧支集的，但 
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当它们所作用 的《 具有紧支集 K 时，不妨设它们的分布梭的支集 
在史 X K 的某邻域中，因而可以利用关于 L 1 有界性的定理 5.5.1 
得到这里的结论. 

我们仍设而且是造当的，则因为有拟基本解 
也是造当的，利用 

u = B°Au + R € I - f . 3 , «€ Co ( M ), 

即可得到 

定理 5 S .9 若 d e HLS ； r < M ) 为适当的，则对任意 实数* 与 
紧集 KCM 必有常数 C >0 使 

|1UC(IM4+W,) ，《 ec 0 " ⑻ . (5.5.12) 
特别是，当 *4 为楠圆型时，有 

i |«|| I +( B < C (| U «|| I + 1 UII ,), C 700. (5.5.13) 

对算子， m 0 < m , 因此可以把 （ 5 . 5 . U ) 的左方写为 
HUm 5 = m - m o >0, 所以估计 （5.5.12) 与 (5.5.13) 比较， 
可以说光滑性损失了 这种光滑性的损失在许多重要的应用中 
都会发生.所以我们特别地把以下类型的算子 

逆， ( M )，Pu € HUXM ) =*• « € 0<»<1， 

称为次椭圆算子.规定 3<1 是为了使以上的性质与 P 的低阶项 
无关.有关次椭圆算子以及次椭圆估计的文献前面已经介绍了. 

3- 紧性、 Fredholm 性与指标. 本章一开始就提到， P S DO 是 
线性偏微分算子的自然的推广，这种推广之所以有价值，在于它有 
助于解决偏微分方程理论中的重大问题. 60 年代中期， Atiy^h- 
Singer 指标定理的出现是偏微分方程理论的重大成就.这个定理 
说明了 PsDO 理论的巨大 力置. 正是由此，还由于它有助于解决 
其它一些重大问题(如 Cauchy 问题的唯一性）， PsDO 才得到了公 
认.在本书中不可能介绍指标定理,读者可以参看 Atiyah, Singer 
[1] 和 Shanahan [1], 下面只饼一些有关的一般概念，第七章中再 
进一步介绍. 

两个 Banach 空间 E 和 f 之间的线性算子为紧的定义是清楚 
的，但现在 G mp ( M ) 与 LWM ) 均非巴拿赫空间.心 L\ mf ( M > 



〜为紧的定 义是： 任取紧集尺限制在 
U ( M ) -■= {/€ LXM ), supp / C /^} 

上时将它的任意有界集映为 i - focCM ) 的预紧 （ precompact ) 集.这 
里有一个经典的 结果： 若 W 将 U ( Af ) 中的一切弱收敛于0的序 
列 {/,} 均变为 LIXM ) 中的强收敛于0的序列，即对任#紧集 
有 

( 丨祁| 3 厶 — 0， 

则 j 为紧.这里第一个重要的结果是： 

定理 5. S .10 对于紧集 KrnM , 一切正则化算子山 
U ( M ) — LL ( A /)， 都是紧的. 

证 . 令 X 之分布梭为 JO, C-CAZ X M), // 在 u(w) 
中弱收敛于0,则对每一点 re f ， 

[p(r ， y)l,(.y ) 心 I -»o. 

又因 {/ i } 必有界，所以又有 

| pO, y)fi(.yyy\ ! <c\ K , UC^. y)\^y^ 

右方是*的 Lebesgue 可积函数.所以由 Lebesgue 控制收敛定 
在 U C ( M ) 中强收敛于 0. 定理证毕. 

对于拟微分算子 U,*(M ) 0<1 — 若 

MCR - 则只需0 < S < p < 1), 有以下的基本结果： 

定理 5. S .11 若 /( eLI . e ( M ) 为适当且便对任意紧集 
―致地有 — 

Um \< r {_ A ){ x , f )| — 0， 

即々 lUXm ) — lUm ) 是紧的. 

证.我们仍只看 d 在 l * k ( m ) 上的限制.由定理 5 人 2 ,存在 
一个正则化算子 K ， 而对任意正数 5 有，对任一紧集 

M « l | b ( K ，> < 占+ (尺《，“ € i - KA /). 

取一串#;在！^(«)中弱收敛于0,从而{||«,-11}为有界 ： IKK 
C , 则对任意8,因 R 〜 强收敛于0在 P ( K ') 中，必有 /( e ) >0 
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使 ？>八6) 时 




再取则由上式有 

C 3 十 l|i?« 』 L ， .<K ， )|l«illl_ l lK , ' < 8 ， 

从而 <4: Z^ mp (M) - *■ 是紧白勺. 

这个证明无论对 MCR " 或 M 是一个微分流形却是适用的.而 
且 M 本身为紧时，定理的结论可改为 lAM )^ L J ( M ) 为紧的. 
对于 Sobolev 空间的情况我们则有 
定理 S.5.12 设有适当的而实数 * 与/适合 
则对紧集 KmM , 必存在紧集爻 GM , 使义 

〆 (幻为 

证.皮的存在以及1 — w (幻为连续的，这点从 

定理 5.5.8 的证明即可看到.令£为嵌入映射 
则由 Rcllich 引理(定理 3.2.11) * 是紧的，而 d 则是以下两个算子 
的 复合： t 

尺 )( 幻二 ♦ H’( 幻， 

故定理得证. 

仅次于紧算子的重要算子是所谓 Fredholm 算子.设 E 和 F 
是两个局部紧的 Hausdorff 拓扑线性空间， L ( E , F ) 表示由 E 到 
F 的连续线性映射之集.我们有 

定义 5.5.13 设 <4 6 L(£, F), 若 dimker/i < +co,dimcoke r 
A < + oo , 则称为 Fredholm 算子，其指标定义为 

index /4 - dimker/4 一 dimcoker/4, (5.5.14) 

cokw / i 称为 / i 之余核，其定义为 

coker A = F/ImA, 

但是这里只考虛代数商空间而不考虑其拓扑结构. 

把这些槪念应用于紧流形 m 上的椭圆萆子 d e r . vjM ), 
0^1- P <«< P <1, 其形式共轭 d*e L '； iS { M ). 若记 d 在 
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C - 上的限制为丄 = ，在 LKM ) 上的拓展为(这是定义在 D — 
H -( M ) CLXM ) 上的无界算子），则有以下的重要结果. 

定理 5. S .14 对于上述的 A 

1) 无界算子 (, A m , 0) 之伴算子 UZ , D *) 是，在 U 中的 
拓展，其定义域仍为 

2) ■^是 Fredholm 算子，且 

ker .4„, = ktiA ^ C . C ^( M '), (5.5.15) 

L J (M) = 

3) 当且仅当 >4 = W 时且 

L J ( M ) = Rer /4»0 Im ^»,, C °° =* ker /^ B ,©!!!!^^, (5.5.16) 
证 .1) 因为 C ~ 在中稠密，故 3；； 定义域为 
D * - \ piL \ M ), 映射 C -( M ) —C 
«(-> (人 《,〃） 在 PE 义下连续}. (5-5.17) 

但对 《e C "， A m u = A ^ u , 且逆’ ( M ) — 逆 ’( M ) 为迮 续的. 
故 

{ A m u , v ) = (/4» k , v) - ( Au , v ) = ( u , A * v ~) 

代人 （5.5.17) 即有 

D * = L \ M ) > A * p € Z . j ( M )}. 

但 L 1 = HS 故由之椭圆正则性有 M 

2) 若《6£> = «"匚1^ 使 = 0,因为 A m u ^ Au , A € 
Vt , t 视为逆乂 M ) 二逆' ( M ) 的映射，由 Z 之椭圆正则性， 《 € C "， 
从而 ken = ker 几. 令 B 为 Z 之拟基本解，故 如 W J + », 
是一个紧算子，故若 《€ kcrdfkerl 有 （J + K )«=0. 
但这时 《€ U 从而 《€.kerU + R ) C = L a ( M ). 因为在 Hilbm 空 
间上 Fredholm 理论对 / + R 是成立的，而 dimker (/ + R ) < +oo 
故 dimkeMfl , <! + oo , 再证 dimcoker A m = codimlm A m < + co , 
为此利用 B 还是 W 的右拟基本解这一事实： 

A^B = / + R% R f € IT 8 % 

故 lmA m r >\ mA^lmAoB = hn(l + R r ) (这里 P 作用在 C -( M ) 
上），但 codim 【 m(J +/?') < + 00 ,从而 codim < + 00 •总结以 
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上两点即知 是 Fredholm 算子. 

同理 < 也是 Fredholm 算子. 

再证 P ( M ) 的直和分解.由于和都是稠定的，故 
然而易见 （ ImOkkervCdker //-, 

故有 

V { M ) = UrA „® lmAT „, 

3) 当 J 时，显然反之若= j ： S , 则限制 
在 c -( m ) 上时，自然有= ca „)*, 从而 a = a ' 在这个情 
况下，我们还有[1»人= W *. 利用 (5.5.15) 之第二式，对《 e 
CUOCL ^ M ) 有 

« — »! + u 2 , « i 6 kerA „, h 2 € Im /(„. 

但《产《 - «,€ C ", 从而由 /i 之椭圆正则性 ，〜 应是某个 C "( M ) 
之元在^_下的象.从而 

C^CM) = ker/feo©rm/4«o. 

LKM ) = kei •七 ㊉ [ m 、 是自明的. 

4. Calderon-Vaillancoart 定 3 与强 G&rdlng 不等式 . 
以下提出的关于£* 3 有界性的精密结果首先见于 Caldenm 和 Vdlhm - 
/ Ur t [ l ]， 并且立即在局部可解问鼷上得到应用（见 Bb .1* 和口心 
ferman [3]). 它的证明以著名的 CotUr - Steia 引理为基础，而后 
者又在许多间题中有应用. Calderon 和 VailUncourt 定理指出 
£.-.,0< p < 1类算子是 P 有界的，而这个类是一个“坏~类，因为 
它没有 P > 8的性质，所以不能作渐近展开，而在定理 5.5.1 ， 5.5.2 
的证明中这却是本质的要求.现在我们从以下的引理开始. 

引理 S.S.1S 设60, jp ) 在 fi X fi 上可测, OCR " 为一开集， 

而且 

jj \ Kx , y ) b { x , y )\ dxt ! y '€ 

则算子 s〆 *) = pOr , yMy ) 办是的有界算 
子，其范数 <c = (^ su^essjj \ K ^ t y ) Kx , y )\ dxdy ' J i , 
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证.直接计算，令 〆 *•, y , r ) = b{ x , y ) ZO , y ’） 有 

= HI b 、 x 、 y)K 丈 , y'^iyiaiyyixdydy' 

< J|| MO’y,) 1 ') 鬥 《 (y)l l?(*, V, y^V'^uir)\r'：.iydy 

^ Jjj \uiy-)Vdydy'dx j |" Cy ) l 地. 

引理 S .5.16 ( Cotlar ^ Stein ) 令 S 为一测度空间，说为其测 

度， H 为一 Hilbert 空间， S ( f ) 是值在 7( H , H ) 中的 f € S 的 
可测函数.若 

f s IIB'COBC^II^^C, | g 115(05*(^)11'^ <C, 

(5.5.18) 

则対 H 中之任意元 f 与 S 的可积函数，而 
且由 ( B /, S ) = j s ( B (?)/, 8)^ 所定义的算 了 . W 父("， H ), 

m < c . s 

证.令 X 为 S 的有限测度可测集，而且在其上 
||Ba)|| <M < +co. 

又定义 （B x f, e) = ⑻ f, gX 

现在给一串 B ,，."， S ,6 Sf ( W , H ), 并令 B 叫 =/ 若卜 
2?，则 

IIS."-Bill <116,11- || B 2 B 3 ||.-.|| B ^ B jp+ ,|U 
将两式相乘得 

再注意到 I | B ； J 2 =|| BJB X ||， 即有 

p x r = ii ( sjB x )m 

=sup [ ( (B*(^B(r,)(B* x B x r' > - t u, u)dU， 

mi xl 
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这里 v = 2〃， 因此 

IIBxll 1 * 

X • II SC ? j,)ll ,/2 ^, - - <- M(mtsXyc !， , 

亦即 IIM <[ M ( m « X ) 3 in ' C . 令； — oo 即有•由于 
上式右方与 X 无泣，故有 lls | l < c . 

定理 5.5.17 ( Calderon - VaiHanconrt ) A € L%.X^) 

LU ( fl ) 到 LIXO) 的连续线性 算子. 

证.我们可以更一般地将 3 用振幅函数而不是象征表示如 
T : a(x,y, 0 ^ S° P , P (Q X G X R 0 ) 而 

Au(.x~) = (2™)- jj e H ^ y ^ a (x, y, 办#. (5-5.19) 

并暂设 《*.» supp 0 (* , y , i)i£Q X Q 为紧.注意到，若令 
(1+ 则对任意正整数 W 

■^ Li + v (0 Iv l *- H JW k , ' r ' y ' E 

从而 /广代= u 十 v(i) JN (-Aer]〆*— v ). 5 n + </>(£ 严卜-- 
代入 （5.5.19)， 并且对 $ 反复作分部积分即得 

AuM = (2«)- Jj e^-^b(^,y, «)«(vV^sS (5-5.20) 

这里 

b(x, y , I ) = [l + < K?) 2 ‘ V (一 △5> V ： U °(:，5) 

- [i + <kc* —vpr 1 } 

在分部积分过程中积分号外的部分均为零，这是由于当151 — «> 
时 9 >( f ) = 0(1110 的原故. * It ) , suppi ( x , y , s ) 当然也在 x G 
中紧.若记 〆 *， y，O = O, 则3«1>)可以写成 

AuM - j fi ( o « C*VI = • C 2«)" y ，？ My ) 办， 

这正是 Cot ! ar ~ Stein 引理中算子 B 的形式，因下面应该估计 Kh ) 1 ， 
£) 以确定可以应用这个引理. 

由 a 6 siX^xQ X R ") 的假设以及 1 +RI 〜 Ci + IIIT 1 , 
有 
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\DID ： a\ + |D?Dja| < 

对于 Kl )= 111^(1), HO 可以展为 ^ 的幕级数而且常数 

项为1，易见 

o?«p = 2( 0! ') D f , i?i 

«1<B \(%^1 

=s 0( l )| f 卜 - WD 广 = 0(1)(1 十 |5|)-' XO . 

aj<a 

因此有 

I DlD B ,b I + I D}Dlb \ < C l( p(|)'«i- |0 i[l +<p(§) 2,v \^-y[ 2S V'. 

(5.5.21) 

在计算过程中，我们要用到 （1 + + 

(1 + = oCi )< p (?)~ |Bl . 

在 （5.5.21) 中令 a = /? = 0 有 2| 办 1 < C ,[1 十 < p (| 严 U - 
yl^r' 因此，若取 2 况>»•，即有 

jf \H^,y, l ) K ： r , 〆 ， OUxdy< c 如 (£)-' ( 5 . 5 . 22 ) 

因此,由引理 5.5.15 即知 

B(S)«CO = (2w) - ' I /?(r, y, f)H(y)rfy 

=(2«)-" j e ^-^b{ Xi y, i)uiy^y (5.5.23) 

定义了一个连续线性算子£■%且 ilBdi < CMO-. 
这个 B ^) 是值在 H ) (H = V) 中的可测函数（实 
际上对 S 无穷可微)无疑，所以为了应用 Cotlar - Steirv 引理，只耑验 
证 （5.5.18) 成立即可. 

由 （5.5.23) 知， B *( n ) 应沟 

= (2充广 ， j 7, VbVy , 

因此，应是以下式为核的积分算子 

c(x 9 y, §, ri) 
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- C2 I r)'V ( * { - 1， ' > J |)Ky, z, v )dz. 

现在引入算子 

t ■= [<p(?) j + + if — >Il , ^ l ['pCs) , + vCsj)* — a,], 

则 Le -^^ = 代人 之式并应用 (5.5.21) 

则对任意正整数 J 有 

Vib^Xt z, |)?(y, Zy »j)] 

<c{l+[ t pa)+'PMr'\^-v\r l, 

.n + <p(?)l*-*!] _w [i + <p(ij)|y - slT- 2N . 
于是在 K*，IS f , «!) 之式中对*反复作分部积分，则有 

||j UO , y , ?， ”) 心， y ’， S ， 

< c{i + [<p(0+<p(.v)r'\i-r,\ } _1 V(0'>C0". 

因此利用引理 5.5.15 即知 B ( OB *0 i ) e Y ( H , H)，H = £■、 而 
且其范数即是上式右方. 

再来计算 J l | B (5) B *0 i ) ir 办.这时只需估计下式对 *1 的 
积分： 

F(! ， *i)=u+iq<o+vOi)rMi—ijirvcirvc*!)—'. 

当 u -* j | > l » H /2 时， 

III ®= If — ij + 1 ?| <Ui + IS — nl <3|£ — jj| j 
l + l 沪 (I) + <p(n)]"MI «?l 

>(1 + cU — tj ] J ) T ll —1?| 

>c(i 十 uirs 

故这时 

而当 J 充分大时， F ( S ，> I ) 在 U —吶上对，/的积分小于 
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—个与 5 无关的常数. 

在 ll~ll < hj /2 处，有 III 一 W | < UI /2 和 U | — 
III ^ UI /2 故 ip (|) ~ tp (^ j )， 而 

ipa,oi<c[i + ^-^/.pcorvc^r". 

( It _^ l<hlfl I ns, oi a < c j R „ [ i -h 卜 11 h ⑻] 

-c j R „(i + |ci)-Vi ： (i ： = (I ~ »,)/-KO) 

= c ，(与 $ 无关)， 

所以 Cotlar - Stein 引理中的条件成立. 

余下的就只是要解除 SuppaCr, y，？） 在 O X G 中为紧 
的限制.我们的定理是要证明 Li amf -* L\ or 为连续的，因此， 
若给出 ae I4™ p , 我们应证 # «e LX0), 这里0 C 0 "( G ). 又 
设 supp « = KmQ, 作必€+ CS(Q) 使在 supp « 上0三1，于是 
<pAu = q>A<l>u, 而我们可以用 >pJ 必代替9/^的振幅函数 
是 cp(_x)a(x, y, 自然适合在 >0 X 0 中紧的要 

求. 

至此 Calderon - Vail ! ancourt 定理的证明完毕， 

从 Calderon - Vaillancourt 定理可以导出另一个有用的不等式 
即强 GSrding 不等式.在 Girding 不等式 (5.4.15) 右方有一个 
任意的 s , 现在问，能不能将 e 去掉？我们不妨用 j 一 〜以代替 
这样使％ = 0，.而要求证明这样一个不等式 
R e O ，《 )>—C"«l 

强 Girding 不等式首先是由 Ho mander [6] 给出的， Beals 和 
Fefferman [ 1 ] 则从 Calderon-Vaillancourt 定理导出了它.所谓强 

Girding 不等式就是 

定理 5.S，18 i-5. A f. 的象征 < j (*， SUG) 恒为非 

负，则对之任•一紧+集 K 必存在常数 C > 0 便 

Re (心 ，“） + 0，«€ C ^ iK ). (5.5.24) 

为了证明这个定理需要 以卜的 
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引理 5.5.19 对上述的 A 和 K 必存奋: C > o 使 
(1+ + (1+ m 严 w〆 〜 oi 

< Co (*, l) l,J J (5.5.25) 

这里; r € K ，| eB *. 

证.我们只需在0 X R " 的很小的闭锥形集上证明它，然后 
用 一 的分割即可知道它在尺 X R " 上成立.故在0«：,0附近取 

UA ) 使 ll-lol <^-(1 + U 1). 利用 Taylor 展开式以及 
即有 

0 < a ( x ,<, f ,) < a ( x , |)+( j ： — Xa ) a *(*, !)+(§ — l») a 心， ！） 

+ m 2 iow(i—mo + um 

, \ a + 6 i ^2 

取 b 充分小而 A = * + ea r ( x , §)(1 + i 5 l )' 1 , g 0 = § + e ai ( x , 
^)< \ 4- ISI ) 代人上式有 
t (i + m)u 十 <1 + u 叫 
< n ( x , S ) + S 3 M J ] | a ； l | af|(l + 

= a{x, £,) + e ! A/[ |a,[(l + |?|) _I + la x | (1 + |||)] J . 

令 s 充分小整理上式即得弓 I 理之证. 

定理 5.5.18 的证明.作算子 B 使其象征为 

Kx , e ) n >)[ i +« o , s > r a , s € cr ( fi ), 

K .0 = i 于 a 附近， 

利用链法则和引理 55.19 容易证明，存在正常数使 

\DfDlb\ < C 0tJ (l + o)^ l,,+6 '(l + ⑷ ） l iw w . (5.5.26) 

♦ C = B * B , 经直接 计算有 

t 7( C )0, O = (2*)'" jj 

将对〜在 5 点展开， i 

Hjs , ti ) — 3 , ?) + 2 — S) J d ( H ^, ?+/( ii ~5))^/ 

— 彡 ( Z “） + 2 ( 勺一 §) T h (容，妄， n )， 
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代入上式有 

?) = b{x, i ) 1 — r(r, I) 

=(1 + >0#O) — (2^)- jj 

= (1+ 0 )^C*)-(Z*) _B jj xs-^> ^ - D \ bU ,^ 

. l > r (^, S , «?X 

现证 r€ Sja.iflCfi), 从而由 Calderon-Vaillancourt 定理即知以•■为 
象征的算子 K 将 Ll 0lnp ( O ) 连续映人 i.? 01： Cfi ). 但在 C 中因 
«0)5 1,故知对《€以(^’），有 

R = I + J ~ b * b , 

从而定理直接可证.现在对作一些估计. 

D?Z)^(*, 5) = S (°) (2*)" jj 厂 
. DfDiDi~ a， p(z 9 I, tj)Jzdtj 9 

因此将 f 用 l 表出后可知上式是以下形状的项之线性组合 

jj ，， ny ^ dn , (5.5.27) 

〆》，？，”）= WVO ^ biz , S ) UDfD ^ Dpb r ^,^, ”）], 

(5.5.28) 

«i + + «s = <*» + ft = ?» 1^1 = !. 

由 （5.5.26)， 设 i|-n| < KI/2 将有 

|D；'D^U,f,,)[ <C(1 + 卯. (5.5.29) 

现令 9=°9i+ 办， supp% 在 If—ijl < 1/2 中 ， supp 中在 j 一 
.,1 > ||丨/4中，办适合 （5.5.28). 利用分部积分可将 （ 5 . 5 27) 中 
相应于&的部分写成 

= jj 厂 , ㈣乙、,0, f ， n > d ^ d nt 

乙= [1 + v(5) J U - 4+ - dT l 

• [1 — vCDa ,, — 

v * a ) = o + in 

利用 （5.5.29) 即有 
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\ L S ' q t \ < C (1 十 U C I) US| - MV VU 十 - *1: 

+ KO—— 

将此式对 hi 积分可得 / 

l^il < C (1 + ’ 

对 (5.5.27) 中相应于 0 的部分，有 
以* ,5) 

但是易证 

Ki-aOVI <c(i+ ||-,|)^i»'-h)/ % 

因此取々充分大也有 |Ml < C (1+ |||) l ' sl -' a ' vi . 这里还要用 
到 Wl <54-^1. 由于 If — 幻 > 41/4,这是明显成立的. 
综合 关于& ，&两个估计即得定理之征. 

以上关于 Calderon - Vaillancourt 定理与强 Girding 不等式之 
证明都引自 TreveH ] 卷一，第四章，其它的证法例如可见 
Kumano-go [1] 或 Taylor [ 11 第七章，在那里证明了，若 a ( x,?)e 
S?. s 0 < « < p < 1，且 a ( r ,0> 0,则 

Re (/4«, «) + > 0. 

在结束本章时应该指出，对 PsDO 作种种精密的估计是很重 
要的，它与古典的调和分析的近代发展有很密切的关系.这方面 
文献众多，例如可以参看 Coifman 和 Meyer [11, Stein [2], Stein 和 
Nagel [1], Frf£erman 和 Phong [ 1] •关于各种 PsDO 类 ， Beals 和 
Fefferman [2 ]， Beals [ 1] 对 S 2% 作了重要的推广. Harmandei •在 
[15] 中又作了进 一步的 推广. 



第六章 Cauchy 问 题 


§1. 解析域中的 Cauchy 问题 


1•概述.本章中我们将要研究线性偏微分方程 

■~Y = 2 j 十 /(*， <) (6.1.1〉 

or / = o 

的 Cauchy 问题 

^rj = ； = 0, 1, • ••, ^― 1, (6.1.2) 

0/M ㈣ 

其中 P ; 是心的/次多项式.这个间题由于它在物理上的重 
要性 ，一 直是偏微分方程的基本问题之一.直到十九世纪中叶，人 
们对于偏微分方程的研究，可以说都是就各个物理间题中出现的 
具体方程，寻求这个问题的解.而且人们的注意力一直是放在具 
体的解法和解的显表示式上.十九世纪四十年代， C aU chy 第一 
个给出了相当一般的存在定理，其后又为俄罗斯女数学家 Krasaji- 
eBCKafl 所改进.这可以说是偏微分方程领域中第一个普遍性的定 
埋. 

其后，具有巨大意义的一步是 Hadamard 的 《Cauchy 问题》 
这一名著的出现，他第一次提出了适定性的概念，可以毫不夸张地 
说， Cauchy 问题的真正历史是从这里开始的.在 Hadamard 的这 
—名著中还提出了发散积分的有限部分的概念，开广义函数论的 
先河.在稍后一点的时间，以 Hilbcn 为领袖的 GBttingen 学派是 
偏微分方程的另一个主要中心.另一部名著， Counmt 和 Hilbert 的 
《数学物理方法》 [1] 是这个学派的代表作.他们不仅首先把 
Hilbert 空间的理论应用于偏微分方程，而且首先提出系统的能量 
积分方法（见 Courant, Friedrichs, Lewy[l]) 是-••个基本的方法， 



到三十年代,在苏联又出现 了一个 重要的学派. Sobolev 一方而缒 
承了 Hadamard 的工作.作出了二阶线性变系数双曲型方程的基 
本解， 同时又在研究双曲型方程 Cauchy 问题唯一性时提出了广 
义解的概念 i 这又是直接与 Gottingen 学派的工作相联系的. 
Sobolev 的代表作是 Co6cwieB[l]. 苏联学派的另一个代表人物 
Petrowsky (H. T. neTpoBCKHg) 在 Cauchy 问题的研究上又作出 
了划阶段的贡献.他在 ner P 0BCKnfi[2] 中详尽地阐明了 Hadamard 
关亍适定性的思想，对相当一般的线性方程组给出了适定性的条 
件，而且把适定性的研究与特征多项式的代数性质联系起来.他 
所用的工具是 Fourier 变换，这也是后來研究这个问题的基本 X 
具. 


广义函数论的出现开始了 Cauchy 问题的新的历史阶段.由 
于广义函数论将 Fourier 变换的效用推向新的水平，使得 Leray' 11 
可以用它对 Petrowsky 的工作作更深人的择讨， GSrdiag 1 ^ 则对常 
系数的线性双曲型方程给出了系统的理论.苏联的 Gclfiind ( H . 
M . r & nb (|» aHfl ) 学派的贡献也就在于应用广义函数论对 Petrowsky 
的思想和方法作了系统的发展.这些工作系统地总结在他和他的 
学生们的五卷集 （ rejraJ>aM h iumob [3])，特別是第三卷中. 
我们还应该指出 Lc « y [2], Leray , Garding , Kotake [ l ] 这一系列 
论文的重要性.它们所采用的方法的核心來自 Fourier 分析 、多 
复变函数论以及拓扑学知识，其中蕴含了丰富的思想. 

下一个阶段的标志是拟微分算子理论的出现.这个理论的直 
接来源之一就是 Cauchy 问题唯一性的研究.这里最重要的贡献 
应归功于 Zygmund 和 Calderon ， 见 Calderon [3] , Calderon 和 
ZygmondU ]. 他们提出的奇异积分算子是拟微分算子的直接前 
身.拟微分算子理论的出现不但使问题深化了，而且也使前此的 
发展更清晰了，在某种意义上说是更容易懂了.但是它并没有结 
束 Cauchy 问题的研究， Fourier 积分算子的出现也是直接与这项 
研究相联系的. 

从 Cauchy 最早的存在定理至今已有将近150年历史了.一 



+重大问题对整个数学的推动有如此之大者，在数学史上先例不 
算很多 C 也许偏微分方程的另一个基本问题—— Dirichlet 问题也 
算一个例子) • 可以说，偏微分方程理论几百年来在整个数学宝库 
中虽然作出了形形色色的贡献，而其核心一直是一些最基本的问 
题及其 发展. 本章的计划是首先介绍抽象形式的 Cauchy - KoBajiee - 
ckm 定理;然后转到常系数方程的讨论和拟微分算子理论的 应用， 
并以半群理论的简要介绍告终•至于 Fourier 积分算子的介绍则 
推迟到下册. 

2 •抽象的 Canehy 问题 • 对于常微分方程的 Cauchy 问题 
dx 

y|,=o = 0, 

我们可以采用化为积分方程以及利用不动点原理这个标准的手续 
来解决.其实》化为积分方程还可以如下 进行： 令 〆 (*) _«(*), 
則由初始条件 

把原问题化为 ' 

〆 *)=/卜， j : 必咩], 

其余处理的步骤则与通常的教本上一样. 

对于 Cauchy 问题（ 6 _1_1), (6.1_ 2 ),在化为方程组后，也可以 

写为 

I — =/ ，《 1«-。= 0. (6.1.3) 

4是一个微分算子，“是一个向量.或者更一般地考虑一个非线 
性问题 

~^~ Au = 心 ， Au ~)> «l/-0 ■= 0. (6.1.4) 

这样，我们就得到一个“算子系数的常微分方程'而试图仿照常微 
分方程的方法来处理.因此,我们令 
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du 

Tt 


Au 9 


考虑到初始条件，则我们形式地有 


«(0 = | e u ~ a ) l , t >( a)da 
代入 (S.1.4) 即得一个“抽象的积分方程 


vO) ■=/[“！ e u ~ a ' A v(u)da^ m 


不仅是( 6 .1. 4 )，还有许多其它的问题也可以这样来处理，因 
此，我们不妨更为一般地考虑 


»<，)=/ 卜， K(t, o>(ctVo], (6.1.5) 

而视为*的函数，其值域则在某一空阆£中， K(/,a) 则取 
值在由 E 到 i； 的线性箅子空间中 • 这样我们就得到在抽象空间中 
取值的函数 K0 的积分方程 (6.1.5). 

但是对于 (6.1. 3 )，j 是一个微分算子，因此很难找到一个合适 
的空间 E 使得 A:E — E 是一有界算子.在定义了4^<以后，一 
般也不能保证它是有界算子，更不用说一般的核 K(z， 0 了.为 
了解决这个问题，我们引进 Banach 空间的阶梯及其上的 奇异算 
子的概念. 


设有/ 0 > 0 ( 可能办= +») 以及一族 Banach 空间 
适合以下 条件： 


嵌人映射范数 <1. (6.1.6) 
则 … 。称为 Banach 卒尽哼这里的例子（也就是下面 
将要用到的) 是：令认为 中重 1® 域 （ polydisc): = {* = 
C -； kl<f}， 于是定义 

/CO 在岛中全純且有界 }, 

11/11, = sup|/(a)|, (6.1.7) 


c X,. 是显然的，嵌入算子的范数 <1 即是最大模原理. 
再设 r: UX, — UX, 是一个线性算子，使 



f € X „ ^ Tf 6 x ,. (0</< O . 

若 T € UX „ X ,,) 而且 

WrU ^^ cO - s ' Y ^ (6 丄 8) 

则 T 称为 i 咚考野粵于.对于 （ 6 _1. 7 ) 中的 Banach 空间阶梯， 
- f - 0=1, ••- ，》) 就是 1 阶奇异第•子——这一事实其 实敫垦 Cau - 

ozj 

chy 不等式，而《阶微分算子就 是"* 阶奇异算子. (6-1-7) 中的 
就是在* = 0全纯的函数之芽 （ gerni ) 的集合.应用 UX , 和 

0< f<fQ 0<，<巧 

奇异算子 I 就给出了抽象处理 Cauchy 问题的一个合适的框架. 

OXj 

另一点需要提到的是七)和 j ^ K (/, aMffVol 对 i 的光 

滑性要求.在经典的 Cauchy - KoBajieBCKaH 定理中要求 数据与 解对 
t 和对其余变量一样的解析性 • 这当然対涉及不变性的问题大有 
好处，然而采用抽象形式时的优点正在于它可以大为放松/和“ 
对*的光滑性要求.这一点将在下文中看得很清楚. 

至此我们可以将抽象的 Cauchy 问题陈述如下：设{&}。《。 
是一个 Banach 空间阶梯； U { s , R ) = {« € X „ ||«||, < R }( l | - II ,记 
X ,中的范数）； /(«,«)：[0, T ] X U B ( s , R )^ \ JX , 是连续函数； 

0< r</Q 

K ( t t o ~)： (0, T ) X (0, T ) — L ( X „ X ,)也是有界连续函数；此外 
重要的是设 /：[0, T ] X B (. s , K ) — 且 

OIL , < -% il « - ( 6 丄 9 ) 

s — s 

«€ [0, T ], u , v € B { s y R ), C (/)€ L >[0, T ]. 

11 /(/, 0)||,<-^- 3 MO )^ L i [(}, T ]{ 0 < s < s l> ). ( 6 . 1 . 10 ) 

h — S 

并在这些条件下求解柚象积分方程 

4*0) * / ^ K ( t , ( j ) v ( a ) d < r ^ 9 (6.1.5) 

并要求解〃 0 ) 在*-=0 附近对，连续 1 L 取值于 

中* 
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3» Cauehy-KoBajieacKafl 定理 ， Nishida 的改进 .在下面，为 

简单计，不妨令 A = 1,而且作变量变换 

x = <p(0 ■ ! U 十 C(a)tM(o')]d(f > (ft = <p -、 

于是因此引人新的未知函 数等： 
ar at 

w(r) = <-L^(T)]</« , (r), 

0 = Kl ^ Ct ), 

F(r，■ ) = i ^( r )/ O (0, • 1. 

这样 ( 6 .1.9) 和 ( 6 .1.10) 中的 C (0 和 MO ) 均可以设为 1. 因此，在 
讨论（ 6 丄5)时假设 C (0， MCO 均为有界亦不失-.般性.现在提 
出本节的基本定理. 

定理 6.1.1 在假设(6.1.<0,(6.1.10)(其中的 C (0 与 M 0) 均 
改为常数)以及 

sm P 11^(?, ®)IL(x,.x,) tn <oo (6.1.11) 

C<s<sofi<^<t<T 

之下，必存在唯一的 KO , 使对 z 在[0, a(l — f )) 中连续，在 
x , 中 取值. 而且当0<*<<>时适合方程（6.1.5)以及 

sup |( K (_ t , <7) v ( ff)£/al < R , (6.1.12) 

0< ； <a(l-/> I Jo 1/ 

这里^是 （ o , r ] 中的某一实数. 

这个定理的证明将归结为几个引理.在这里再引入一个 Ba ¬ 
nach 空间的阶梯 { E a } t<a<r ： 

= {«(/): [0, a )— U 足;在[0, a (l — d ) 上迮续，而 H _ 

0<i<l 

111«|||» = sup ikO)||,(l — f)\A — </ a(l — ；）< co }. 

0<| <«<!-/),L<«<t 

很明显，若 a < i >< r ， 则 E b ^ 而且嵌入算子之范数 <1. 

引理 6.1.2 设 a € (0， T ]> t <€ £„ 0 < f < 1,0 </ < u (l-- 
，) ，则 

I j 。 K (，，<2 胸 (6.1.13) 

这由直接计算并用 (6.1.11) 即得. 
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引理 6.1.3 设 o6 (0,7 ]， £ a ， 0 < : < 1，D << < 

仏则 

( — sY x do 


< SallkllU - o - t ， ( 6 丄 14) 


这里 *(o) = j-ci 


一 ala ). 

证.由定义直接计算有 

II+UjO) — y 1 办 




〔 [1 - 心) no ) - $]«[ 


<, llklll. j 4a J (a(l - 0 + O ') 卞 a(l — s) — aY'da 
= IIMI|. 7( -~^j[ Ml_，1 (1 + rr u K\ - rT^dx 


< 8a|||4U 了 


a(l — •») 


(利用 （l + r)- 1/2 <l). 


V «(1 — s ')— 

引理 6.1.4 设 a €(0, T /2),0< x < 1,0< /< a(l -s'), 

U, v 分别适合 《e El ，| l!«||| a < E lty 111 villa < ^-( i ? 是 

4 «o oma 

(6. U 2) 中的常数），则有 

||/ K(l, o)«(aVo[ - / [( ， j 。 K ：((， 

< C W [ \\u(a) - Ka )| U )[,{>) — sY l d 0 , (6.1.15) 

s { o ) = + (1 + j — ala ), 

£• 

证.令 <;= 丄 <， f = 0, i » •■ •， ”，则有 

n 

/ [/，!。 K(tf - / 卜， !。 
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-/ 卜，驗 +J: Kvda]). 


由 (6.1.13) 有 

II ( 7 Kud<r + f ^^crl < R f ■ inf j(a), 

I, Jl/ II #； t Ux<9<t, 

/ = 1 ，…，”. 

再用( 6 丄9)(其中的 C (0 改为常数 C ) 有，利用 (6.1.11) 

I, [ ,J 1) — i [ ( * j ( K 0, <0 办 ) 办 ]| 

^ 2~~~~||( ， K 0, — 

Sj 一 S M li " 

< C w 2 i ' 1 [；.( ff ) - x ]-*||«( ff ) - Ka )||,. ( „,^, 

/■I J, /-l 

这里 LOO 是阶梯函数夂 ( a ) = r ,.，< ff < ( j , j = l , 

令 》— CO 求极限即得引理之证. 

定理 6.1.1 的证明归结为证明映射 


■ 1 . 


G«CO = / 卜 j D Kit, 

是 E a 的某个闭子集上的压缩映射，“充分小.但是任取6 € (0, 

了），《€ E * 且 |||«|||*< 0 < s < l y 0 < t < Hl - s ) 

Amp 

l|G«COll,< ||G«0) — /(/, 0)11, + ||/( ( , 0)11,, 

由 （6. U 0)( 其中的 MO ) 改成常数 M ) 以及引理 6.1.3, 6.1.4 有 

I 1 G «0〕 II , < 灿 mC I " « j " + 

i || G « llU <8 hCl || tt |||* 十 M . 

故当 a e ( o 3 - I ), e u> 111* III , E Ut ||| HIL <-^ - 
时 G „ 与 Gf 仍分别在 E ,， E ia 中，且 
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( 6 . 1 . 16 ) 


|||G«!|| a <2 C/? + M , 

W \ Gv ^ t ,< lCR + M . 

用 h 面的方法估计— 又有 

ll(G« — Gt<||| a < SamC\\\u — （6.1.17) 

现在 E ; ，中取闭球 S „ = { u € E !a ; ||!«||U<B/8 mn }, 则若取 a 充 
分小： 

。 < inf (工，一 - ~芒 -\ (6.1.18) 

V2 8 m (2 CR + M )) 

由 （6.1.16) 可知 G：5 a —S e . 由 （6.1.17) 知 

\\\Gu - G 4 U < ( CR /2 CR + M)|||« - HIL 

由于从而是一个完备距离空间的闭子集，所以 G 是 

其上的压缩映射，从而有唯一不动点在又中. 

以上我们在&中找到一个解，且由引理6.1.2，(6.1.18)知此解 

适合 (6.1.12). 上面提到的不动点的唯一性只说明 在& 中解唯 

一，我们要证明的则是适合 (6.1.12) 的解唯一.今设 ■/ 是这样一个 

解而且对应某个 (0, T), 因此由 （6.1.9),(6.U0) 有 


il^WIL < K(i, <r>(aV<rj — ,0, 0)|, + 11/(“ 0)11, 




^0) 


^rji> K 。， a、 v 、 a 、 da 


M 


1 — < 


KO — s 


M 


-+) 




aCR 


M 


a(l — j) — / 


对于 A<a /2, 由 HI • 叭之定义有 


\\\ v\\\t ^ Sup (i 一 S)'ll 
g<2Hl-s) V 


aCR 


2b(\ -s) 
M 


(U - 20(1 〜 ）+ T^7) 
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从而当 acRfa -2 b + U < RiM 时，这 个解应该在&中，而 

只要 a<inf (―, . R - -) 且 6 =a/ 4 时上式总是可以 

’戊 \2 % m ( M +2 CR)J : 

满足的.所以当 ■» 适合( 6 .1 ]8 )时，原方程的适名 (61-12) 的解总 

在&中 = a /4. 前面已经证明，当《适合 （ 6 .M 8 ) 时，又中的解 

是唯一的.现在 b 〜 h 当然也适合( 6 丄 IS), 从 而&中 的解是 

唯 一的.定理证毕. 

这个定理的特点是对方程右方关于*的光淠性要求很低，所 
得到的解*<0对*也只有连续性，但若规定/(<，《)及 
对*有相应的光滑性时，在方程 (6-1.5) 双方对 * 求导即可得到 
K0 对 < 的光滑性.特别是有 

系 &1.5 若(6_1.9)，(6.1.10)，(6.1.11)在 U|<?VeC 中成 
立，在 H < r.ki < t 中全纯，而取值于 Uu ,)( o < 
u 中，对吣， 《) 则 设:当 oc /<， < n — 
B ( s , i ?) 对 z 全纯时 ，/ h ^/(/，《(0) 是在 X ,， 中取値的全纯函数. 
这时必存在常数“以及唯一的 eO )：{(€ C , 

Co < r C 1)对 * 全纯而且适合方程 (6.1. 5 )和 

sup 1( K ( t , <T)f(<rVa|l < R , 

ui<“a - oil Jn 

y,* 复平面上连结0和*而且位于丨幻中的 曲线. 

现在将定理 6.1.1 和系 6.1.5 用于证明 Cauchy-KosajieBCKaa 定 
理.我们可以只考虑拟线性方程组 

n 

d,u = 2 X , u ) d,.u + a 0 (/, *, «), (6.1.19) 

“l,_o «=■ 0 

的情况，这并不损失 一般性 ，于是有 

定理 6.1.6 (Cauchy-KoBajieBCKan). 设在 Cauchy 问题 
(6.1.19) 中 ， aa , ai 在 * = 0附近对 * 连续且取值为在0，《) = (0, 
0) € R" +1 附近解析的函数，则必有唯一《(/，*)对* 一阶连续可 
微，取值为 ^ = 0eR n 附近的解析函数，适合 (6.U9). 

证.采用前面例子中所作的 Banach 空间阶梯心以 
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及奇 异算子 心„则 

n 

fOt «) °° y', «j(/, X, tt)d， t u + a 0 O, x, «), 

/-I 

显然满足 (6.1.9),(6. U 0). 又令 》> = d ,«， 由初始条件 
«C0 = ^v(a)Ja, 

即 K (/,( x ) = id . 显然满足 (6.1.11). 因此由定理 6.1.1 直接可得 
定理之证. 

如果假设对 < 是解析的 (在* = 0附近）值为 * = 0附 
近的解析函数，则由系 6.1.5 立即可得经典的 Cauchy-KoBajieBCKan 

定理. 

以上抽象形式的 Cauchy 问题首先是由 Yaimmka 提出的，然 
后又由 Obchhhhkob, Treves , Nirenberg 加以推进.从形式上来 
看，它比 Cauchy 原来所用的优级数法要容易得多，伹实质上，它 
所采用的奇异算子槪念是以 Cauchy 不等式为基础的，所以与优 
级数方法是相同的.这个方法的真正优点在于它可以应用于许多 
不同的问题，而且大大地减弱了对*的光滑性要求.第一个看出 
可以减轻对《的要求的是南云道夫，他的工作发表在1940年，因 
战争关系而少为人知，他用的方法是 Leray - Schaudcr 不动点定理. 
这里所讲的基本上是西田 （ Nishida ) 对 Nirenberg 的工作的改进 
和简化，所采用的讲法來自 Goukouic 的 [1] (在那里有详尽的文 
献）,但是我们假设的条件略强，这样就避免了对取值于抽象空间 
的函数花更多的力置. 

4 .柚象的 Holmgren 定理 . Holmgren 关于唯一性的定理指 
出，具有解析系数的方程的 Cauchy 问题不但在解析函数类中而 
且在足够光滑的函数类中也是唯一的.它可以说是 Cauchy - KoBa . 
JieBCKaH 定理的对偶的定理，因为它把 P « = 0的唯一性问题归结 
为转置方程/的存在性问题. Holm « rea 定理的抽象形式 
也是一样，将问题归结为一个对偶的间题.因此，对我们将要使用 
的 Banach 空间阶梯作以下的规定.令认为中心在 fl 中而半径为 



* 的重圆域组成： U {*6 C",sup|* # — 0,1 <x}, X,表示 fl, 上全纯 

0 e0 •’ 

而且有界的函数之 Banach 空间,其范数 IM| r = ^pl| ■ ||, F, 为 

C' 上的整函数在0,上之限制利用 Ml, 完备化所4的 Bamdi 空 
间.记为 A 之对偶空间， { F ：},<.^ 就是我们需要的上升的 
BBQach 空间 阶梯： 它与 {X,} 0<[<1 不同，因为 F,CfV(/<0, 故 

有所以 是一个 上升的阶梯 . ~~i F ,^ F ,.0'< 
的转置算子 F ；( s ' < 0 仍是一个一阶奇异算子. 
实际上，取〃 eF?. 则对任意的 fe 匕有 

僅， I 忐 i 

< --^IkllMI/IL, 

$ — S 

这里 II • 仏表示 F?. 中的范数.因此有 



值得注意的是， ^'( a ^ cz F；(o< f <i) 而且这个嵌人映射 

焐单射. 

这个 Banach 空间的阶梯虽与前面介绍的不同，但是容易看 
到，定理 6.1.1 几乎可以逐字不变地将其证明移用于此，从而这定 
理现茌仍可适用.这样，我们就可以提出并证明抽象的 Holcngren 
定理如下,这里我们是对线性方程组提 出的： 

定理 64.7 ( Holmgren ) 设 A 0 O t *), (/ = I ,---, 

n ) 均为 WXW 方阵，其元是对 <在 [0,71 上连续函数而取 x = 
oeR - 附近解析的函数为值，设 《e ci ([ o , Tl ; [您 •( G ) r )， 即为 
对 * 一阶连续可微的 w 维向量函数而取值于中， fl 是 
OgR - 的某一邻域，若 



纥“十 S 从， x ) d T/ u + A 0 ( t , x)tt = 0, (6.1.20) 

k ( Q ，-) = 0, 

则在 /e[o,s) (S 是一适当小正数) 时，* < = o. 

证.在证明经典的 Holmgren 定理时，作一个变量变换（即著 
名的 Holmgren 变换） 

r = / + \ x \ 2 

是很重要的.在我们的情况下则将用一个截断过程代替它，这样 
作，可以容 i 午《对 * 有更弱的光滑性，弱到很难作上述变换.芮此 
取 <pec?(R») 使 supple *) 而在*-0的一个更小的 
邻域上 <pM = 1. 于是设《(/， •》) 是上述问题之解》则 
*) = 尤 ）€ C'([0, TT,(^') n ), 而且"适合 

fl 

d,v + 2 AiO , x ) d r / t / + A a ( i , x ) t > = /(/, x), (6.1.21) 

«/(o,o = o, ' 

这里 fOy) 由及 vM 线性地决定 ， H CK [ Q , Tl, 
(疗) . 

这样令 ^(/,<7) = id. 即可应用定理 6.1.1 而知（ 6 .1. 2 !)在 
[F?( w )r 中有难一解，这里》= 由于在 Wl 上 voo ^ I, 
故 /(/,*) 在叫上为0,从而《/,*)€ 1且 

是 vit , x ) 是这样一个解， M [''(舻)]\因此， Holmgm! 定 
理最后的成立将依赖于以下的 引理： 

引理 6*1.8 设》是妒的有界开集，0为 R" — 0的相对紧 
集，则必存在一个正数 r > 0便得若 ''( R w ) 适合以下 条件: 
存在0使对 C* 上的任意整函数/均有 
< Lsupl/O) | ， 

则《»在枝上为0,这里 

^• = U C "» Suple ； — 0/1 < »■}. 



证，作一串整函数 AO ) - t « p (—^ V)，y =艺4然后 

y-i 

选 f 使当 老 €矽,，《爸0时 

inf((o — *) 2 一 y a ) > 0, * = ^ + sy 0 
因为 m [^ W ] y , 所以总是有惫义的，而 

sup |(^*/*)(°)1 = supi(*»(*),/ t (a — *)>| 

a ^0 « 6 

< Z-siip sup /(， e - kn d > y *) — 0， 

即0*«0)在时一致趋于0,而因 «5<= R ", 在其上 
/ t = K a ^' x ， 是磨光核的变形，从而 〃 = 0于0上. 

把这个结果应用于 (6.1.21) 的解〃即知在的任一紧子集上 
"兹0 . 但在《!上 ( p (. x ) = 1,从而在 Wl 上《 = 0而定理得证. 

以上我们用 Banach 空间阶梯及其上的奇异算子讨论了解析 
的 Cauchy 问题.类似的讨论还可以参看 Tr eV es [3]. 在 Horman - 
der [4] 中还讨论了 Bcudon 定理的证明以及 Goursat 问题等等. 

§2. 常系数双曲型方程 

1. 代数学的預备知识.当我们在解析函数类以外讨论 Cauchy 
问题时，最简单的情况就是常系数方程.这时可以用 Fourier 变 
换把问题化为一个代数问题，具体地说即偏微分箅子的象征的根 
之性质问题.循着这样的思想， G 3 rding [2] 给出了一个相当完 
备的理论,我们先从讨论代数方程根的性质开始来介绍这个理论. 
我们所需要的有关知识，主要是 Tnrski - Seidenberg 定理和 Hbr - 
mander 的一个定理. 

设有》+ !• 个复变量/€ C 和》= ( s ,,-••,«„) 6 C * 的多项 
式 PC /，*). 视 P 0, *) = 0 为 * 的方裎(设 P 对 ，为 《 次)： 

P (/, ?) = o 0 ( sr )/" + ojCaf )；™' 1 4 - • ■ • + » (6.2.1) 

则由代数学的基本定理，对每个2均有《个根/办)，…，? 〆 *)- 


• ?37 ■ 



但我们不能骤然就说 ~ 是 * 的函数，因为对不同的 * 值所得的 Z , 
不知道 把哪些 < 值联起来视为一个函数 々 o ). 当然可以应用隐 
函数定理，但这是需要一定条件的，而在这个条件得到满足的情况 
下，又可以更简单地应用 RoucW 定理.于是设有 U ， z 。） 使 PU >, 

%) = 0 ,但 ，抑） 垆 0 ，可以找到 e > 0使当0 < 卜 一 /,| 

< e 时 P (/， 办 ） 尹 0. 取 , e — /0 | = 心，又可找到 5 > 
0 ,使当 s 而0 < |« — 办| < 5时 />(<， 3) # 0.故 

由 Rouchd 定理 

心〕= (2*0 _， r ~~ P (. t , z ) dTtP { r , z ) (6.2.2) 

是 P (. t (. s ) , ») = 0 的适合 I « — 2 0 1 <8, w — /。|<6的 _ — 
解，而且 = 这个解对*是解析的. 

上述条件表明（〜，％)不是 P ( Z , 2) = 0与 f P ( f ， z ) = 0 之 

公共解.但两个代数方程有公共解(亦即两个多项式有公因子)的 
条件乃是其结式为 0 (准确的陈述可见 Van der Waerden, 代数学 

I ， S 26, 31). P 和 " f — P 的结式是 
ot 

rcp,p,)= a f -' n ("- 々 ). 

因而我们得到 

定理 6么1 若/ *0, z ) = 0对于*没有童根，则一切 v 点,凡 
使 a „ R { P , P ,)(«) ¥= 0,必有一个邻域 P 使在其中存在 n » 个解析 
函数 ^ i (*)<»(») 而 

m 

P (;，》) = « 2。00 5 ] (< — /,(*)),*6 V , ( 6 . 2 . 3 ) 
y-i 

关于代数方程的根可以作一些很有用的估计.现在设 

故可用 «(>(*) 遍除之而设 P (/， z) >= t m + 2 <*,(*) 产乂这时可 
以证明 
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引理 6*i2 对上述方程 -0 的根 Ms) 

有 kOO 丨 < Zmaxlml 1 ^. 

证：用 < 代人方程，易见可设 u 办）丨 <U 而 


由方程有 

It ™! = | 奋;0)1" 


< 1 + M 


+ 1十- 


引理得证. 




M 


- + m < — 


故 M <2而 


我们以后经常会对一个常系数微分算子 P ( D ) 考虑 PCC .+ 
re )^ P ( r ,0, 这里0是一个固定的"维向量，而 f e C - (或『）. 
若 P ( D ) 之主部为 PJ . D ) 则将 P(S + r 0) 对 r 展开有 
p(t + Td) S3 P m (d)T n + ■•• 

若0不是特征方向即 p m (. e ) ^ 0,则不妨设 p m (0) $ 丨 而将上式 
写为 


pa + tO) = r- + 

r*l 

«,( f ) 是 f 的 / 次多项式，应用上述引理有 

, | r ,( f )| < W (| f | + 1)： (6.2.4) 

若0是特征方向，则若 十 M ) 关于 t 的展开式的最高次项系 
数恒不为0, 一定 可以找到一个《 > 1使 

1^)1 < M (| C | a + 1). (6.2.5) 

应用引理 6 . 2 . 2 ,可以得到以下的 
定理 6.2.3 设 f *, r ；(^/ = l , ■■•,«!) 分別为方程 

in m 

r" + 2 a ^"" y = °» r" + 2 ay * -m " / = 0 (6.2.6) 

/■t y-i 

之根,而且存在常数 M ,5>0 使 

|«il < M ’， I «,• — aj j ^ M i S 9 
则对任 一 必有某一个 r ; 存在使 | r * — r ;| < 2 A ；^ W # 

证.将 q 代人 W 所满足的方程，将飪 
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II (q - w + S a K 费 2(<»; - fl ' vr ，. 

t-i /** l 

但由引理 6 . 2 . 2 有 |rj < 2 M ， 故 

•» m 

II I <M m S 2 2 m ~<<(2M) m S, 

/-I }-=\ 

因此左方的 《 个因子中至少 有一个 (记为 h — ) 适合 

| r A - T , r \ < 2 M 8 Wm . 

这个定理说明代数方程的根 Holder 连续依赖于系数.这个 
结果自然失之太弱,因为由前述式 (6.2.2) 已知单根是系数的觯析 
函数.至于包含重根在内的情况如何处理将在下面讨论.现在我 
们先将这个定理应用于常系数偏微分算子 P ( Z ?)( 其主象征和前 
面一样，仍记为 P „) 而有 

系 6.2.4 若6不是 P 之特征方向， r * U ) 和 4( C ) 分别足方 
U PU + T 0 ) = 0, P„(i + rd ) = 0 的根，则 

i^(f)-rHOl <M(|C| + 1)(—, 

证.不妨设 P «<6) = 1,于是各为形如 (6.2.6) 的方程 
之根，而且 ( f ) 为 C 的 y 次多项式，但 K 左为 S 的 j _ 1 
次多项式，故存在 M >0 与5 > 0使 

l « i ( C)l + I )]，， 

l«XC)-«；(£)! < [M(|i；| + l)]'- 1 . 

仿照定理 6.2.3 的怔明过程并应用引理 6.2.2 于巧而有 
> 1 ) 

n l r *(0 - r ?(Ol + 1 ) 广 1 [ 2 ( Mlf | + I ) r ， 

/ -l 


<2 ， a A /-(| f | + 1 
将 r ?(0 适当地重新排列即得 

|f*a)-rKOI <2M(|i：| + 

现在回到定理 6 .2.1,在那里我们有> 0的假设，当它得 
不到满足时， / y (*) 对 * •是什么关系？若《 = 1,即 P 为二变砍的 
多项式 P ( ( ， s ), 我们有以下著名的 Puisseux 级数展 开式： 

定理 6.2.5 令八，，3)为二变量多项式 (0.2. U , au (>) .羊 U , 则 
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对毎个 /jW 均有整数 P > 0使 //(*) 为 M 在0 < I〆I < M 
( S 适当取)中的解析函数，而且有以下展开式 

= i ] A / 为整数. (6-2.7) 

Z^mN 

证.在 z = 0 时可能为0,但必有其某数5使在0< 
Ul < S 中 ao i ? _ 0,特别是 a 0 ( s ) ^ 0 . 作变换 /aoW ■= w , 
则奴适合 


= 0 , b； = ar^i. 

/=1 

若它的根为 《>M • • • ，《^而在 Z = 0处其重数各为 TOl ， •••，《，.为 
简单计设《>= 0是一个 f * 重零点.则在0< lz | <3中必有此方 
程 P 个根与 w -0 相当接近.任取其一 «-(*), 由定理 6.2.1, 它 
是 z 的解析函数，故在绕* = 0解析拓展一周后仍应得原方程之 
一根.但因在0<|2| < S 中，在附近只有;*个报，因此 
拓展 P(P < 周后仍得原解《<«0.因此 《/(*〃） 在 0<| Z f<S 
中单值解析而且有界，从而 

»(* r ) = V ‘. 〆 • 

1 

回到 <00即有 

//(* P )= /V 为整数， 

•v 

从而定理得证. 

式( 6 .2_7)称为 Puisscux 级数，有时也记作 i c K zX / \ 它也 

N 

可以适用于==«附近的情况，这时有 

( 6 . 2 . 8 ) 

总之 * - 0或 a =oo 至多是 ti U ) 的极点. 

Puisseux 展开式给出了当 z € R + oo ) 时的渐近展幵 
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式.设( 6 .2.8)中第一 个不为 0的系数是则 

••/(*) = + 0(1)). (6.2.9) 

Piiisseux 展开式不适用于》»>1的情况，因此得不到类似于 
( 6 -2. 9 )的渐近展开式，而它却是至关重要的.时， Tarski - 
Seidenberg 定 理是一个有效的代替工具. TwskUSeidenberg 定理实 
质上是一个未定元的代数方程的 Sturm 定埋的推广（关于 Sturm 
定理, Van 和 Waerden [1] 第九章 S 69中有一个极好的介绍）.下 
面我们用半代数集的语言来叙述 Tarski - Seidenberg 定理，详尽的 
讨论可以参看 Hormander [16] 第二卷之附录. 

今设有实系数的”个未定元 f ■ ■ ，^)的代数 多项式 

冲 1 U ), ■■■，印)(1)(/= 1, 2, • + .，〜），我们定义 

Ei = {^ R \ 冲)(0 = 0,…， P ^) = 0; 

^ i ( l ) > 0, (6.2.10) 

于是给出 

定义 6.2*6 上述 屯形状 的集的有限并 

Hi U • • • U (6.2.11) 

称为半代数集. 

很明显，半代数集的有限交、有限并以及余集均为半代数集. 
空集与全空间都是半代数集. 

定理 6.2.7 (Tarski-Seidenberg) 设 JcR’ x R w = {(|， 

V ； leR % UR 1 "} 为一半代数集，则它在 K ™ 上的投影4 = 
Uf 仍是半代数集. 

我们特别来看 X = {( I ， i ); PU , 0 = 0} 的情况.这时 a 
即是 p (^, i ) = o 的实零点集.在以下的应用中，; I 时常是参数， 
而我们的问题将是讨论 P ( i > i ) = 0 (对参数 ;I 也是实多项式)有 
实根 S 的必要充分条件.当然珥使(互，又）€但 ； le 
A 即1适合有限多个条件 ，+ E w 如 (6.2.10); 所以 PQ , 

0 = 0 吋苓个 i f f f s x 

(6.2.10) 这 i 是] • TiUi - Sefnb ^ ± k .' 
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这个定理征明的实 质是： 先把 f 分为 L 与而将 
后者归到参数 Z 之中，于是将定义半代数集 X 的实系数多项式看 
作&的多项式而利用讨论一变元的 Sturm 定理的方法，然后再对 
...,1- 依次进行.但是， Sturm 定理是将实根的位置问题归 
结为多项式符号变化，所以我们先引进讨论符号变化的一种记号. 

-设 A (=0, ■••，/>,(>)是*€11的实多项式.它们的实零点按 
大小次序排列为 *1 < ••- < * w . iB —00 = *»， +oo = : r w+1 ，于 
是 * D < *1 < • • • < *N < *N + 1 将实轴 R 分成 N + 1 个区间 /* = 
0^，〜 +1 )(々= 0, 1, …， AO . 其中 h 与 /.V 是半无限的.很明 
显在各个0上，朽 0) 不变号，其符号函数之值不变为 sgn ?,■(/*). 
于是毎 一 个 M *) 对应于 2 A / + 1个符号数 sgnp , •(/*)， sgn ^. Crj ) 
0 = l ,---, iV ). 将 &,•••,& 的这些符号数排成一个 5(2 W + 
1) 维向量，则其元尽为 0,±1. 于是对应于 ?„•••,?, 有向量 
w = {sgn?,(x,), sgnfy (/^)} = SGN(P, , 

I = 1, • • •, } = 1, • • • , ^；々= 0, 1, • • • ， A /. 

令这些切之集 为设. 但是要注意，并非每一个以0, ±1为元的 
s(2N+ 1) 维向量均为某一组朽，•••，?，之 SGNC ?,,-.., P,). 
例如若 sgn /»,( s ：；) ¥= 0,则必有 

sgnpXU = sgaPi(I;) - sgn?,(r,). 

利用这种符号数，则例 如 * 所适合的一组形如 ( 6 . 2 . 10 ) 的条件 
?,(*) >0, …， p r {x) 之0, …， /»,(*) = 0, 

则视 ar = A 或 r 6 /* 而表为 

sgn?i(/) = 1, ... ， 8gnp,(0 ^ — 1, •••, 8gn? t (») = 0 , 

» = r ,. 或于是 Tarski - Seidenberg 定理归结为 

定理 6.2.7' 设 PX§, I), …， P 介， <1) 是 |， i 的实多项式， 
| € R ， ；1 € IT ，而且它们对 f 的最髙次数为/，则对一切《 

E = (U R n , SGNCPX • , 0 ，."，PX -,!)) = tv) (6.2.12) 
均为半代数集. 

定理 6.2.7’ 是对》= 1,从而§ = &叙述的》其原因已如上 
述.为了证明它，我们需要以下的 
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引 36.2*8 令朽(*),•..， &(*) 是*€11的非零实多项式， 
其最》次数为/，且 degp , = /. 若记朽用汽， .. f ,_ lt 〆 除的 
余式为色，-..，哀,,则 SGN ( ft , 完全由 SGN (/ J ,，*..， pw , 
K > gi ， g .) 决定. 

iE 设 PwH & n , 的实零点集是;^<+-.< 
M ， 则 «. = SGN ( P „- - , gl , • ■ - , g( ) 已完全决定了 SGN 

( ft , 所以可以得知 PvU 之实零点集 

为< ... <^} c {», < ••• <* w }. 余下的只是要决定 
SGNOJ . 除在每一个上以外不会变号，从而在这些点以 
外？，是单调的.因此，要想决定 A 的全部实零点的位置（只需知 
道它们在哪个区间 0 ^, X ； P + 1 ) 中或是否与某个; t,. p 重合），只需定 
出 sgnA(*~) 与 sgn p,(±oo) 即可. 令匕 的最高次项系数力^(，则 
显然 sgn^ (— 00 ) = S g n ((—1 ) 4)， sgn?,( + 00 ) = sgiU . 每一 
个& 必是某 A 式〆之零点，从而 sgnp 乂 ％) = sgn(g ; 0 , p ) 或 
g 乂％ )) 而可从奴读出.于是？, 00 之实零点位置亦可完全定 
出.证毕， 

定理 6 .2. r 之证明.我们对...，厂关于^^只的最髙次 
数/以及 . ■，尺中次数为/的多项式个数来 B 纳地证明它. 

当/= 0时定理是不足道的.设当最高次数</或最高次数虽 
为/，但次数恰为 i 的多项式个数较少的情况已证明了定理. 

令八，…乂是一组固定常数，则 Ue R ' deg # — /;} 即使得 
P ,_ 关于 I 的最高次数为而且其^次系数 （ i 的实多项式）不为 
0的 I 所成之集，当然是半代数集.当; I 变化时， deg # 当然在变 
化，但只能有有限多值(不超过；+ I 个)，所以 R 有有限多 组认， 
…， U (不超过（〖+ 1)，组)能使 {2 e IT , clegfP ； = lj ] 非空.若 
它们的每一个与£(( 6 . 2 .1 2 ))之交均为半代数集，则£当然也是半 
代数集. 

于是令 l = l s = rn «/ ; , 而乱将 P , 写成 

/ 

咖 = %(*)m … 


我们所说的交就是 



a ?1 a)...?,u) # 0, s(iN(^( - ,D, •••,?.( - , = 

(6.2.13) 

用去除 P , 并令所得之商为并在必要 
时用 ?,(*)* *-? ( (^)之偶次幂去乘，以保证仍为1的 
多项式，贝抽引理6.2.8, SGN (朽，•”，/>,) = «；与 SGN(P„ …， 
P ,- i , P ：, g t , = 等价. 故所说的交是 

^ 0, SGNCP,,-*-,?,.^ = u/'}. (6.2.14) 

但之最高次数 </ 或虽为 i 但次数恰 
为 J 的多项式个数较少(尸,被次数 < ;的多项式 P: , ，…■，&代 
替），故由归纳假设， (6.2.14) 是半代数集，从而 (6.2.13) 亦然.证 
毕. 

因为半代数集之余也是半代数集，因此定理 6.2.7 中山的表 
达式之3可以改为 V . 所以，例如 § = (r,D , 则由 E 为半代 
数集可得 

{AeR M ,vr€R"',3i ,, €R"-*>, cr,r'； i)e h } 

也是半代数集.采用这种运算，对于 R 2+W = KS,»I, i)} 中的半 
代数集 E 可得一个重要的结 果：令 

/(!) = sup{»j ； (I, jj ； e} 

(若右方为 0, 则规定 fQ ) - — -CO), 我们有 

系 6.i9 在以上的假设下 /(o 是 R 上的半代数函数，即其 
次图象 (subgraph) 

F = {(?，”)； ”</(!)} (6.2.15) 

是半代数集. 

证 .F = Uf ， >J)，Vs > 0, 3” ， >7,-e,3X,(?,V,i)6 £'l. 
然后由 Tarski-Seidenberg 定理即得. 

现在来证明在以下很有用的 

定理 6.2.10 (H 相 niander) 若 /0O 是 K 上的半代数函数， 

则 R 必可分为有限多个区间（有的可能缩为一点）使/在毎个区 
间上或为 ±co, 或为连续的代数函数.若 /(*) 对充分大的 *> fl 
是有限的且不恒为0,则 
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/(«) = Ax a { \ + o ( l ))，x + co , 

^^0, « 为有理数， 

证.对/作 F 如( 6 . 2 .15)得一半代数集.它在 B 上的投影也 
是一半代数集，因而是有限多个区间之并，在它们的余集上/0)= 
-=0. 这个余集当然也是有限个区间之并. F 的余集是半代数集 
>/(*)} 它在 R 上的投影当然也是有限个区间，它们 
的余集即使 /(*) = + CO 的有限个区间.除去 /(»■) = ±CO 的 
区间即得 K *) 为有限的有限个区间，令/为其中之 一. 我们想钲 
明在/中，最多除去有限个例外点(即定理中所说的缩为一点的区 
间）， K *) 是某个代数方程的根. 

F 既然是一个半代数集，则必由例如 

60, y)S0 ， ... ， p r (x t v) = 0 

来定义.将例如 Pi ( x , y ) 写成 y 的多项式，其系数为 * 的多项式. 
我们设想 /(*) 将是 PiCx , y ) = 0的解，为此就应从 J 中除去一切 
巧0, y ) 的最高次系数的实零点，因为这种点可能使 /(*) 变为不 
定;为了应用隐函数定理就应除去 P , 之每个既约因子的判别式(即 

该因子与其对 y 的导数之结式)的零点，这就可以保证迎卢0;最 

Sy 

后还应除去任两个朽之两个不成比例的既约因子的结式零点，这 
就可以保证由隐函数定理确定的函数 y - / 〆 *)々=1, 2, • •. ， K 
在/之任一点不相等 • 这里总共除去了有限多个点，而使/再次 
分为有限个小区间，取其中之一为厂，则在尸中 P ,(.*, y ) = 0(/ ■= 
I ， 2 , •••，》■)定义了有限多个隐函敢> = 40),且 
八 (*) < / jW < ... < 

曲线 y = / 〆 *) 将（*■，/)平面上的带形 UhjOaen 分成 
有限多 个区域 

{(* ， y); x€l\ y< f,(*)}, 

{(*, y)； x€ I', f, 又 x) < y< /,. +1 0)}， 

{(»■ ， y); 7’ ， i k {x~) < y}. 

它们或者全属于 F 或全不在 F 中(但最后一个不在 F 中，否则由 f 
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之定义(式 ( 6 .2.15)) 应有 /OO = + CO , x ^ r , 而这 是已经 否定了 
的.曲线段 y (4 = 1,2, .. ■，/0也是如此.至此，由 f 

之定义知，在 r 中 /(*) 必等于某个 //(*) 而这是一个连续的有限 
的代数函数. 

最后余下的是要证明渐近式/0) = ^"(1 + 0 ( i )). 事实 
上 ，当 * > 0充分大时,成为半无限区间 ( r Ws + co ), 若/00在 
其上连续且有限，则它是某个二实变之实多项式 p , U > y > = 0的 
根，故由 Puisseux 展开式即得所求证的结论.定理证毕. 


2.双曲性的定义和双曲多项式的性质. 现在讨论一个常系数 

线性偏微分算子 P ( D ) 的 Cauchy 问题，并设支柱为超平面（*， 
= 0,这里 W 是一个非零向逯,而且超 f •面不是特征超平面，即 
P ( N ) ^ 0, 

而我们是在半空间 H ：( x , N )>0 中求解.如果我们越出解析函 
数的范畴，就会发现，为使这个 Cauchy 问题适定，对 P 要加上很 
强的限制. 

在讨论这个限制之前先对 Cauchy 问题的提法作一些说明. 
这里并不限于常系数算子.在经典的 Cauchy 问题中总是分出_ 
个特定的变量——时间.因此现在我们设 D ) 是 R» tl = 

• • •,»■»)} 中的算子，而不失一般性可设 A / = (1，0， •••， 
0] •在 < r ， A 0 55 » > 0处考虑 Cauchy 问题 P ( x , D )« = /，并 

在* -0 上给初始条件 ^-1 = 奶 （/ = 0，1，...，《 —丨） ，所 

or 

谓这个 问题的 C " 适定性即指对 /€ C ~( R " +l ), 刊必 
有唯一的解 《 ec ~( K " +1 ). 若对任意以 ( x , N ) = ta 为支柱的 
Cauchy 间题均为 C ~ 适定，则说对于/>， Cauchy 问题在 AT 方向上 
C " 适定. 

适定的 Cauchy 问题还有另一个 提法： 

引理5,2*11设* =» 0对 D ( x , D ) 是非特征的超平面，则 
Qmchy 问 题在* > 0中 C ™ 适定的必要充分条 件是： 対一切 
/ 0 € C *( R " +t ) 且 supp / 0 cR ； +, 者，必有唯 一 
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解 《 D f C "( K " K ) 且 S u PP « 0 c : lU ,1 使得 P «, 

证. 由非特征条件，方程 P « = f 可写为 

DTu+ 2 

由它以及初姶条件可以算出 D B «, |«1 = (« o +■•- + «,) 

将方程双方对 * 及 * 求适当的导数又可算 出一切 Z ) u « 在 < = 0上 

的值.而且这些值线性地依赖于 f 和^ !今1 o = o , 

or l/«o 

i ) 的相应导数的值. 

夸琴毕.设已给定 fii € C »， supp / oC ^ r *, 则对一切《， 

£>%|^ = 0.于是以初值 ^ "I =0 (i = 0， l，...， m — 1) 在 

dr 

R ： +1 中求解 Cauchy 问题 P « = /,(；>0).可以得一个唯一解 
« e c ~( R ： +1 ), 而且在 *= o 处，《之一切导数均为 o ( 这种函数 
称为在* = 0处是平坦的 ( fht )). 令= « 0^0)，1 = 0 
(Z < 0) 即得 P« D = / a 的唯一支集在 R ； +1 中的解％. 

充 分性. 设有 Cauchy 问题 P « =/，= < p ; , / = 0,1, 

• • • or I 

如前所述，可以计箅出一切 D a « U » 之值.用 Bord 
技巧可以作一个 （ P 6 C "( R "+|) 使 D "«| I=0 = DVI ^, T 是令 
v = u — <p, Pt > = /— Py , D°f |, =0 = 0, ( Vor ). 于是容易得 
知 /_ P < p 在 / =0 处是平坦的.将它拓展到 r <0处，令其值 
为0,得一支集在以 +| 中的函数九，于是由假设可得％.令 a 在 
< > 0的限制是很明显 u ~ v + q> 即是原 Cauchy 问题之解. 

我们可以称 P«a =九的 Cauchy 问题： supp / u C ： KJ +1 , suppM u C ： 
RP 为平坦的 Canchy 问题.引理 6.2.11 指出 C ~ 适定的 Cauchy 
问题可化为平坦的 Cauchy 问题. 

为了证明关于 Cauchy 问题适定之必要条件的论断 ，还需要 
一个重要的 

引理 6. U 2 •设 PO , D ) 的 Cauchy 问题在非特征方向 A /匕是 
C •适 定的，则对 R ； +1 的任一紧集 K 必有常数 C > 0和整数々> 
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( 6 . 2 . 16 ) 


o 使得对一切有 

l « u + < c | p «[ “ 

这里 |<p|? = sup \D°q>\. 

\o\<K 

t>0 

证.设 / ecs , 对/ + = />? +1 用 s e d cy 拓展 s (第三章定理 
3. 4 . 3 )，在那里拓展算子记作 P ), 得出 S /+ etY ( K "+ l ) 而且可以 
设 s U ppS /+ Ct % F 是 k 的任意邻域.因为拓展算 f s 是连续的》, 
故对任意整数 k > o , 必有常数 c > o 和整数 g > 0 使对一切 
有 

0在第三章定理3•彳 .3 后®的注中提到 Seeley t / iM 的连续性但未 证明. 现在证 
明如下：对我们窀义 

W+) - ^ : UO/+X-2*; ， /<0, 

A (W = U(h *)* 令0， 

这里 xO )^ ^ T ( K ) 在 o 附近恒为1,而的选取则要求对一切{ I 负整数 i 有 

为证明适合此式的在.先考虑有限的方程组 

2 久 * ， w2*’ ** ( 一 1),，; ** 0, 1, N - U 

*e»l 

它的系数行列式是 VaotkrmouiJe 行列式 9 而有 

W 

祖无穷•乘积 fT (1 +2-0, IT Cl -2-0 都是收敛的，且打常数 C 与 fte 

j»i i 辑 i 

TT (1 + 2-’)<c, c<fy a - 2 *->), 

f = i i »,\ . 

所以 

f | |1 - 2“’卜竹 (2*-^ - \ y l 

而且 a*, n a* = n (-f^lr--)' 

,=i x I — 2* - ^ 1 亡 

?9*» 

通过 s 接计算有 

\su\ k Kr\f + \i. 

取又的支 *4 当小，即可使的文集在 v 中. 
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I ^/+ I t ： C j / + IJ . 

现在令 « ecs , / = P «€ C |, ? = s / + f C „"， 定义 

U = e s f + (i - e^g e c? O > o 是任意的）， 

0 6 = 0(;/e), c~ 当 / <-i 时为 i,' 时为 o. 令 a =» 
则 / e 之支集在 * < o 中.利用平坦 Cauchy 问题的适定性 
背设5#出唯一的 《 s ec~, * U pp« £ crO< fl } 使 p « 6 = U . 因为 
f, = f 于* > 0处，应有 a, = «于 r > 0处，故 

l«U + = l« E U + < 14 ， （ 6.2.17) 

由关于 P 之 Cauchy 问题为适定的假设，知道 P 是 Frdchet 空 
间 E = {«；« € C "( R " + l ), supp « C ： {/ < a }} 到其自身的连续的串- 
满射，因此由开映射 定理， P 4 :E — E 也是连续的.利用 E 中的 
半范即知,必定存在常数 C , 整数々 > 0以及紧集 V 使 

sup |« 6 (* r )| < C sup lD ° P « e (>)| (6.2.18) 

k i a d k 

利用 （6.2.17) 有 ' 

l « U + < C |/ e U ， u ^ CS . (6.2.10) 

另一•方 iti , 当 s — o 时， l /, u — uu ， 阴为 h - s - exi - s ) 

而 且扎之 支集在 0< ( < e 中，在 （ = 0处是平坦的.代人 
(6.2.19) 即有 

l « ol + < cUU . 

然而 s - su 且 s 是连续的，认而有 

|«„| + < ClP «| J . 

现在就可以给出基本的结 果了： 

定理 6.2.13 设常系数线性偏微分算子 KD ) 的 Cauchy 问题 
在 W 方向是适定的，这 吋必存 在一个与 I 无关的常数 h 便得对一 
切 S 6 R ” +1 以及适合 Imf < r 0 的 r ， 

PQ + tN) =?* 0. (6.2.20) 

证.不失一般性可以设~ = (1，0，..-，0).由引理6.2.12, 
稍加隆正即 M 证明对一切紧集 K 必存在一个非负整数彳，一个常 
数 C > 0以及一个紧集 K， 使得对一切《 e C»(R^)， 只要 suppvc 
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Sr 1 即有 

sup|«(#) I ^ C sup jD°P(D)»(#) I . (6.2 21 ) 

s 辦 

设若有复数 X •使得对某个妒有 Kf, r ) = oca, r ) 代 
替了 (6.2.20) 中的 f + TiV , 在那里 f 6 R* +, t 现记 f , O ), 
今证必有某个 r fl 存在使 Imr > r „. 用反证法,设只有 r n = — oo 
才适合 [ mr > r 。. 于是可以设 [mt < 0. 利用 (6.2.21) 于尺= 
{«} cRj +1 ， 而 《 C *) = e 山-■>%(>)，这里 e ( oec -( K ) 当 /為 

$■时为 I, / < 0 时为 0, 因为 *(*) 在/ > >时适合 P ( D)u = 0, 

it U 

而且《0) = 1，所以 

1 < c(i + 

取对数 即得： 当 P ( f ， r ) = 0 时，' 

ilog(l + |C[)+ C< lmr<0. 

但若将 r 分为 Rcr ， lmr ， 而视 （〖， Rcr ) 为参数，则 Tmr 是实多项 
武 IKf , r ： M a = 0 的实根.因此，由 HSmundcr 定理(定理 6 .2.10)， 
它应与同阶而不可能与 logCl + iCl ) 同阶.证毕. 

由于这个定理的重要性，我们应将适合它的一类常系数线性 
偏微分算子分离出来而有 

定义 6.2*14 (Gkding) 若 iV = (I ( 0,--. 3 0) 不是 P(D) 的 
特征方向，而且适合( 6 . 2 . 2 0),则称 PW 是 2 V 方向的双曲型算子; 
Kf ) 称为双曲多项式. 

定义 6.2.1S 若 PCO 对于 6 的最高次项不依赖于 （&,+•• * 
而且造合 ( 6 . 2 . 2 0 )， 则称 P(Z?) 在 iV = (l ， 0 ， ... ， 0) 方向是 
Pctrowsky 适 定的. 

例如对波动方程口 « = 0, 

P (^ + rN ) = ~ Q a + ry + 

(这几个例子中均设汉=(1，0，-..0)),故‘ p ( e 十有 
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iff Imr - Q . 因此波动方程在 A ? 方向是双曲型的.对于热传导方 

程， 


PU 十 nV ) = i (& + r ) + V |； 5 
卜1 

从而 

因此 Imr = t > 0，但 

/•I 


而 


P(^ + r(-N)) = - O + 2 



n 

Imr = — Sj , 
；=1 


这时找不到与 f 无关的 r 。 适合 (6.2.20). 因此热传导方程在 W 方 
向是 Petrowsk , 造定的，但在一 W 方向不是.这一点恰好对应于 


它的正向 Cauchy 问题为适定而逆向 Cauchy 问题为不适定.对 
于 Schrodinger 方程 — A « * 0, P (|± rN ) = — Q 0 ± r ) + 


，故 lmr = 0, 而它在 iV 和 一 W 方向均为 Petrowsky 造定 

的. 


从这些例子可以看到定义 6.2.14 和 6.2.15 对 Cauchy 问题的 
适定性有密切的关系.但在讨论这个问题之前，先讨论双曲多项 
式的一些代数性质. 

定理 6.2.16 设 KD ) 在 AT 方向是双曲型的，则 fe — A / 方闷 
也是，它的主部在 JV 方向也是双曲型的. 

证 . PQ + fN ) = 0的 m 个根的和是 f 的线性函数或渚是 
0,因为 P (| + tN ) 对 t 的展开式是匕 ( A /)， +…， / u , v > 尹 
0. 但这个和的虚部不小于而除非和的虚郎为常数，这是 
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不可 能的. 因此有2 ImT i = const . 由假设，每一个 Imr ^ > r „, 

所以必有一个有限‘ \ 使每一个 ImtTi < r ,, 或 Im(—rO > — 
n . 但一 q 是 P (| 十 ff (- W )) = 0的根，从而 P 对一 iV 也是双曲 
型的. 

再看关于 ^的 论断.我们有 

厂叩 ( 又？ + ItN) — P OT (? + rN). 

式左的根全在带形中，由定理 6 .2.!5又知右方的 
I X 

根必为左方的根之极限，所以令 ；I —00 即知右方的根令是实的，因 
此也是双曲型的. 

由定理后一部分还可得到一个 推论： 亨 f f 冬 f 孕芩 P («)， 
P(l + r^) = 0 Rff f. * 

_ 就有一个 问题： 会 K ^>) •的主 部匕(£») 是双曲嗯 

的， KD ) 是否也是？ 一般说来，答案是否定的 ， Svensson [11 巳有 
了反例.但是在一个重要的情况下它却是正确的.这就是 

定理 6.2.17 若 P m U + rW ) = 0只有相异实根，则 P ( D ) 是 
双曲型的，这时称 KD ) 为严格双曲的. 

为了证明它，需要以下的 

引理 6.2.18 若 P 为严格双曲的，则必存在常数 C >0 使对 
£€ R ", MC 而且 | lmr | > | 有 

\P^ + tN)\ > CllmrKUl + |r|)^. (6.2.22) 

E . 因为 P *(5 + rN ) 有相异实零点，故由定理 6 .2.1可以 
设它们是 S 的解析函缺而且有因式分解 

tH 

P m Q + tN) - P„(N) n( T - T , ⑴). 

y-i 


所以 


= { PMV ^ lx - rX ^ GiiT ,^, (6 2.23) 




g a ，5 )=n 

k*t 

G ,'( r , f ) 是 （ U ) e ( R " X C )\0 的 2 ( m — 1) 次齐次多项式，而 

IH 

且乏] G,(r, ?) # 0 ((§,C)#0). 因此在 (6.2.23) 中取虚部有 

另一 方面， + \ r \ r ~ 1 , 故有 

1^(5 + riV)l > CllmrKUl + \t\T~'. 

但对 C 充分小而 Umil 〉!； + riV ) 是 Pd + riV ) 的 

主部，从而引理得证. 

定理 6.2.17 的证明.令 PQ + riV ) = Pm ^ + rN) + QU + 
riV )， 则因 P 是次数不超过 1 的多项式，而有 
lPa + iriV)| <C(||| + \t\T~ 1 . 

因此当 l[mr| >^ r 而 C。 充分小时， P,„ 是 P 之主部，从而由引理 
Co 

6.2.18 知 

|P(?+ riV)| >C|Imr|(m + lirir-'^O. 

定理证毕. 

对于双曲型方程，特钷锥面是一个重要的概念.以下我们特 
别需要它的包含了方向 A / 的一个连通分支，并记之为 
r ( p , iv ) = {^^ R " +, ,/ , n ( S )^ o } 的包含 

iV 的连通分支. （6.2.24) 

r (匕 W ) 自然是开锥形集.在波动方程的研究中，我们称指向特 
征锥内的方向为时向方向，而一个超曲面若各点的法线方向均为 
时向的就称为空向面.以空向面为支柱的 Cauchy 问题是适定的. 
这钱概念对于一般的常系数双曲型方程也郁是成立的.很清楚 
r ( P , n ) 的边界是特钷锥面的一叶，其内部的一切方向我们将征 
明都具有与^相类似的性质，因此与时向方向是很类似的，具体 



说：双曲性对于 r ( p , n ) 内的方向是稳定的，即有 

定理 6.2.19 r(P, N ) 是一个开凸锥，而且 p(£>) 对 r(P, N ) 
中任意方向郁是双曲型的. 

为了证明这个定理，我们需要以下的结果. 

引理 6.2.20 r(P, N ) = { S € R #+l \0, 十 r2V) = 0 

只有严格负根 (6-2.25) 
证.记右方之集——它当然是开的锥形集一为 r ', 则因 
f = 0 对 | 6 r ’ 不是 + rN ) = 0之裉，故 P ”(§) # 0•自 
然还有 iver . 现证 rcr , 为此只需证明 r 为连通即可.更确 
切地说，我们来证明若 ser ， 则连接 f 与？ ver ' 的‘ 1 线段 M »!== 
iS + (1 - X ) N 也在 r 中，这里 1. 事实上作因式分解 

m 

P»(l + rN ) = P „( N ) II ( r 一 r /<0 

i~l 

(注意，我们不能说 P..CI + riV ) = 0 的根 r / a )0'= l , ■■■,«) 
是 5 的函数，理由见定理 6.2.1 前的说明，但一切 r f (?) 的对称多 
项式确实是 S 的函数),我们有 

P n (.V + rN ) =-- PMS + /*JV + rN ) 

0 

=pm n (_+ r — 的(妄))， 

；*i 

兴 ■1 一又 ♦ 

显然它的根即 r - ir ,- - ^ < 0 . 由此 

为证明 rcr , 我们证明 araar 4 令 ^ ar ， 则 f < r ， 从而 
P m (| + riV ) = 0不可能只有严格负实根，但作为齐次双曲多项式 
它又只有实根(定理 6.2.16 的推论），由于根连续依赖于系数(定理 
6.2.3), 知它必有至少一个零根，亦即 P ra (5) = 0. 因此 f €8 r 而 
引理得证. 

引理 6. i 2 l 设 P 在 N 方向上是双曲的，则对一切 ri e r(p, 
W ) 有 

P(i 屮 rN + m) # 0 Imr < r 0 , < 0, ? R". 

证.先看 lmfi - 0 的情况，这时将阿合并到 S 中即得引理 
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之证.再看 lmp <0. ，的系数是 — 0,所以方程 P (| + 
rN + = 0对于 M 的根之个数不变.当时，造合 
fm ^<0 的根个数也不会变.闵为根是连续依赖于系数的，所以 
若有一个根 P 从 Im / iCO 变到半平面0中，一定•有一•个 
r 适合 Imr < r 。 而使相应的适合 Imp = 0. 但这是不可能 
的，因为把这个啊并合 f , 上述适合 [ mr < r „ 的 r 将与 （ mo ) 
矛盾.今设这些根的个数不为0,并取 M 充分大 而^=；^，则方 
程 

P (专 + rN + = 0 4=> r -"- P(S + r ( A / + ^)) = 0. 

令 Imr ->- co 将有 P „0+ 切）= 0. 从而由引理6. 2 .20, 1为 
严格负.但由/« = Ar 有 Imp = Alim *， 而 Imr - — oo 从而 
Im 芦-> + oo 而与 Imp < 0矛盾. 

定理 6.2.19 的证明.设 i ,€ r ( P , N ), 则显然 P (» j ) 式0,今 
证必有％存在使得 Imr < r , 吋 P(f + rjj ) _ 0. 为此先证明 
当 s > o 时 P 在 i + eiV 方向上是双曲的.事实上当 s >0 时 
P n (. V 十 sAO 垆0 (引埋 6.2.20 指出，当 P m ( v + 6 N ) = 0时必有 
8 < 0), 而由引理 6 . 2 . 2 1又有： 

P (£ + r(»i + eN )) 卢 0，当 Im ( er ) < r 0 , Imr < 0 时. 

因此，当 ImT < inf (0, r 0 / e ) 时上式成立，而 jj 十 S - V 足双曲方 
向.这样固定了 S ， 并以 n — SA / 代秸 n ，^ s 充分小时 II — SW 6 
F ( P , N ), 因此（” -6 N )+ 是双曲方向. r ( P ， A /) 为 

凸 的证明 可以仿照引理 6.2.20. 

不但双曲性对于 r ( P , N ) 中的一切方向是稳定的，严格双曲 
性也是这样.事实上我们有 

定理 6.2.22 若 P 在 W 方向上是严格双曲的，则它在 T ( P , N ) 
之一切方向上都是严格双曲的. 

证.设 ftiV ， 这时 P « C ? + rN ) 有相异实零点而且由定理 
6.2.1 可以分解因式有 


P«(5 + rN) = P„CN) H ( r - r /(f». (6-2-26) 
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当 I — aw 时，所有的 r ;( o 均趋向于 P m (W + TN ) = 0的根 
r = — I ,因此若补充定义 TidN ) = -1, T t ( 0 将对 H B " +1 连 
续. 现在取任一 n e r ( p , N ), iiJ ^ N 而证明 PM + W ) = 0 对 
声只有相异实根.但由（ 6 -2. 26 )有 

P”（f 十# «!) = Pm (§ + t^V + ° N ) 

M 

= p „(— n ) JJ n(f + aiti). 

很容易看到 r f (|) ^ § 的一次齐性函数，再由 r^) 对 H TT +1 连 
续有 


!■ 〆 ？+• f ^ n ) 


(♦ + 51 ) 




然而由引理 6.2.20， r ,.0) < 0,故当 fi — ±oo 时， T f (g + 叫)— 
平 co . 再用一次引理 6 . 2 . 20 , r ,(?) < 0 ,而当 •— co 时， r f (? + 
nr \) -*■ +<»，因此一定有一个 /* < 0使 T ,(5 + #« n ) = 0,记好= 
内 < 0 . 因此 F,„(i + 刚 ） = 0. 

最后证明当 Itl 时，上述内全相异.设若有某个 
= t*(.i 5* 々），则由的定义 

r；(l + mv ) =* r*(f + ^jj) = 0, 

从而 P»(| + 糾十 rN) =■ 0 有重根 r = r；(§ + /rn) = r # (| + 
ftt]) = o. 但除非 ！ + + m + *"N) = o 不会有重 

根，故 I + W i-N . 而由 17(? +^) = 0 又有 
P«(l + A*n) = P,..(l + m + oN) 

Ul 

= PmC—N) JJ TjQ + firi) = 0. 

亦即 P „ ClN ) = rP „( N ) - 0, 从而或者 P *( N ) =- 0 成者 1 
o 而 f = 0， nils , 这两种情况都导致矛盾. 

3. 基本解与 Cauchy 问 S 的适定性.现在回到本节的中心问 

题： P ( Z )>, .= /的 Cauchy 问题的适定性.我们将 Cauchy 问题 
表述为平坦的 Cauchy 问题.这样，它的适定件将归结为造出支集 
有一定限制的基本解，因此我们将从关于基本解的讨论人手.首 
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先我们有 

定理 6.2*23 若 P { D ) 在 iV 方向是 Petrowsky 适定的，则它必 
有基本解 E, 且 suppEC{x€R fltl , ( x , N )> 0 ). 

证.不失一般性仍设 W=(1,0,•■■,()) .令 ir = ri(0 是 
PU + fiV) = 0的根，我们有 

P(| + rN) = c JJ (r — 

因此 

p 

|P(| 十 xN )\ > c J [ |Imr — Imr ； (f)|. 

/ = 1 

但因 r/(f) 是 P(f + tN ) *= 0 的根，故由定义 Im r< (g) > y 0 , 故 
若取 *• 适合 tor < r。， 则对这样的 t ，P(g + W) # 0: 

\PH + tN)\ >c|Imr- Y 0 y 
现在用下式来定义一个广义函数 Fe^ r ： 

㈣ -' (6 . 2 . 27 ) 

这里，积分是在 r = |„ + <_r 上进行的， r 是小于 A 的常数.这 
是一个 Fourier-Laplace 变换在0处的值.因为 < p (, T , 0 ^ (kf) 
是急减的，分母又是一个不为0的 P 次多项式，所以它是收敛的， 
而且由 Cauchy 积分定理知它的值其实不依赖于 r. 

因为 , P(0) = P(-D), 所以由定义 


(P(-D)F, <p) = (F,P(D) V ) = (.2^y-j v(r,?V5 

=» <p(0). 


所以若令 E_f, 当有 P(D)E =?，即 E 为基本解. 

现在讨论 E 的支集.我们要 证明叫 pf ’ C 祀 +l . 令 
C n "(IU +1 ), 代人 （6.2.27) .由 Paley-Wkner 定理，得知必存 在一个 
常数 C 使得 




exp(ra) f 

| r-nrJ 


(1 + UI)" +J 


r<r* 
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闵为 (6.2.27) 之值对 r < r 0 与 y 无关，故可令 r 〜一 «来估计 
上式即有 〈F,<P> = 0. 因此 supP FcR= +t 得证. 

双曲型算子是 Petrowsky 适定算子的特例，所以它也有基本 
解 ，而对这个 基本解 的支集我们有 

定 36*2*24 若 P ( D ) 在 W 方向上是双曲型的，则必有唯一 
基本解 其支集在 r(P,Jv) 的 对偶锥 

r*(p, ,v) = {xeR <+, , ? 6 r(p, w» 

中. 

证.利用定理 6.2.23 已知 PCD ) 有一基本解 

< g ， v > = ( 2 ,)-* ! 4(二，品 也 I — r < r 。. 

& 的支集在兑 I +l 中 . 由引理 6 .2.21,P(S + i"JV + /O#0 这里 
*1 是 《 + 1 维向量，而 ? + ^eR a+1 -«T(p, N). <K 在， O 是 
<P(*) 的 Fourier-Laplace 变换，从而是 5 + tn 的整函数争.将 
沴 (| + isj ， r) 写作孕 (f + tN + /n )， 知 

I + jij I~ ► 步 (f + + *'»i)/P(? + 4 - i'»i) 

是 r - +1 -/ r ( p , A 0 中 的全纯函数.将你的实部并人 f 从而将 § + 
tN 写为 I 4* (在积分域上 Imr = r < r 。)， 由因式分解可得 


jp(f + ( rw + h)| = |p«(»n) fj 

n 

> lP«(^)l II —[mr,-| 

/-I 

> |P„(_r-r 0 |". 

对牵应用 Paley-Wiener 定理有 


^ C exp 


H K {rN + ； ij) 

(l?l + hi + U ! 严 


这里 


H(rN + lij) = sup (x 9 YN + Xiy), 



利用 Cauchy 积分公式可以改变 (6.2.27) 的积分 路径: 


< e t v ) = (2 x y ^ j RB+1 


y(g + irN + jin ') 
P(| + irN + Ut ,) 


d 号， (6.2.28) 


<: r f €R- +, , r < r 0 , X < 0 . 

r 现在我们证明 sup P Ecr*(P, N) t 亦知 suppFc{x6R" +l , 

* • »l<0, nt r(P, N )}. 为此取 <P e c ? 使 supp(pc{* 6 R" +1 , 

* • n > 0, 1 e TCP , N )}. 代人 ( 6 .2.28), 注意到它的值其实与 1 
无关，故可令 1-* — oo , 而有 

H(rN 4- ^»j) = sup (*, rN + X^i) —oo. 


于是可得 


( F ,< p ) = 0. 

从而关于 £ 的支集的结论得证. 

_最后证明这种基本解的唯一性.注意到,'两个支集同 在半空 
间 Si +1 中的广义函数是可以作卷积的，故若£与£,是两个 
这样的基本解，考虑我们有 

P(Z ) 乂= P(D)E* E t = S*Ei - B i 
= E*P(D)E t ^ E*8= E. 

因此 E = E,. '■ 

总结本节的全部结果，我们可以得到以下的基本 结论： 

走理 6.2*25 以下三个命题是等价的. 

i) P(D) 在 N 方向的 Cauchy 问题是 C~ 适定的； 

ii) KD) 在 W 方向是双曲 型的； 

»0 POO 有唯一的基本解其支集在锥 C 中，而且 CdUe 
K- +1 ， <* ， W><0} = {01. 

证. i) —iO 定理 6 .2.1 3 已告诉我们 ( 6 . 2 . 2 0) 当 Inw<r。 （某 
—常数）时成立.余下的只要证明 N 是非特征方向.不失 一般性 
仍设 W = (1,0, • ••，（))，设 TV 是特征方崗，则将 P(D) 写成 
P(£>) s 2 o^Dl 

后，应有 < fn . 考虑齐次 Cauchy 问题 
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P ( Z )>=0，1 =0， / = 0，1， — 1. 

dr i>=o 

若 P (£>) 娃齐次算子： « o + | a | =« ，则 « = /'" 显然是一个非 
零解，而 KD ) 的 Cauchy 问题解不可能是唯一的，因此也就不是 
适定的.当 P ( L >) 不是齐次算子时 ， HSraunder [4】第五章也 
作出了—个非 零解.总之， P (£>) 对 ZV 方向是双曲的. 

; i ) — iii ) 即定理 6.2.24. 

in ) 0设 P ( D ) 有基本解 E , 且支集在 G ： + I ' 内，对于平识 
的 Cauchy 问题 p ( d )« = f , / ecr ( Rr i ), £*/€ Co "( R； +1 ),ifli 
且 P (£))(£* f ) = P ( D ) H */ = 5*/ = f 故《 = £*/ 是它的 
解.这个解必是唯一的，因为若有另一解令〃 = 则 

K ^ Rr 1 ) 且 KD)p = 0. 因此除 E 之外还有其它的基本解 
五+〃而与假设的基本解之唯一性矛盾.定理证毕. 


§3. 变系数双曲型方程 

1. Cauchy 间埋为适定的必要条件.上面我们对常系数偏微 
分方程得到了 Cauchy 问题为 C" 适定的充分必要条件是： PCD ) 
是双曲型算子.当我们稍微向前，想把这个结果推广到变系数情 
况时却遇到了极大的困难.下面我们只能证明，严格双曲性是 
Cauchy 问题为适定的充分条件.但关于必要条件却有完整的结 
果，即下面介绍的 Las-Mizohata 定理(见 La X [U，Mizohata[2]). 

定理 6.3.1 设 P(r, D ) 为具有 C 1 " 系数的线性偏微分算子， 
*€ R" +l , x = (/,*•„• ..，*•)，则它在非特征方向 iV = (1 ，0, • • • ， 
0) 的 Cauchy 问题为 C * 适定的必要条件是：= 0对 
于互 * € R H+1 , 只有实零点 r. 

证.引理 6 . 2 .1 2 已经指出了，对任一紧集 KcR atl (不失一 
般性，设0 € K) 必有常数 C> 0和整数々> 1>使得对一切《 e CS 
|«|„ + <C|P«U + (6.3.1) 

这里 s up |L>VC *)|, 今设 P „, O ， rj )-0 在: r = 0. 



?€R" 处有重数为 r 的复根 r 0 , Imr o #0 即 
P m (0, r 0> i) = 0 

必要时作变换 < =—<'， 恒可设 Imr 0 < 0. 很明显 5^0, 否则将 
有 h = 0. 于是 ( Rer „, §) 是一个 非零的横截于 * = 0的向 a ， 
因此可以作自变量的线性变换使变量£不动，而 （ Rer 。， S ) 变为 
(0, O ，."， 0, 1) = (0, 这样零点 r 。 将可变为 r 。 = — » •，而 

有 

p„(0, -；, 0, •••, 0, 1) = 0. 

因此 P «(0, r , I ) = (r 4- i^.yQCr, f ), 而且 P (—*» ^ 

特别是 

P ™(0, D 。， 0,…，0, D a )=( 认 + » D , y £»( D „ D a ) 

£>。= 丄3 ,， (6.3.2) 

i 

Q^D„, D„ 的 r 次齐性多项式. 

现在要局部化到* = 0附近而且将低阶项除去，为此作变緣 

变换 

y/ = xip'i, / = 0, 1 ，…，”， > 0待定，#> > 0 (6.3.3) 
于是 P(,x f D „) 变为 

P,(.y, D,) - . •. ， P s 'D y . y •••)» 

而 不等式 (6.3.1) 现在成为 

| V | 0 + < Cp ^|^ O » D,) V \U v € Cl ， (6.3.4) 
心是 K 在变换 (6.3.3) 下的象而可以是任意的紧集（但设0 e &)， 
I ^ 上式右方的卜 It 是対变量 y 来取的. 

以下的基木步猓是作一个渐近 解〜使 p,«p = 0(^-) 而与 
(6.3.4) 矛盾.为此，令 

/, == 2r, / = 1, •••,« — !, / 0 = ^, = 4r, 

则 

P~' mr P f {y, Z\) = P„(0, D 。， 0, •••, D.) 

+ ( 系数为0(>%)的”<阶算子 )• 

我们在以下形式的渐近级数中求渐近解 
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2 e '^ V j ( y ) p _i , ^ o ( O ) = 1, (6.3.5) 

V ( y ) 称为相函数.考虑到 (6-3.2) 中的因子 D „ + « V ) b , 我们取 
9 = —*>o + >'«» 于是⑺。+ « D,)qp = 0，但 Q { D a ip , D .< p ) = 
P 1) 在0,此外 

ImyCy ) < 0,当 y 。 > 0时. 

选定了? 1 以后，以 (6-3.5) 之第一项代人 P p « p , 其结果之最低次项 

将是 o ( p m -0, 具体地说，就是 £»(— /，1)-(0„ + «_仄>。()0,令 

它在 y = 0 附近为0,则只需取 hOOecs ,， 而且在 y = o 附近 

»-„ Cy ) = 1即可.决定了 h ( y ) 后,依次令 P ,« P 之各项系数为0 

即有 x 

Qi — i , 1)( 认 + tD H yvj { y ) = F / Cy ), (6.3.6) 

这里 F ,€ C (由 决定.注意到 O 。 + i \ D , 是 Caucliy - 

Riemann 算子，而我们巳作出它的基本解，由第二章55,定理 2.5.1 

即可得出一个 ^ i ( y ). 因为我们只需要在 y = 0附近考虑渐近解， 

所以可以用一个截断函数€ ct 而在 y = 0附近去乘〜00, 

即可设 v ^ ct , 而且在 y = o 附近适合方程( 6 .3. 6 ). 

N 

作出渐近解后，取其一个部分和 s 、我 

/ = 1 

们有，当 P — — CO 时 

|«^| + > 1 因为 P 中 (0) = 0,而 ^,(0) = 1. 

但是 = - 1 )，故当 P ->« 时 0从而 

(6 J .1) 不可能成立.证毕. 

以上的证明是 nemoe 和 HapHft 的（见 IleTKOB , Hiipuft [. 11 
以及 H 6 r ma nderU 3]). 它是一个很广泛的定理，不但适用于单特 
征情况，而 E 适用于重特征情况.重特征问题是当前线性偏微分 
方程理论中的重要问题，我们这里不可能介绍了，关于重特征的双 
曲型方程可以参看上面提及的 Hbphh , neTKOB 和 Hiirtmnder 的 
著作. 

2. 化为一阶方程组.现在我们要把有关常系数双曲型方程的 
结果推广到•阶方程组 
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D t u — ^ A i( g 9 + B ( t 9 x)u = (6.3.7) 

i 

这里 ^ 是巳知的 N 维向量，4(<， r) 和 B ( i , x ) 是 2VX；V 方阵， 
» 是未知的 W 维向量.这个方程组称为双曲型的是指 r 的方程 

det (r - S 咕 ) = 0 

当？ e R" 时对 r 有实根.这^条件就相应于定理 6.2.16 关于主 
部的论述. 

方程组 (6.3.7) 中研究得最充分的是所谓对称双曲方程组，即 
沟均为 Hermite 方阵的情况. Friedrichs 对于这类方程组建立了 
系统的理论 （Friedrichs LU) 以后，还将它发展为正对称方程组的 
理论 （Fr— [ 2 ]).它们都是以能 ft 积分为基础的.这类方程 
之所以特别簠要，还因为许多有重要物理意义的方程组，都可以化 
为对称双曲方程组.例如对 Maxwell 方程 


dB 

dT 


= rotW, 


dH 

eT 


—rotE, 


分别为电场和磁场强度，令为 <5维向龟，则 ll 述 

'M f 

方程组可以化为 


= 


0 — 1 


0 0 0 1 


Q u o o 

0 —1 0 

d Xt U 

1 0 1) 

0 0 0 

0 0 1 

0 0—1 0 


、 0 0 0 0 , 


d Xl u 


0 — 1 0 


0 0 0 
0 0 





. 更为一般地，我们要考虑方程组 

D,u 一 A(_t, x, D,~)u = /. (6.3.8) 

这里 f 和《同上，表示况维向量， X 为 A / X A / 方阵而其元为不超过 
1阶的 PsDO . 其所以要考虑拟微分算子，不是一般地为了推广， 
而是因为我们将自然地遇到这种情况.设 W 的全象征是^ 
爸），主象征为我们假设其元为 BS *( R " +1 X R °\0) 
中的元素 ( BS " ■是 y - 的一个子集，它要求在 
剛 a ( z ， r ，!)| < C (1 + 

中， C 的选择与*所属的紧集 K 无关），同时还要求〜(/，：《:,?)# 
是一次正齐性的.后一要求显然是为了减少细节的繁 

冗. 

对于方程组 (6.3.8), 我们并不要求 /!(»，* •，仏 ） 是 Hermite 方 

阵，而要求它是可对称化的，即有 

定义 6.3.2 算子 D , — A 称为可对称化的是指存在一个 C ~ 
映射 x (R n \o) — 

对 I 是零次正齐性的，而在 III = 1上连同其各阶导数均为有 
界，其值则为 Hermite 方阵，而且 

0 r^O, x , i) • a/r ， a: ， f) 为 Hermite 方阵， 
ii) r 0 (t, x, §) > cl, 

这里 ( x , i )€ R - X R "\0, t ^ K < SR , r 只与 K 有关. 

对称双曲组当然都是可对称化的.重要的是-类重要的高阶 
双曲型方程组 

P0, X ,D„D x ) = Dr- 2 X, 0,)0', (6.3.9) 

都可以化为可对称化方程组，这里 A„.iO,x,D ,) 是阶 
PsDO, 而其象征〜-;(/，*•，？） e BS m -，_(R， +1 X R")， 这〜 _i 的主 
象征设为 § € R"\ 0 的>次正齐性 函数. 我们 
假设 P 是严格双曲的，即设方程 

K 0> »» ?) = 

当 f € R " 时对 r 有《个相异实根 t (/，*, I ). 匕是 P 的主象征. 



对于偏微分方程，化高阶方程为一阶方程组是比较困难的. 
但在有了 PsDO 理论以后， Calderon 提出一种方法可以很快地完 
成这件事. 

作 P*DO 它的象征是 （1 + ，显然 

BS m ~\ 它是一个椭圆 PsDO , 很容易看到其逆是于是对原 
来的未知函数《引人一个新的未知向 MU 如下： 

'V = («!, • • •, H„), «y = 

很容易看到 (6.3.9) 化成了 

D,U - AV - F , (6.3.10) 

°\ 

q .. 0 ^ 9 A — A X) Bj — 

B, ■■■ B„l 

= (o, ••■，o,/). 这里我们要用到显然的等式 ^^ = /u,, 又 
4 与以可交换. B,_ 显然是1阶 PsDO, 其象征为 

因此，它的对《为一次正齐性的主象征为 
因此 *4 的主象征是I的一次正齐性矩阵值函数 

jo III 0\ 
i f | . 

很容易验证 

det(r/ — x, f)) = P„(t, x, t, |). 

现在要证明方程组 (6.3-10) 是可对称化的.但我们不妨考虑 
更一般的严格双曲方 程组： 

P=D,(6.3.11) 
这里关于 W 的假设和 (6.3.8) —样,而所谓严格双曲即指 «,(/,*,!) 
的固有值 i;0，*，|) 对 /€R, *eR% f € R"\0 是相异的实值 
C" 函数 ,（ 它们对 S 自然是一次正齐性函数).这时我们有 

定理 6.3.3 若算子 (6.3.11) 是严格双曲的，而且在 kl 之 | P | 




(某一常数) 处 A 之一切固有值均与（/， r) 无关，从而有常数方> 
0使的不同固有值有 

U - sO , *•, I ) - hO , X , 1)1 >5>0, (/,», I) e R" +1 X R'\0, 

h¥= k, 

则 (6.3.11) 是可对称化的. 

证.现在来作 r 0 (/^,f). 为此先注意到对相应于 
的固有子空间的投影算子是 

Pi ( i , x , O = (2wi) -, ( («,(/, r,|) — 

因为 — 所以我们可以肯定在积分路径所包围的区 
域中只有一个固有值很明显可以 看到& (/, 6 是一个元素 
为 f 的零次正齐性函数的 NX2V 方阵.于是令 

r„(,l, *•, f) = 2 j PtO,*, OPiU, x, O. 

/■I 

对， B 自然是零次正齐 性的 . 

取向鼍 v ^ C \ 我们有 

N N 

*-) = 2 Pi^ = 2 («A*S 

y-i /»i 

/»1 

取实值，所以^^是 Hermite 方阵.其次又有 

N 

0。》， *0=2 > r|k|| J , c >0, 

i~l 

因此 p 是可对称化的. e 的存在证明 如下： 以心，： r，|) 的固有向 
量为基底(这些向置之分量是0, 61)的 C" 函数，而且对$为零 

次正齐性），则可以用 i] ll?^l! J = S u ;0，*， 为 p 的另一 
1 ; * 1 

种范数 iinr , 是"按上述基底展开的系数.由于 

假设了当> P 时是常数，所以固有向量的分暈 
以及 ^0,*,?) 均为常数;在 kl < P 中则*■， I)是（/， 
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*， f ) 的函数而且对 g 是零次正齐性.但 c w 的一切范数均是 
等价的，所以必有0, r，S) 的 C~ 函数 r(;， *， d > 0使 

c (/,r , 幻在 1*| > p 时为常数，而在紧集 ^[0,T], |.rl <p, 
III 上为连续的，故必有正的下确界 C >0 存在. 

4•能最积分. Cauchy 问超的适定性. 现在就可以证 liiH 对 

称化方程组的 Cauchy 问题 

D t U - AO , x , Dl ) U ^ F , 

V\ l=a = G ( ' } 

的适定性了.我们的基本工具是利用能量积分作出一呰估计，然 
后再用泛璉分析的方法来得到结论.这种作法在偏微分方程中已 
经是常规的作法了.为此我们首先要证明一个遺要的不 等式： 

弓醒 6.3.4 (Gronwall) 设 y O) 与 /W 都足! [ 0, H 上 

的正值连续函数，而且有常数 》，C>0 使 

>0) < C [« +j* b(r) + f(r)]rfr], ^ [0, T], (6.3.13) 

则必有 

KO < C 卜， , + (6.3.H) 

证.考虑与 ( 6 .3.U) 相应的积分方程 

Z(0 = c jet + j [c(r) + /(r)]i/rj 
化为微分方程后,可求得其解为 
zO) = c [o^' ( + 

令 1^0) = yW - 4), 有冰0) < c t 妒 （rVr, 从而记 = 

有 0，O)<C0(O , 或 一< O- c >O))<0, 因此 
J ° dt 

下降，又因 KO) = 0, 所以 4 >( 0 < Q , 而且 

^CO<C</>G)<0, t€ [0, T]. 

但 = CW { i ) 而且 C >0, 所以 fFO )<0, 亦即 y(/)< 



20)， 所以 (6.3.14) 成立. 

我们所需的基本的能量积分关系式是 
定理 6.3.5 设 P = D , — J 可对称化且满足定理 6.3 J 的条 
件 ，则 对一切 M R 与 T > 0均存在 C > 0使 

- )!)? <C [||«(0, - )11? + . )||^r], (6.3.15), 

这里；€ to , T],«e c e ([ o , r ], H j +1 ) nc *( Lo , 而 _ ii 上 

式右方的 | l «(0, • )]|? 可以代以 i \ u ( T , - )[!?. 

证.我们先来证明在上述条件下 

!!«(/, - )|]f < C , 卜(0, •術 + J : Cll «( r , . )||； 

+ \\ Pu { t , - )||? ) drj , (6.3.16), 

S 令 K#) = \W0, ' )11 ?， /(0 = \\ Pu (^ t , - )||? 利用 Gronwall 不 
等式 即可. 而为了证明 (6.3.16),, 又只需证明(6.3.16) 0 .因为对 

c °([ o , T ]； H t + ') nc * ao , r ]；« o s f = c °([ o , r ]； H')n 

^([ O . n ,^), 当对"证明了（6.3.16) ; 以后，注想到 

IkO, 011 卜 11«0 ， . ） 11? ， lk(o, . )iu= ||«(o, • ） 11?, 

以及 

Pf = A,Pu + IP, A t 1u, 

从而有 

. )||?= HMt, - )|]f + 0(l)||«(r, - )||? 

代人(6.3.16) 0 ,即得关于《的 (6.3.16), 式，只不过右方的 C 发生 
了变化 . 

为证 (6.3.16) D ，我们引入以 BP 为主象征的自伴 

PsDO R(_t,x, D x ) 并考虑 f(0 = — (R«, a) = (Rd,u, «) + 

at 

( Ru ， d ‘ u )+ ( R , u , «). R , 是以 J ? 的象征对 < 之导数为象征而作 
出的 PsDO . 因此若记尸《 =/，则因 d ,« = + /有 

FC 0 = i ( RAu ， u ) — i ( Ru , Au ) + i ( Rf , u ) 

— }) + (, R , u , u ) 
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= — A * R ) u , u)-h 0(||«0, •）||5 

+ 11/0, . )110. 

诅由 r n 的条件 i ) 可知— A*R 是0阶 PsDO , 故 
((Kd - A * R ) uO , - ),«(/, - )) = 00(，， . ) lli ). 

以此代人上式并在 [ o，/](»e [0, T ]) 上积分，应用 k 的 u 有界 
性将有 

(K«( ，， - ),〆(，. ）)<c 卜 (0, . )||S+ j[(|l«(r, . )\v 
+ ll / Cr , - ) l |5 Vr ]. 

最后对 （ i ? a ，《) 应用 Girding 不等式，由 r 。 的性质 ii ) 即知有 
0 以及常数 C 存在，使 

(R«(/，. ），《(/，•））> c||«(i，.）113 — C|l«((, - 

但若以代替 K . 其主象征仍为〜不变，即可得到 

(6.3.16) 。. 

最后，若以 一（ 代替*即可使 (6.3.15), 右方的||„(0, • 变 
为 11«(7-, - )115. 

定理至此完全证毕. 

现在给出关于存在性、唯一性以及解的正规性的结果. 

定理 6.3.6 设/> = 认 一 d 是可对称化的且满足定理 6.3.3 
的条件， ^ R , f ^ LK [ 0 , T ], HO , giH ! . 这时必存在唯一的 
«6 c°([o, r] ， H0 使得 

P « = /， 在逆 ’((0， T ) X R ") 意义下，«(0, - ) =^,(6.3.17) 
而且适合能量积分不等式 (6.3.15),. 若 f ^ LXlO , T ], ir ), g € 
« "，则 《e c ~([ 0 , T ], H «). 

证， 设 《e C °([0, T ], HO 是齐次 Cauchy 问题 

(6.3.17) i . P , 则由 £>,« = 知 C *(10, T ], H 1 -), 应用 
(6.3.15 ),_i 以及 «(0, .)=0 即知 » = 0. 

荦夸準.引入空间 E = C "(|0, T ], H ") J ( P ( T , •)= 

0}，先_证*下*式是 PE 上的线性泛函/: 
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P * q >~* l (. P * ip ) = | o (/( r ，.），< p ( i ，•' ))打 + 十 （《， tp (0，.）). 

(6.3.18； 

这里我们要注意， P * 也是可对称化的（用 rj 代替 o ), 对应 > 1 ; 
(6.3.15)_，(其右方的 ||«(0, • )||1,应代以 ||«( r ，■ )!|1,)有 

Il<p0, . ） IIL< C 「 ||PV>, • )HMr, <P6 E. 

Jo 

因此由 (6.3.18) 所定义的 l (_ P *< p ) 适合 

1 KPW<C j : llP *< p ( r ，■ )[|^ r , 

从而确为 P * E 賦以拓扑的线性泛函.于是由 
Hahn-Banach 定理存在《6 L »([0, : Tl ， H 乃’ =£乂 [0 ，7 1 ]， H J )， 
使得对一切 fc ’ 有 

(h, P» = ^(/(r, - ) ， y(r, . ))<ir + y (g, V<0, - )). 

特别取 （?€ cj (( o , T ) X K -), 易证在 ^ ((0, r ) X R ") 意义 
下有 

p “ 叫， 

从而 £),«•= zi « + /€ P ([0, 了], H 1 - 1 ). 同时又有 0(0,.）， 
V (0. ■ )) = (?，《 P (0, ■ ))， 从而 «(0, -) = «(• ) ■存在性证毕 ■ 
M 证所 得的解的手零事 实上若 /€ C -([0,7], H ™), 

由前面的证明首得出 «€ C °([0, T ], W ~). 然后再由 
D,h Au + j 又可得《€ C '([0, T ]； H +os ), 仿此以往即知 “6 

最后证明所得的解》不仅在 L 2 ([0, T ], 奸）中，而且在 
C \ [0, T ] ， H 0 中，而且对于它能量积分估计式 （6.3.15), 成立. 
为此，作一串 C n -([0, T ] XR ") 与 g〆 C ^), 使/干 
L J C [0,7], HO 中，于 H * 中.令 «,e c -(| 0 , r ], -i 
相应于 A 与灼的解.于是将 (6-3-15), 应用于《，— 《* ，易 见叫是 
c # ( to , r ], HO 中的 Cauchy 序列，因此它有极限 Se c °([0, T 1, 
汗)，而且 P 2 = h 2(0, .）= 〆 .）.由 Cauc\.y M 题解的唯一性 
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即知 s = «, 由（6. 3 .15),应用于叫上求极限即知 S =« 也适 
合 (6.3.15). 

特别是将这个结果应用于产格双曲型方程的 Cauchy 问题，即 
知，若我们假设特征方程 0 = 0当充分大时与 
0, *) 无关，从而其根必造合 > 8>0 
( A 弄々)，则它的 Cauchy 问题是适定的.确切地说则有 

定理 6.3.7 若算子 （6.3.9) 是严格双曲的，即对 （<，*， f )6 
R ' +1 x R "\ c ， 其主象征所成的方程，即特征方程 

r, f) s t* — 2 ««,_,(/, *,|V = 0 
；»0 

只有相异实根而且当 M 充分大时， 
p m 与（/，*)无关，则对一切 dR , /€ L 3 C [0, n , H 0^€ H I+n - ( 
(/ * 1, •••，》>) Cauchy 问题 

Pu = /, Di" l u(0 9 . ) ** 釣 ， / =* 1， • • • ， m ， 

有唯一解 «€ "n 使在逆， (( o ， r ) x r .) 

意义下满足程，同时满足初始条件，而且 

S "DiH <c[|] M’ +“ + WWdr]. 

若 /则有 《€ C "([ 0 ，： n ，/ r ). 

以上的讨论中出现了一个不自然的 假设： 当|*|充分大时 
与（/， *0 无关，我们将在以后说明这并不是一个本质的限制. 

4. 有限传播速度性质.现在研究特征锥面在讨论 Cauchy 问 
题时的作用.设 P 0，*, D ,， D ,) 对方向 W 是严格双曲算子，刚 
由定义，若固定 *) 点而视 J * 为常系数双曲算子,则它仍然是产 
格双曲的.记相应于它的锥 r ( p ,^ AO 为 r (/, x , w ), 而且和前 
面一样，设 W =( l ,0，-.-，0) .我们来考虑 r ( f ， r ， W ) 对 —Cauchy 
问鼴的影响.对于波动方程， r ( p , AT ) 前已指出即是特征锥，.而 
由它导致了影响区域与依赖区域的概念，反映了波以有限速度传 
播的性质，现在我们要把它推广到一般的变系数双曲算子 • 首先 
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我们要推广空向面与时向方向的槪念. 

定义 fi .3.8 设有 R " +1 中的光滑超曲面心若其上各点的法线 
方向都在 r(/,*,A/)u(-r (/ 9 *,N)) 内，则称 S 为空向面;若一 
个向量 M r(/,*,A/)U(-r (/,* 9 N )), 则称的方向为点 
的时向方向. 

这时我们可以得到以下的局部唯一性定理.不失一般性，我 
们设 P 対（1，0，+-，0)是严格双曲的，而且设已作一个适当的变置 
变换，使対 w 方向的空向面(至少是局部的）为 < = 0. 

定理 6.3.9 若 f 是点 (0,* c ) 的某邻域 F 中的 C •"系数严格双 
曲偏微分算子，/ =0是过该点的空向面，则 (0,* o ) 有一个邻域 
使得若《€ C ™(7) 且在研中？《 = 0而在 {/ = 0}门 W 上 
D a u - 0, jo | ^ m — 1,则在 W * ■中《 = 0. 

证.作 P 的转置算子屮，很容易看到 / P 也是严格双曲的•我 
们现在将关于 i 1 的唯一性的结果转化为关于 T 的存在性结果，为 
此，首先要将屮拓展到 p 以外并且在 UI 充分大时具有常系数. 

为此，令0<00)< 1， C 0 -( R ) 当 / 时 0 = 1，而当 

it 

时0 = 0,作映射 

(z ， t) 6R， +1 h4ec|/| + M )(/〆）€ R"' 

则即合于所求.于是设（0,*。）即为（0,0)， 
而过此点作曲面= *%它与 ； = e ( e 是适当小的正数)围成 
—个棱形区域今在£上对 7* 求解 Caudiy 问题 

九 = 0 ，普|响 = °， 0 </< m — = 办）， 

«0)待定.不失一般性可以设对 P 的 Cauchy 问题之初始数据给 
在 S 上(在 (0,0) 附近， _S 是非特征的），如果対齐次 Cauchy 数据 
的齐次 Cauchy 问题 P # = 0有解 w ， 则由 Green 公式有 

| [vPu 一 u f Pv]dxdt =* | : A(u 9 v)ds + j A(t4 9 v^ds 9 

这里是 《， 〃 及其直到 《 — 1 阶导数的双线性形式， 于是 
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m 5 


tso 


由 Cauchy 数据的选择以及 - 0, Tv 0有 
I C ( k )«(8, x ^ qix^ix = 0. 

CO ) 是一个依赖于 P 的系数的处处非 0 函数.现在取 q { x ) = 
C { x ) u ( 6 , x) r 则有 ( C J ( ar )« J (6, x)dx = 0,于是 «(e, ar) = 0. 

Jl=a 

但此式対任意充分小的 e > 0 均成立，故知在（0, 0) 附近« ^ 0, 
而定理证毕. 

这里所采用的将唯一性问题变为转置方程的存在问题的方法 
是偏微分方程的基本方法之一.古典的 Holmgren 定理的证法与 
这里的方法完全相同. 


由局部唯一性定理即可得到以下的整体性的结果. 

定理 6.3.10 设 p 是区域 [o,r] X F 中的 m 阶 C" 系数的严 

格双曲型偏微分算子，1, ■•■,«) 是 fU<，；c， r iV， 

?) = 0的根，》-= sup |r,.(<，；r，f)| ，以 0 D ，：t a )e [m X T’ 
mo/n，*€v 

为顶点作反向维 c = {(/,A ：)； r€ (0,i a ) t jx — x„| < f(/ B — ()}> 
设它包含在 [ o,r] x p 中而且与 < = o 交于球域5 = {^;|*_ 
* o | <叫}.若《€ 在 C 中适合 P « =- 0,且在 S 

上有功《 = 0，/ = 0，1，- • -，m — 1，则在 C 中有 « = 0. 

证. 先设《6 C"([0,T] X F ), 对8€ (0,« 0 ),记 = <« — 8 
并以 ((..ro) 为顶点作反向锥 C e , 然后用一族旋转双曲面 

— *»1 J — ^0 — 从 ） 2 + t >\ 1 — i) = o, o < i < l, 
将心与/ = 0之间的区域盖满.由局部唯一性定理显 然有： 当 
1接近于0时，必有« ^ 0,从而= 0, | a | < W — 1}. 现 
在我们让 ；1 连续拓展到1并证明在一切&上均有« = 0,从而在 
6中《 = (1.由8之任意性即得定理之证. 
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这种按系数连续拓展的方法也是偏微分方程中的基本方法之 
—. 它是这样作 的：记 

A = [X€ [0, 1), D a u\ Sx = 0, |«| < w - 1}. 

AC [0,1] 非空，因为至少 Z-Og A . A 是闭集，这是明显的，由 
»的光滑性的假设即可知道. VI 又是开集，因为一切 M 当 B 充 
分小时)都是空向面,故若某一个;冬则在上给出0初姶数 
掂由局部唯一性定理知在附近《=0,从而在充分接近5,。的& 
上0°« = 0, (|«| 1). 但是[0, 1) 是连通集，它的非空 

的既开又闭子集只能是 [0,1) 本身.所以对一叨 ； U [0,1), &上 
« = 0从而在 C s 中《 = 0. 

现在来看 «e c - cio . T ],.®-) 的一般情况，若在 C 的某一个 
邻域外截断《 , 不妨设 《€ c™([0, T], #0 但忒’广义函数既然是 
连续函数的某阶导数，自然可设有实数在使 《e C w ([0, T ], H °). 
于是记 P « = /，坊 、 U = 我们有/ = 0于 

c 中而幻 =»0 于 cn{< = 0} 中 . 对于一串磨光梭子 CO )， 
考虑 Cauchy 问题 

p « =匕= /* P *» Or '» l.-o = g) k = = 1,•••,«) 

并令其解为 《*. 则由定理 6.3.7, h k € C m ([0, T ] X R "). 但当々 
充分大时 A 在 (意义同上一段）中为 0, 在 C,fl 0} 上 
为0,从而《*=0.令 CO 即得《 = 0,从而定理证毕. 

这个定理告诉我们，严格双曲方程解在(/。，^)之值，只依赖于 
数据(包括/与 fiV ) 在以 0 o ,*») 为顶点的反向锥内之值.因此，反 
向锥是解的依赖区域，与此完全相同，以 (h %)为顶点的正向锥就 
应该是影响区域.依赖区域与影响区域的存在反映了波以有限速 
度传播这一物理事实，但对变系数双曲型方程，确切的波速将随 
( z ， r ) 而变化，因而确切的依赖区域与影响区域这里还没有给出. 

从经典的数学物理方程理论中我们知道，对波动方程，当空间 
维数》> 1 为奇数时有 Huygens 原理成立，》为偶数时则没有. 
这一事实与特征锥的代数几何性质有密切关系， WjfS 可以想象， 
高阶双曲型方程相应的间题将更为复杂. Petrowsky 就此提出过 



“空隙 ’’（ lacuna ) 的概念(见 M . I ". neTpoBCKHft [3])， 后来， Atiysh ， 
Bou 和 Girding 又进一步发展了这个工作.然而这些工作都 
是对常系数方程而言的. 

现在回到我们的问题.这个定理告诉我们若要在(/。，〜)处考 
虑方程/>« — /的 Cauchy 问题之解，则只需在以（心〜）为顶点的 
反向锥内考虑此方程就够了，特别是没有必要考虑很大时方 
程的情况.正是由于这个原因，我们可以在 k | 充分大时修改方程 
而不影响到反向锥内解的性态.例如我们可以如定理 6.3.9 的证明 
那样，在 1*1 充分大处将 P 修改成常系数的严格双曲算子.定理 
6 .3. 3 , 6.3.5, 6.3.6, 6.3.7 中都作 T 这个假设，其原因即在于此. 

既然这个定理告诉我们，严格双曲方程的 Cauchy 问题之解 R 
依赖于数据的局部性状，则例如定理 6.3.7 中那样，在 C ^([0, n , 
中求解就是不自然的了，因为中的函数在 co 处的性态是 
受到了限制的.所以我们可以期待有以下形状的定理成立，从而 
得到完全的 C " 适定性. 

定理 6.3.11 在区域[0, r ] X R « 中作与定理 6.3.10 相同的 
假设，则对 /€ C -([0 S T ] X R "), C % S )(/= 1，…，《)， 

Cauchy 问题 

P « = /， gi , / = I , m 
在 C«([0,T] X V ) 中有唯一解存在. 

证.唯一性由定理 6.3.10 即知，为了证明解的存在，作截断函 
数 e ( M)e CJ ( R '), 使在 k | > 2 处 0 ^ o , 而在 h si 处, 

e - i . 令 于是 mc -([ o , 

n, 以 々和 糾为数据隶解 Cauchy 问题得解 

«*€ C ~ ao , T ], H + ~：j 中.由嵌人定理， C »([0, T ] X R "). 
但当 |*|< mina , K ') 时，由定理6.3.10, 《* = 〜,， 所以在[0, 
T ] X R •中存在，它显然是所求的 Cauchy 问题 

在 c ~( io,：n x r ，) 中的唯 一解. 

最后我们要指出，这一段的定义 6 .3.8到定理 H 11 都是讲的 



偏微分算子而不是拟微分算子.这是因为在定理 6.3.9 的怔明中 
我们本质地应用了 Green 公式，而它只能用于偏微分算子.事实 
上，下面的反例说明了对严格双曲的拟微分算子，有限传播速度的 
概念是不成立的. . 

令为以 m 为象征的 S 1 PsDO , 考虑 Cauchy 问题 
D,u — A ( D x )u = 0, 

«|,=0 = *(*). 

若有限传播速度的概念成立，则至少在 < > 0充分小处，觯《( ( ， 
0)6 < T ( R •乂因此，对*作 Fourier 变换有 

~ — «|||« = 0 , 

dt 

公(0, .）=1， 

从而吣, f ) = 然而作 Fourier 逆变换显然得不到紧支集 

广义函数 . _ 

在以上的讨论中，严格双曲性是很本质的要求.如果仅只有 
一般的双曲性但非严格的，即方程 

PmO) x ； r, |) = 0 

关于 r 虽然有《个实根，但未必都是单根——这种情况称为具有 
重特征的情况；具有重特征的双曲型算子称为非严格的或弱的双 

曲型算 or weakly hyperbolic ) - Cauchy 问题不一 

定有适定性，而只有在对低阶项加上一定限制后才能保证唯一性, 
重特征问题是当前十分活跃的问题，在此不能多作介绍. 


§ 4. Cauchy 问题的唯一性 


l.Carleman 估计.双曲型方程以外的 Cauchy 问题是一个 
极复杂的问题.下面我们介绍 Calderon 关于它的唯一性的著名 
工作 (Calderon [3]). 可以说正是这个工作显示了拟微分算子作 
为一个工具的威力，因此，连同它的其它成就(突出的是在椭圆性 
问题中）,给拟微分算子理论争 w r ‘生存 权”. 


• 377 • 



具有解析系数的 Cauchy 问题的解(在非解析域中）的唯一性， 
已由 Holmgren 定理保证了.但是对具有 C™ 系数的情况，已有 
很多反例 （Cqh«i[l], Plis [1]) 说明 Cauchy 问题 不一记 苒有唯 
- 性 ，对这些反例，在 Hiirmander [18】中作了洋细的分析. Calder¬ 
on 的工作[3】指出，为了保证解的唯一性，必须对特征的几何性态 
作详尽的讨论.我们将要证明如下的 结果： 设有《阶线性〔~系 
数的方程 


p« = U (6_4_1) 

而且， - 0在（<，*)« (0, 0) 附近不是特征，于是对它可以给出 
以下的初始条件 

D',u = 0, = 0,1, •••,»«—]. (6.4.2) 

蒞用 p ( t , x , z , i ) 表示 p 的象征，我们假设 

(0 PO,^,T,i)^o 对1：至多有二重根，而且实根都是单 
根，重根 r 必定适合 lltnrl > e > 0； 

(ii) 相异单根 T| ， Tl 必适合 - r,| > 6 > 0.现在把相异 
根记作 *7 = T;(/，;r，|) = a，(/，：r，|) + /卜 （f，*，f)，a , 和 匕取实 
值； 

(m) 任意单根 6 必满足以下条件 之一： 

a. b\ Imr^ ^ 0 ； 

b. bj = Imp < —e J 

c. ~ < {<!“〜}♦ (6.4.3) 

ot 

以上条件都是指当 （/,*) 在原点的某一邻域中时对一切 f 成立. 

(iii) 之 c 中的{~，心}是 Poisson 括号 

0 

{a t9 bi) = 2 j — 

«=i 

对于 H(/，r, f) r — a i 9 可以定义 Hamilton 方程组 

手 "r = 1，夺 ■ 一认 ■ S t a i9 

as as 
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dx k i^ K 

d ； "一 = （ 6 -“） 

它的解 i { s ), *( f ), r ( s ), ^( i ) —定适合 H (/( j )， ar ( j ), r ( i ), 
iO )) = const . 这个解所定义的曲线称为 H 的次特征曲线，特别 
是适合 «(< f ) s ^) t r (,),^)) = 0 的称为零次特征曲线.但 
在讨论方程组 (6.4.4) 时，其 关于* 的一个给出： （=/ +如从而关 
于•*■，？的方程成为 

dS, k 

dc ' = * ， I )， = dx^iCt, r, §) 

而可以況 比 »* = »*(0, s % = 5 〆 *)， 当然应适当选定初姶条件. 

最后再将所得结果代入矣于 r 的方程即可直接积出 r 来.如果适 
当选定初始条件，恒可使得在其上 r — «,(/，r，0 - 0. 所以可以 
认为 (6.4.4) 的解总是零次特征曲线,而条件(出)之 C 成为 

( i ~~? ―是 + ?山 

左方恰好是 fn 沿 T 〜 的零次特征曲线£增加方向的方向导数， 
所以这个条件 就是： 卜沿 r _ n; 的零次特征曲线/增加的方向 
不增. 

我们将把唯一性的问题 化为唯 一招展 问题： 事实上，若在 
/ > 0中求解 Cauchy 问题 (6.4.1),(6.4.2), 则我们首先将它化为 
平坦的 Cauchy 问题（§3)，然后，再令« = 0 为/ < 0处的解，则 
上述唯一性问题等价于 ：于， <0处令«^0,并将它拓展到 （0, 
0) 的一个完整的邻域(即包含一个以 (0,0) 为心的球的邻域)，使之 
适合 P« = 0,并证明这种拓展的方法是唯一的，即« = 0. 

因此，我们现在将要证明的基本结果是 
定理6«4.1设 P 为在 0, r ) = (0,0) 附近的《阶线性系 
数偏微分箅子， (= 0 在原点附近不是特征，而且满足条件（0, 
(ii)，(iii). 若于/<0处《主0,则将《拓展到(0, 0) 的一个完整 
的邻域中而成为 P« = 0的 C" 解时，必有《 = 0/ 

这个结果对广义函数解也是成立的 • 
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这个定埋的证明基于一个具有指数权函数的估计式 
\\ >9 y, wuVdt < c 山， 

Ml 表示对 * 的 h 范数.这个方法首先见于 T. Carlemtm 关 T 
两个自变量方程组的 Cauchy 问题唯一性的工作中 （Carleman 
[1]), 因此这种类型的估计称为 Carleman 佶计.在这里我们需要 
的估 计是： • 

引理 6*4.2 设 《e C ” 支集在 0</< T ， •内，则必 

存在一个与《无关的常数 C 使当都充分小时有 

\ T e KT-^ V ||D°«||^/< C(r l + T 1 ) ( r e ,(r - ,, 1|/ > a|k/. (6.4.5) 
J 。 i . k ™ J 。 

在证明基本的不等式 (6.4.5) 前，我们先证 
申弓 Jf 6.4.2 可¥#电苹 f 6.4.1 令 fO)e C» 定义在 
处且 i <<2T/3 W CW 吾 1，<> 7 •时塞 0 于是对 f = 
C« 应用 (6A5) 即有 

f r，i C(X- 1 + T j )( T e^-^mKuWdi 

Jo J2T/J 

< C^X- 1 + T 7 ) [ 7 e li7 ^dt 

Jar/3 

4与7’有关，但与 ;i 无关. 现在固定 r， 有 



< C 2 (l-' + T)7V TV, . 

令 A — co 即知，除非||4 = 0于 （0,7 V 2) 中，上式不可能成立. 
至此我们看到，问题归结为不等式 (6.4.5) 的证明. 

2 .化为 一阶方 程组 . 5 3 4■我们把一个高阶双曲型方程化为 
一阶方程组，那里所采用的方法也是 Calderon 的贡献.现在对我 
们的问题因为； 一 0假设不是特征，所以不妨设方程为 

m 

PO,x ； D„D x ) = D-； ■+ 2 Q,0,^D,)D?^ t 
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从而其象征为 


m 

P 0 , x -, v ,0 = ^ m + E 

仏对是/次齐次多项式， 

引入新的未知函数 

= A^iDi^u = Dr l A m . f u 9 

并记向量 a*) 为 = (a ， “•， u m ) 9 则 P« =* / 化为 
D t Uj — Auj +l =* 0, j ^ U • • •, w — 1, 

D,« ra + 2 D x )A l ''u m . l+1 +RU^f. (6,4 ' 6) 

i? 是关于 I)， 的零阶 PsDO , 而其象征<：~地依赖于因此化为 
方程组后，其主象征是《» X m 方阵 

( 0 -III … 0 \ 

i I .■/ .一 ^ = r /+ H ( z ，*， f >. 

㈣ r " ■•- q , I 

很清楚， no , x , o 之元素对5为一次正齐性的，且 
det(r/) + H(/, *, I)) ■= P(/, *; r, I), 

而且 H 的特征根反号后即 P = 0关于 T 的根. 

但是要注意，在引理 6A2 中，我们假设了《具有紧支集.而 
I；则不一定具有紧支集，因为在作I ；时，对《施以而它并非 
局部算子.虽然如此，我们将看到这并不会给以下的讨论带来本 
质的困难. 

在化一个高阶方程为方程组 (6.4.6) 或记为 

D.U + H(/, *, 1),)1/ = i?,l/ + / (6.4.7) 

是以为象征的一阶拟微分算子)后我们 
将求证一 个以下 形式的不等式以代替 (6.4-5): 

It；"% < CiX -'+ T 1 ) + HUWdi 

十 C|V( 叫 S ||I)-«|| 2 + dt, (6.4.8) 

L : fl'rfTHJ-l J 



这 m \ww j --- v; 

山 （6.1.8) 即可推捋 （ M .5). 这是 w 为 IvU / 之记义知必 frU 
:'常数 f > U 使 

c -' llf / lt 1 ^ S ll / J - Hll ^ rllt / ll 1 . ( M / J ) 

a_ ^/>, -1 

同时，对紧 i 集函数 《 K *)， f “ 叩 W •含尸 Ul 今 r 内，则山 Tree's 
13!^ .-/^ W - i ,^(2 i .5)^ 

lil 此有 

I \\ D - u \ V < C \\ U \\\ ((>.4.111) 

a </•> -i 

又对 l ： 述的 <p ， ffl Tmes (.5 1 '• 25, 命迥 25.6 nj 知 

J . l - 屮 C ( r ) 随 r fft •趋向 D . W 此对 (6.4.8) 心力 • W ^ 项 W 以得到 
X ； II 叫 I 』 + l ! Dr l « l| 2 _,^e i |/ r « n J . 

d •' ，川 

e 随， 而趋十<1，把这个结果代入 ( f >. 4 . s)Ri " 

j’，-,)， X ||D"„|| 2 ^ ^ C(X-' + T ! )^e u '- n '\\D,U +IIU\?dt 

• n : al</N 

+ Ce ( ， e in '- ,,! V llZT ， U jl 2 心 . (6.4.12) 

但由方程 (6.4.7): D,U + HU = R,V + F , 而 '/ ■•二 （0, • •. ，0, 

/)， 故 

\\ D,U + // ty | l 2 < C ||/| P + C ||/ ir + C 乂 [| D -«|[ 3 . 

_• 

代入 （ 6.4.12 ) 整理后即有 

u - cs — c(i- 1 + t 1 )] y 'ururdt 

J 。 ft . f,t 

< c (; r L 屮 7- J ) j r e lvr ^ >! \\ i \ Vdt . 

Jo 

iU e, r l L;r 允分小即得式 (6.4• 
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由此可见，引理 6.4.2 的证明归结为 (6 A 8) 的证明.而为了证 
明它，我们将利用关于的根的假设 G ) 至 （ iii ) 以便将 
化为 Jordan 标准形.粗略地说，这里的思想是设有矩 
阵 r ( Z ，*， f ) 使 rH〆 1 为 Jordan 标准形，则令以 r (/，:》 r ，0 为 
象征的拟微分算子为 》•(/,*, 仏）而则_ 
r(D,U + HU) = D.V + rHr~ l V + T 9 U 
7•。是一个零阶拟微分算子，而 rHr - 1 之象征是 Jordan 标准形 • 
记 tHt~' 为/，很容易看到 

\\D,U + C||£>,F + /F|| J + C||[7|| J . 

代入 (6.4.8) 即可知道，我们只需茌 H 为 Jordan 标准形的情况下来 
证明它.以上是基本的思想,但具体实现它有许多困难. 

首先我们从化的象征为 Jordan 标 
准形开始.但之元素是函数而不是实数域或复数 
域的元，这时化它为标准形按 ApHOJlbfl 的说法是“不明智的”，关 
于这里涉及的困难的本质，可以参看 ApHOTbfl 的文章 [1]. 不过 
由我们的假设 （ i ) 至 （ iii ), 的特征根重数不变而且不 

同族的特征根之间是严格地分离开的，而不至于茌 （/, *) 变化时 
发生这个特征根与另一个特征根相重合的情况.因此，至少我们 
可以证明，对 1,6 5-*, 必有原点的一个邻域 iV 以及 匕在沪 上 
的一个邻域使得可以找到在 NXQ 中的光滑矩阵『0, h 互） 
而 r / ZP 是 Jordan 标准形.用有限多个这样的£3即可覆盖5"一 1 , 

记为{^}，相应地有仏和 r P 0 ,^, SX 令门队，则当0, 

» 

*)€ iV 时， r „ 在沐中化《(/，*，$)为 Jordan 标准形.现在作 
从属于的一的 C ~ 分割 （ W ), 并且将它们和都 
按零次正齐性函数拓展到1纟| = 1以外，但在 f = 0适当修正，我 

们有^ 1. 我们可以利用标准的方法将 r „ Hr ； 1 拼起 

¥ 

来，使得除相差一个 f 元， H 化为 Jordan 标准形，作法 如下： 
是 $ 空间的 截断 函数，为了将 (/在 f 空间截断，我们 
当然可以应用以0/0为象征的拟微分算子因为 
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S ^( i ) = 1，所以由拟微分箅 f 的复合的公式有 
S ® KDx )= 1. 

9 

因此，若令 U , = < PM 应有 

Sii^ii? = iiuii?, ^ = 0,1. - 

于是 ， 

WD.U + HU\\ 2 = W^viD.U + HUW 

V 

= 2 \\D,U V + HU r + 

V 

= 2 \\ D , U t + HD , I | 2 + 0(_0. 

V 

下面来看事实上 

HUrO, *) = (2*)-j e ^H0, r, !)()„(/, S)j§ 

= (2*)-j e^r u Hi t .^, r ^r v G,0, 

这里 r r H ( t , l )» T l 只在 G , 中为 Jordan 标准形，而没有在整 
个？空间中变为 Jordan 标准形.为了克服这个困难，注意到是 
由(/利用3>，在 I 空间中截断而得，因此我们可以在外任意改 
变 HO , x , |)而不致于改变之值.所以我们作 C ™ 函数 
映 111 一 1到中，而在 supp 步，上，必， (5) = 1，并且将 
0乂$)按 f 的一次正齐性函数光滑地拓展到 lfi = I 之外，并在 
吾= 0附近适当修正它，则以 /,*;&(?)) 除了相差一个 f 元 
素外，化 W (/, I ； < pv (§)) = 仏0, *; I )为 Jordan 标准 形人. 
但严格说来人仍然只在 II 丨= I 上是 Jordan 标准形，因为在 
UI = 1之外人应保持为 f 的一次正齐性函数.因而相应于 
ill - 1上的 每一个 Iordan 方块，在 = i 外，我们应有 
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今圮以八 (/ ， A. ， 0 ，", 心， r ； .'(t, .r, • ) 乂 〆 f'Jll:! 丫 .J 
一阶与零阶 U/WUW . 啟分兑 I•- 为人， //,. ， S r , Wl] II 
HU V = H^J t + MJJ„, jW v e L-^. 

再记 R v V v - 1 F , 又有 

U v = S v V, + r.,U p , 7 '_,f L-'. 

因此 

' \\ u u \\ 5 ； CIHMI + C||ii„||, l4 

再由 （6.4.11) 即有 

l|i/„||<C||F,.||. (M.n) 

此外 

RXD.Ur + HU V ) = D,F„ + RJ/ l S,V r + T.U, 

-以匕十 /„!/,+ T ', u „, r„, 7 > L \ 

由此又有 

\\ d,w + j u v v \\ < c \\ d , u v + uuA + r?iu；,||. (M.14) 

总结 （6.4.13) 和 （6.4.14) 即知，若我们能证明 
(%^' IIFJIV / < c ( r ^ + - r )^ c lt ：! - , v \\ D , Y , + y „ r „ i | V /, 

0 (6.4.1 S) 

则对每一个 u ， 可以证明 

jV (T - ,l ， ||t ； 1 ,llV/< C { l~ l + r J )jV (I ^ )i ||£>,t/„+ 

+ C(l~' + T 2 ) [ T ，卜 

JO 

再对 v 求和，并令 i- 1 与 r 充分小即可得到 (f>. 4 . 8 ). 

这样,我们的问题化成求证 （ 6 . 4 .1 5 ). W 为入足 J - rdun 杯准 
形，我们可以只对人是一个 Jordan 方块的情况来池明.山假设 
(0 至 ( m),A H 存一阶或二阶方块两种情 
若/，是一阶方块，则 D,V v + J v V, 成为 
D,v — r(/, x ； D,)v, 

!•(/，*•，§)■ P ( l , X； T, f) = 0 的根，而 
D,v — r(/, x, D x )v = D,v — [«(/, x, D.) + ib(j,x, D..' 1 1 \ 
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若入•是二阶方块，则 d s v v + j „ v 9 有两个分3:各为 

D t v — La + ib"\v -H Az^ 

D.z 一 [a + ti>]z 9 

a 是以 hi 为象征的拟微分算子. 

以下我们将分别对这几种情况来证明 (6.4.15). 

3.唯一性证明的完成.再提醒一下，现在我们的目标 垦证明 
引理 6.4.2, 即不等式(6.4.5)，在那里我们假设了《€ C ' 且 X :女集 
在 0 </< r，l *|< r 中，然后我们逐步地将问题归结到求昍 
不等式 (6.4.15), 但因从《到导出 P 我们已经用了 * 的拟微分 W ?• 
A „-,- 作用，所以^对 z 不一定有紧支集，但其支集仍在 o</<r 
中，而且容易看到， V € C 1 , 因此下面应用分部积分法仍是合埋 
的. 

Jordan 这时应该证明 

° ° (6.4.16) 

- r(/,x, D z ) = «(/, *, D x ) + x, D,)» 而《与 * 取实值.以 
下按假设 ( 出 ) 的三种情况来证 明它： 

(iii) a. b = Imr 5： 0. 我们可以对 和 加 

上适当的低阶拟微分算子使《(/，*,仏） = «*(/, r，D r ), b{t,x, 
而且当: T ‘和 2’ 充分小时，这样修改当不致 

影响 (6.4.16). 

令 

D,v - rt- - e ^-'^v = *, 

e UT -⑽ f = 裒 = D,» _ rs + il( / - T)», 

我们有 ， 

d,{z,z) = 2Re(z ; ,e) = 2Re(ia«, e) — 2Re(^s, g~) 

+ no - T)iur+ 2 Rt(ig, z ). (6.4.17) 

W 为 b{t, Xi D„) 的象征 所以可对 Re(> a ，*) 应 

用强 Carding 不等式而有 
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Re(Aa,?) ^ •—C||s|| J . 

同样，应用 « = «*, 2 Ref ( na , s ) = 0, 因此由 (6.4.17) 有 

a ,(^,*)< c || 2 || I + c |!^||.||*||. 

双方乘以 T - t 再对 r 积分之，注意到 《 之支集在0 < < < r 中， 
即有 

+ II4 2 心) 览 II 叫 *. 

故取 r 充分小即有 

[ IMiwgcr 1 — 

这就是我们需要的 ( difi ) 

( iii ) b . A = [ mr <- s . 这时算子 lD ,) 是椭圆算子， 
因此有拟逆 F . O ,^ D r ) 为一个 _1 阶拟敵分算子.用前面引入 

的记号/ ** ZV — [<| + 有 

/= 

**»/,+ / 2 + 2Re ( (D { z 一 as 9 一 ibz + il(t —* T)?)rf/ 

.'n 

= | o [|0,3 ax\\ 2 dt, /, = j \\bz — 1( / — 7")sr|M, 

用分部积分法容易看到 * 

2Re - TW - 1 f hfdl, 

因而 

/ = + / 2 H-x( + 2Re \ (D f z — <i« »一 ibz^dt 

Jo Jo 

— 2 Re I ( ng 9 (/ — T»dt 

-/,+ /, + ! IMPrf/ + 2Bc [: (D,« — at, —ri>z)dt 

—/ f ((«* — «)«, XCi — (6.4.1 

Jo 

因为 〆 /, 6 D ,) 的象征 *»0, q f ) 是实的，所以，一 《 愚家 
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阶拟微分算子，因而上式最后一项适合 

j— ，• j 。 （( O * - a)z 9 l(/ ― T)s)di j < ClT j |U||V / 4 

选 r 充分小使则将上式代入 ( 6 . 4 . 18 ) 将有 

||»||’由十 2 Re I (^ D,z — as 9 一 ibz ) iz % 

( 6 . 4 . 19 ) 

现在估计最后一頌： 

/j 388 2 Re j (jy t z^ 一 ibz)it + 2 Re j {z 9 ia*bz)dt 

= 2 Rc j: (D,z - ibz)dt + J T («, i[a*b - ( a *A)*]zV/. 

应用分部积分法以及 * 之支集在0 < / < T 中这一事实，并注意 
到 


2 Re 


(D,*, ~ibz)dt = 2 Re j , bzjdt 

= MX! 1 斗 , .- Re in 如 
= 如 -MU 如 

+Re JXf-* (A -^) d< - 


则利用 《(/，*，£>,) 与 b < it , x , D x ) 的象征都是实的，从而 <.**- 

(«**)*€ L \ b - b *€ L \ L 1 , 即有 

ot 
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J 3 >-0^11*11(11^11 + MV /. 

又因 \\ D t z \\ == \\ D t g — o * + <1^|| < || O t y — a^H + 故 

l s > —C I |l*ll - 11^*11* 一 乙 j 。 II *1 卜 I|D〆 一 az[\dt 

> -c j o T \U\\ - Mdt - + j: \\D t z - ax \Ydt 

-c j: \\z\Vit. 

在这个运算过程中， C 表示不同的常数，但一直与; I , r ，* 无关. 
代入 (6.4.19) 即有 

i>-h + h + - Ci - c)\ T "4 1 由 - c\ T | U |[ • || ii *|!*. 

2 3 J ® J « 

(6.4.20) 

注意到 * 是椭圆算子，从而有拟逆 E (0, 故 

As = ( AE ) oJ * + r *, r € L ®, AB € L # . 

因此 

|1A»|| + C||*|| < Ct|^+i(T-<>ll 

+ c(i + ir ) ik ||. 

从而由 h 的定义又有 

C j >[ 卜 ||A Z ||* < 含 ’】 + C(1 + ilT) j: || a || J ^. 

将此式代人 ( 6 . 4 . 2 0) 即有 

/ (1 - C )「\Wdt - C(1 + IT) Ikll 1 * • 

=[x (|- 一 cr ) - f C ] j: W^ ldt - (6-4-Z1) 

若 7' 充分小以至 CT <\-, A 充分大以至1一 5 «：>去，有 

.i 2 

l>^\ 7 Il4 a 山， 

6 io 

亦即 
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〔 < Cl 1 ■[: W nI \\D,v - tvWdt. 

这就是我们辯要的 ( 6 .* U 6 ). 

( iii ) c , < {#,6} = 2 现 

Ot … 

生我们从 (6.4.19) 开始.和 ( tii)a 一样,我们设仍 
然注意到《的支集含于0 < / < 7’ 内，有 

It — 2Rc f (D t z 9 ^tbz)dt H- 2 Re [ {z 9 iubz)dt 

•，p J (_ 

= Rc JI + Rc 。 ) 

+ Re j (*, i[ab — ba]z)dl 

=Re j (D,*, 一 il>z)dt _Rej ( — i^a, D,z) 

+ Re j (*, —b t e + i\.ab — ba]g)dt 

— Re j (_s,—b,z + i[ab — ba]g)dt. 

但是拟微分算子 * 与 * 的交换子 W ，= ab - ba 是一个一阶 
拟微分算子，其主象征是 Poisson 括弧{<»， M . 由条件（沿） c 应 
用强 Girding 不等式即知 

代人(6.4.19> 有 

./>/■ + /,+ (+ 1 — C)j: Wdt > (+ 1 一 C)j: || Z 1H 
因此若取1充分大以致+1 — C > +，即得 

- 31- 1 jV ( T - ,,， || ZJ ^ 一 rHI J 山， 

因而得 ( K 16). 
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二阶 Jordan 方块的情况，这时记卞= 

% • • • « • • 

D t v x 一 （tf + ib^Vi 4 - Avi = ) i% 

D t vi — (tf 十 ib)v 2 = /i. 

我们应该证明 

< cu— 1 十 r 2 ) jV^UI/.ll 1 + 

但是对于〜我们可以按一阶 Jordan 方块的情况证明 

对于 h 则注意到 D t Vi — xv x = /, — At / 2 y 也有 

< CX~ l e ,IT - oi [IIAII 2 + \\Av 3 r]dt, 

因此，下面需要做的，仅仅是估计 \ T ^-^ WA ^ fdt . 为此，我们 

J 0 

从 (6.4.20) 开始.二阶 Jordan 方块必定对应于二重的特征根，故. 
由假设 （i), IImr I為 e > 0,所以 D x ) 是一阶拥圆拟微 
分算子而有拟逆 E: 

Eb = I (mod Z^ 1 ), 

Azi =* (AE)°^«2 + rz2 9 AE , r € L° t 

gi ^ e l ^ M pu 因此 

\\Az 7 \\ < C\\bz 2 \\ + C"2 2 " 

《 c\\bz 2 — x( / — r)« 2 || + c(i 4 - 

双方平方积分，注意到6的定义，即有 

< Ch + C(1 +打 2 ) (6.4.22) 

双方乘以 Ikll 积分则有 

C T II^11 - |lA 2j |U*<i/ 2 + C J (l +IT) f I H* a || , *. (6.4.23) 

Jo 2 

以 ( 6 . 4 . 22 ) 代入 ( 6 . 4 .20) 在适当选定 7 •与 il 启即有 
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^ [ c IUj |] 2 4* (a > 0). (6.4.24) 

利用 ( 6 .4.22) 即得 

<C1 + C{\ + A'T 2 ) jjU 2 || J *. 

但 ( 6 . 4 . 24 ) 同时又吿诉我 们《1 ( r |M% </ ，因此 

j: Uz^di < C(1 + IT ! ) ^ 

故 

j:WUl a * < c(i- [ + r 1 ) jV lT - ,,, [[!/,|| 1 + \\h\\ 3 ]dt. 

因为对 ^ 巳经 iE 明了完全类似的不等式，故有 

< cd - + to ^xwur + ii /, n j )^. 

全部证明至此完毕. 

Cauchy 问題的唯一性与可解性问题有直接的联系. Calderoa 
在 [3] 中就在证明了唯一性的同时给出了一个存在性证明.此外， 
唯一性定理的 ffi 明还可以归结为次椭圆估计，参看 Taylor [1], 


§5 . 半群理论及其应用 


l . C tt 半群.一个发展方程就是以下形状的方程，*是时间： 
年 + A “ = 0, (6.5.1) 

04 

其中 j 是—个线性算子： J.-E — E ， £是一个适当的 Banach 空 
间. 例如 A = A { x , D x ) 是其一 例. 从形式上看， （6,5.1) 是一个 
常微分方程(具有算子系数)，如果对它附加初始条件 
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K(0) = *， 


(6.5.2) 


我们自然设想通常用以解决这类问题的 Laplace 变换在这里也可 
应用.但是，一般地并非有界算子，因此，其定义域通常也不是 
整个空间现在我们设<4与*无关，它的■域为 UCE,D 在 
£中稠密，而且对任一 上述 Cauchy 问题( 6 .5.1),(6. 5 .2)恒 

有唯一解 «W€D, / € [0,oo), 而我们可以形式地作 Uplace. 


换如下：令 

V{p) = | o ， 

则由 (6.5.1) 和 (6.5.2) 有 - 

PU(p) — «(0) = ATJ{_p). 

从而 . 

u(p) - (PI - ^)-*«(0) - {PI - A)~ k x. 
用逆变换即有 

«(<) =- I e ft (pl — A^~ l xdp. 

2tci 


(6.5.3) 


这种运算纯粹是形式的，而需要对 》(0 加上一些限制，例如 
||«0)||<M e » f , M,/? 为常数. 

要一般地验证 (6.5.3) 确为所求之解也有不少困难，但是这个作法 
确实提供了解决问题的线索，例如必须将解 《C 0 与/ 之豫解式 
(PI -A)~' 联系起来等等.把这里的想法精确化就是半群理论. 
可以看作是 x€DCE 到£中的一个线性映射 
T f ： E -* E', x I ~ * m(/) = T,x, 

上述(6.5.1)，（6.5.2)有唯一解的假定就成了 

T,oT,^T l+ „ T 0 = /, (6.5.4) 

满足初始条件就成为 

lim T.r = T^x — x. (6.5.5) 

no 

(6.5.4) 称为半群性质， {T,}Oe [0，+ oo)) 称为一个半群，（6.5_5) 
是一个连续性性质.这样， Cauchy 问题（<!.5.1)，（ 6 .5. 2 )就是如何 
从3作出一个半群的问题.大约在 I 948 年左右，吉田耕作 



(K. Yosida〉 和 E. Hille 互相独立地解决了这个问题.吉田耕作 
的方法是用一串有界线性算子 去遥近 d ，对则作= 

f ] lK - A n )^ K \ = TT， 然后有 T, = Kn,7T. E. Hilk 则用 

* = (J … 

下式作出 A: 

T t = lim , 

» \ ft / 

我们看到，至少形 式跑有 T , = e ~^, 而当 3 为 iV 阶矩阵从而 
(6.5.1) 是常系数线性微分方程组时， （6.5.1), ((i ,5.2) 之 觯确是 
«(0 - = T , x . Hilk-Yosida^: 论当然是它的深刻的推广，它 

是泛函分析中重要的成就之一.以下我们作一些简单的介绍，读 
者欲知其详，可以参辑吉田耕作 [1],[2] 以及 Hilk 和 PhilliptU. 
半群理论对发展方程的应用在增田久弥 （Mmid a , K.)[l] 和田边 
广城 (Tanabe, H.) [U 中也有系统的叙述.近年来，半群理论还 
成功地应用于非线性问题，例如可见 Brezis [1], Barbu [1〗，官 
寺功 (Miysdera, [.) [1]. 

定义 6.S .1 设在 Banach 空间 E 中有一族线性有界算子 {Ih 
t € [0, +00)，造合 

T, 0 T, = T, + „ T 0 =/ s (6.5.4) 

limT« = T, u (E 中的强收 敛）， (6.5.5) 

l -* f ^ 

则称 { T ,} 是一个 C。 半群(或简称半群). 

定理 6.S .2 若 { T,}CB(E> (Banach 空阗 E-* E 的有界线 
性算子集)适合 (6.5.4) 以及 

limT, = / ( 强收敛）， （6.5.5') 

H0 

则必有与 * 无关的常数 M，p， 使得 

\\ T ,\\< M e o r , (6.5.6) 

而且 (6.5.5) 成立. 

证.先证必有常数《> 0使得 sup ||T,|| s M fl < +00.设 
0<丨<0 

若不然，必有一串 G — 0但 II7VII — C0. 由假设（ 6 .5.4),对一切 
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*• € E , limT,.x = * ，因此由共鸣定理有 supIlT^II < + 00 而与假 

设矛盾.由此得出《>0以及相应的 M t < + 00 . 

对任一 re [0，+ co )， 必有非负整数》，使得 na < t <{ n -\ 
1)«，于 ; ii 记 / = 十 j •有从而由 （6-5.4) 

T t - ( T 0 )° - T ,. 

由假设， Ilr ,|| < M 0 < + co ,|| r 0 || < M „< + co . 但因 r „ = /, 
从而 llTolj = 1 , 故 M a > 1. 因此令 = ，有芦 >0, 故 

imil < MJ 17 T < M ，坤 < M ，. 

(6.5.5) 的证明是容易的，因为对 <>0,当 A 丨0时可以设 
0< A </, 而有 

—7>||<|| r ,_ J ||3>- r | l . 

由以上知 l | T ( .*|] + co , 从而由 （6,5.4) 知，当 A |0时 

l ! T ,_^ - 7>1| — 0. 同理 !| T i+ *r - 7>|| — 0. 

这个定理告诉我们一切 G 半群之元的范数均有一个指数增 
长限制.若对7■，赋以另一种范数 

n ^ ir = in , 

必有 ||7 J '< M S 即一致有界.在&半群中可以分出一个重要 
的子类，即 M = 1,^ = 0的一类，这时 

ltT.ll < 1 (6.5.6) 

这种 C 。 半群称为手零 f 帶. 

下面给出半群的几* t _ 例* ?*. 

例 1. E = C [0, + 00 ] 即在 [0,+ co ) 上一致连续且有界的 
实值连续函数空间，范数为|1«|| = sup |«(*)|. T , 为平移算子 

0< x<ce 

T,u = u(_x 4 - »)， 

{ T ,} 显然适合 (6.5-4) 以及 ( 6 .5.5'). 很容易看到117,|| = 1,所以 
它是压缩半群. 

例 2. 来自热传导方程的 Cauchy 问题： 

If = i S’ 卜…乂 
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这里 E = C[ — 00, +oo]. 热传导方程的基本解是 

E ( x , /) = (2w)- 妻 exp (— x72/)， / > 0. 

因此上述 Cauchy 问题的解是 

«(，》*) = [£(•»<) *?>(_)](*)， t > 0. 

它可以看成是定义了一族有界线性算子 

«(« ，尤 ） =° (乃爭)0)， I > 0, 

{r,} 满足半群条件 

E(*， / +/) = E(-, /)(*), I , s > 0 . 

这当然可以从直接计算來验证，但是由热传导方程 Cauchy 问题 
解的唯一性更易得出. (6.5.0 即上述解对* • 一致地满足初始条 

件. 

由极值原 理有： 対任意固定的 

sup !«(*•,/)! < sup |tp(*)|. 

-»<*<+* 

所以 mil < 1，因此热传导方程的 Cauchy 问题的解是由一个压 
缩半群来定义的. 

2•半群的无穷小生成元.前面已经提到，对于方程 

+ j4h ~ 0, «( 0 ) =-- x, 
at 

当X是一个与/无关的矩阵时，其解为 

«(?) — 7> = e^ A x 9 

{ Tl } = 当然定 义一个 半群.这时明显地有 

lim 4~ — / ).r = — Ax . 

仿此，对一般的 c „ 半群 { r,}, 我们给出 

定义 6.5.3 设逆 ={*6 E ， 强极限 lim 丄（7\ — /)* 存 

. 1 “岛 h 

在卜在逆上定义算子 B 如下： 

fi*-=Hm-f(r A -/> (强收敛)， (6.5.7) 

a ^ 0 h 

则 月称为 { T t \ 的无穷小生成元，您为其定义域 • 
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以下我们常写而研究 j 的性质 • 

关于半群的生成元有以下的基本定理： 

定理6.5>4(半群的可微性定理> 设彳是一个 G 半群， 
||T,||<W^% 为其无穷小生成元，则逆 CE 是稠密的， d 
是闭算子，而且一切复数1,凡适合 Rei > ?者都在_ 3的豫解集 
中，并有 

11(^ + 10—11 < M/(R e l („=1,2, ■■■). (6-5.8) 

对于 < 是强可微的，且当纫时 

-f- 7> = Iim 丄 ( T, +J - T,)x - T,Ax = ~ AT , x . (6.5.9) 

at a-o k 

证.这个定理的证明较长，现分几步 进行： 

首先作算子(即是 Lapkce 变換） 

]{ X)x = X ^ e ~ l , T , xdt , ReJl>〆， x € E . (6.5.10) 

它是的有界线性算子.事实上，由 （6.5.5), 对* 

是强连续的，且 || e -* r r, r || 所以对任意的 JV> 

0,极限 

Um V ^ T,.x - 

^ « ' « 

在£的范数意义下存在，即 \\- l , T , xdt , 而且 Um T e -^ T,xdt 

Jo N*-*+*Jo 

也存在.这就是说 ya> 是有意义的，而且 

WKDxW < |i| [ + " e -^||T,*||^ 

h RtX — 

所以 ；a>：E-E 是有界线性(线性自明)算子.今证 +_/u) 即 
u/ + w) 名夸荦： 

^-(U + AW ) = 1 , (6.5.11) 

事实上我们有 

= T t j ° e - l , T,xdt = ^ e - l ' T l+ll xdt 




可以移到积分号下由 h 之连续性即知.因此 

k-\T h - = rW* - i)JWx 

—^ e - u T,xdt 

在 E 的范数下求极限,即知前一项的极限是今证后一项当 

A — 0也趋于 0. 事实上它等于 

-A-* C ,A j* e - l \T,x - x)dt - A(1 — ^ M )(U)-V = /, + /„ 

IU , I ] (* e - Rel , nr , r -* n ^ 

Jo 

< e n]i sup ||r,r - xj| —► 0, Ii -*• —x 

0< t <* 

式左当 A — 0 时的极限则为 一 所以有 
— = ]{l)x — x. 

此即 (6.5.11). 它告诉我们 J ( l )： E — 鼠 

其次证明爷年葶*€£，寧 A—coBf J ( l ) x-*x f E 中淳旱 
1 是实数，由 此%/ 得_逆是 si 稠密集 .‘ ' 

在 / U ) 的表达式中作变换 hh —/, 由一 * 有 
]{V)x = | e~'{T u iX — x)dt 4 - *•, 

||/(l)r — jr|| < e ~'^ T llX x — ■*'||山= j e ~' fi { t ) dt . 

对每个固定的 G 当 oo 时， / iO ) — 0,又 

厂 UWI <^-*117, ^|| + + f ) HI . 

由 Lebesgue 控制收敛定理即有 \\ J ( X)x - x \\ ^ 0. 证毕. 

下了 式 (6.5.9). 对； te 级有 

m ))t,x = A-'(r,+* — r t > = r,r'(r*-/>. 

(6.5.12) 

因为: r , 是有界算子，令 a 丨0,式右趋于一 r / r , 式左则趋于 
- AT lXf 这就说明 T , x € S >, 而且3 与乃可 交换.中间一项则 
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趋于 ！ 它••丨 0,00) h 强连续的一故由迮 

di 

理 0 知 ^ = - f-. T,， 而(6.5.9) 得证. 

At dt 

最后 证明关 T 豫解货与 为闭等结论.对任意 xfE ， 由于 
rV(x) 是 U/ + //) (Rd >/?) 之右逆，故 
X-'(kl +A)J(.l)x = 

所以 U 4■少级 — A 是一个全射. 1—7 U ) 又是 + A 之左 
逆.事实上，用 k -" 乘 0.5.12) 双方再积分有 

h'\T, - l)J(X)x = Kl)h-'(T k - l)x. 

令 / Uo , 由 j ( i ) 之有界性，上式右方强收敛-丁 - mux , L - n 
则因 Jd > ^ ^ 而强收敛 +r - AKx ) x . LS 此与八 W " fulfil ' 
有 


1) Dioi 定瑾 .设 /(;) 是定 上扎在 K 中取傖的强连续函教 i _ 有毛咩找 
^1/(/) lv . O ，/，） 上强连续 ，则 /(») 在 («, 6) 上为强意义下可微的 ， i 

证. ft - fl '4 re ( a , A ) 汴作 

s (/) = £'-^-/ W ^ + /<0. 

由于已设 -^1 /CO ft («,*> 上强连续，所以 i ： 之积分有*义而且 〆 <> 也在 
( a , *) 上强: fe 义 FEJ 澉： 

X K0 . 

令 K0 » g(0- KOf M'l KO «= 0, -ii hco = 0. 今证 A(Os0. wx- 

上对任意 h 若 Oe 离 c 充分近，必有 

j | A ( OII < s (^ - <*). 

令夕是 O , /，） 中逋合 L 式的，之卜•确界，今 hE Y —欠 芯不然，凊 
k '< f > 9 则由！/】（ 〆 ）!« 〆 一，)， K 0\,^' =" {] > 对允分小妁衣> u 有 
+ d)j| ^ |!A(//)|[ + o(8)^B(,b' - o + o(5)<fi(^ + * - c), 
这与 〆 是适合匕式的 〖之 .1. 确界々 盾. 闲此，对一切 a 卜 ，*)， IKOl < 
fiO - O . 之仟箪性有 喊 间理，在（““）中 K 0=^. 

本节中用利的关中取值的函数之连缤性、 * 分与积分等 
田耕作 L 2]. 


■ 39 ^ • 



k~ l j(x)(ii + a)x = (a + A)r l j(x)x ^=x. x( ： m. 

认而； 1/ + 杰逆— £ 是单全射，而 u + 4有逆 rV (又) . 

又/ + a 既有有界逆,当然与 a 同时为闭算子.余下的只是要 
证明估计式 (6.5.8).. 前已得证 

(1/ +A)~ l x = jV u T,ii/,Rc-l >/?, (6.5.13) 


反复用此式”次当有 

{XI +A) -x = {"' - * jj e _iti ' +，，，+t - J T ( ,- - - T la xdir-'dl m 

= !「..r w ,+ ”. +, "> r ,.+ ...+-.*山 1 …山 * 

=\" c- u T,xdt ( 

Jo J <_+_"+_ C,>0 

p e -VK 
(n — 1)! J 。 

由 (6.5.6) 即有 


|](a/ + ^)-x|| <■ 


M 


IMI 


V ** 


.(« — 1)! 

= M(Rel-/?)-"||x||, 

从而 (6.5.8) 得证，而定理全部证毕. 

这里值得注意的是式( 6 .5.10),它说明 （ IZ + J )— 1 即？>的 
“Laplace 变换”. 

现在对前面两个例子所给出的半群来计算其无穷小生成元. 


例 1. 我们要证明 

SI = {u€Ei «(*) 6 C*[0, co], u'€E} f (6.5.14) 
(一 = «’(*)• 

事实上对任意“ 6 E 有 

7( i )»( x ) = = I Xe~ lt u(^i + s)dt 

= j ™ U^-^uiOdt 

因此可以看到 e c [( i , co ]. 但 1-7(0 是； 1/ + A 之逆， 
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从而上述形状的 n ( s )€^. 而且因为故 

~~ y(A)»(/) = p[(r) = X[J(X) — /]«(/) = {—Avi){s) 
ds 

所以生成元一 W 适合（一 3)0 #- 

ds 

另一方面,若给出^ €逆（即由 (6,5.13) 定义之集），则〃， 〆 € 
£，而且 

A -1 (Tji — /)«/(/) =〆(，）*= hr l [v(^s + a)— 泛 (/)]— 〆(*) 

= A - 1 |。[ 〆 (，+ <7〉一 

故由 S 中的元必在 [0, CO ) 上一致连续有 
l]A wJ (7 4 — I)v(s) — ^'(^)|| < sup |/(，+ <r) — 〆 （ J)| — 0 4 

0 <tf <轟 

因此 一 • 

ds 

例 2 .S = C [ — od ， oo ], 尺是以 EO ,/) 为梭的卷积算子， 
o (2 ff /)-*« p (— x a /2<). 

和前面一样，先作八 i ), 因为 

T t u(s) — E(s — <7 9 t')u{a)da 9 
故 

；(0«(0 = 匕 ―) 扣 { 〔 7 ^， …呼 )*[ 

现在计算{ } ，注意到 





da 



da + ^ j ^ 7 e -^ + -^y dt (r = +) 






?) 


VT W . 


^•v X 】』一 Wj 


2 

- - 餘 ' 

因此记 J ( l ) u ( s ) 有 ^ ■炉，且逆中一切元均可这 

伴忐示.但 

O ■/⑴《(0 

"- -yj^ j e- V5!I_ 。《(ffVff 

- jy [ 「 厂 ”’ 1 咖 > <r + 「 ’wnyVff] 

—V2I j' e ， *- 〜心 ― j 

^rco ■= *^去 \/21«(0 — -j Uu ( s ) 

+ 21 J " e -^' 0 u { o ) i ! a \^ 

=— 2 lu(i) + 2 lvx{i). 


从而 • 

— AJ(l)u{s) -* —Ai>i(.<) = {i(_ /⑴一 /)«}(j) 

= 丄 "? (•>.) 二 - 1 ■- JO-)uO). 

2 2 ds . 

闶此，若 p 在 d 的定义域谬中，则必付+)， 〆 (>)， 

一 00 ， +00] 而且 Av(s) _ 一丄 〆’(/)• 

2 

反之，若 h ，， Ct - oo ,4 ccj , T , v 昆热传导方程 
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以 <0 为初值的 Cauchy 问题之解，从而 

=丄广 '4= <!-(，， 〆 ，(》* 

2 1 对 


r ，0). 

因此 

h-'(T k - />(>) = r 1 立 T,v(s)dt 
Jo dt 

=i h -' (*【3>" W - 〆 •(>)]* 

2 Jo 

十 w . 

而当 A i 0 时 

I 卜 m — 

所以这样的 m 纫，而且一心 = 丄 〆 ， . 总之有 

2 

纫 = {«€£ ，《 • ， u"€E) 且 一 A = — v", 

2 


下面要证明的 HUle - 吉田耕作定理是半群理论的核心.它是 
定理 6-5.4 之逆.鉴于它的重要性，我们分别给出 E . Hilk 和吉 
田耕作的两个证明. 

定理 6.S.S (Hille- 吉田耕作） 设闭线性算子 4 之定义域琢 
在£中稠密，半平面 Rel >/? 含于/ 之豫解集中，且有以下的估 
计成立：对一切非负 整数” 

||(i/ + ^)-"1| < M(Rel -〆)•"， Rei > 卢， (6.5.15) 
则必为某个 G 半群 { r ,} (0<,< oo ) 之无穷小生成元且 
l | T ,|| < M〆 '. 

证一（吉田耕怍).本节开始即已指出， 吉比耕 作的方法是用 
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有界算子去逼近因此我们先设 j 为有界算子.这时， = 

i ] 按范数收敛，而确实定义一个半群(这一点读者 

**0 ”！ 

自己容易验证），而且 一 =一厂 u # - A ^ lA = - e - f ^ A 9 因而一3 
dt 

确实是它的无穷小生成元. _ t 

对一■般的令《 > /?，则 (/ + + = Jn 存在而且是有 

界算子.作 A * = Ah , 则有 

A a = n ^ A'j J„ — / B | = n(I — y„), 

但 

n 一 

是有界的，所以也是有界焊子，从而可以定义一个半群 

if-'- 1 -} - w°} = WM. 

因为 11(»/ + < m (« - 〆 )_*，所以 m = ||«*("/ + 

^>■*[1 < MCI - 这样可以恬计 II 3 T 1 I 如下： 

"7 T 卜厂"‘ S f (，》)*"崩 <Mn f (- W 

- ( fi .5.16) 
现在证明当 "- CO 时 ，7 T 在任一有界区间 z e [0, T ] 上对 
/一致地强收敛，由此可得有界线性算子八，而且很容易想到 
{^}也是一个半群并以_ *4 为其无穷小生成元.以下就来证明 
这点. 

因为 rr 以 一 为尤穷小生成元，故 

— 7 T ) = — = — T ( , m ) A , 

dt 

r} B, - = (* 丄 （rOrpVf 

Jo is 

= j * T ： T \ Un ,- A^ViK (6.5.17) 
这里的撖分与积分都是在 i 中按强 意义理解的，故对任意 ■* € S 
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有 


lirss — TTMI < WT^K^ - A^Tf'xWds. 

另一方面，若 * 在/的定义域内必有 

lid — ^,)a ：|1 = AT — <4 (/ + 丄 j) ； r| 

=i( 7 -^)( /+ ^r i o + 7 ^rH 

0 + X 1 -( n '- m ㈣ . 

(6.5.18) 

利用人与 7 T 1 ，3 T > 的可换性(这是容易验证的)即有 

了叫:(士 +士乂一阶-士)- 1 

[i^jinin-'iiiM^i^ 

< c ( l -+^)/ lM^|L (6.5.19； 

这里我们用到了 (6.5.16)，（6.5.17)与 (6.5.18). 

这个式子告诉我们，对/之定义域，了％在 K [0， T ] 上 
一致收敛.但对又如何？这时注意 到当; 这>04之定义 
域)时，当⑺时有 

uAnii = j (^+7 [ x ~{ i+ »]i 

< \\(nl + A^AxW 

<(»-^)IMx||-o. 

然而前已证明 II 7 JI < M ,(»-/?)-*< M , (与》无关），从而对 
任意* 也有||/^ -*11-^0, 亦 即人强 收敛于/，于是易证 
乃也强收敛于 /( 这时要用到 II 人 II 对 ”一致 有界) .然而 7；^- 
n\nl + A)~ 2 显然在/的定义域中，从而/的定义域也在£中 
稠密. （6.5.16) 告诉我们，当/ e [0, r ] 时 wrm 对《和 * 是一致 
有界的，所以易证，对一切* e b 而不只是对，定义域中的*•有 


• 405 • 



II 7 T * - Tr*|l — 0 ( 对 / € [ 0 , r ] - 致). （ 6 . 5 . 20 ) 
这样即可定义出 = limn *'*. 

{ r ,} 确是半群.因为由 lldi 对致有界，故 
T.oT.x ■= lim T^oT^x = UmT^ = T, +t x. 


由 （6,5.20), 易证对一切 * e s 


limT,x = x. 
nt 


因此 {r,} 是 c。 半群，而且 


I 17>|| = Um || n - V || < 

94m a ♦縟 

= Me s < ]| jt ||. 

最后证明 {r ,} 的无穷小生成元为对*€逻，由于 


有 


d 


=■ —e- ， A "A, 


r i (7- o .>_ /)* = A -> T.~-> x dt 


-k~ l j:( 7 •以*■- Ax)dt~Ax 


在 *€[ 0,r】 上，7?>对*-致地趋向 r,, TT'AI = Ti-7.^* - 
致收趋于 r,j*， 所以由上式令 《-*» 有 


A -1 ( T a — /)* = — A -1 1 (. T,Ax — Ax'idt — Ax , 

但在* io 时 \\ T,Ax - /ixll — 0,所以当 A |0 时 PCT * — 
I ) x -- Ax . 所以 一 z 就是 { TJ 的无穷小生成元，证毕. 

证二 （ E . Hille ). 这个证明的思想是，是微分方程 

T,x = 一 AT,x 
it 

之解. 用差分代替微分则有 I * 之近似值7?^适合 

- Tjfix = -ATin^ (a = 士 ), 
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从而 Tirl ,,^ = (1 + 以及 = T^X =■(/ 4- 

士 aJ \. 因此我们设想可以用 (i + 士 Ay = 来求极限 
而得到所求的半群 { r ,}. 

我们首先还是来研究彳令0 </<«/!»，首先有 

i ( /+ v ^ rh M ( i- ^ ? r (卜 1 ， 2 ，…)* 


所以一方面 

||卜》 1 …卜 1 (/+^) I 
< 竽 (1 _ » _ 、 || 川 ’ 

从而£ 10时强收敛于 t 另一方面有 lldi 对*> 
和之任一紧子集一致有界. 


其次,，对。，+)在/+士^的豫解集中，从而(/+一) -1 

对上述区间中的 * 是解析的,因此在强意义下可微（当然对 Z 也是 

强连续 的)： 


7? 1 


— a (/+ 丄一 ^ —a(^i +—^ y * ty\ 


今证 "—00 时 T 产收敛.首先还 是设： T 在/的定义域中, 
这时有 

T^x - T\^x = Hm ("' — {T^,T^)xds, 
hq ji ds 


伹由前证的 7 r > 关于 * 强可微以及 Tr 与 a 可交换可以得到 

士 {T^T^x = T\^ t ( 乂(，丄 j ) _1 


• 407 • 



,_ n ( 1 + 匕〜 广 

\ n m / \ tn / 

■ ( i ++ 小 1 我 

从而 _.， 当 m， n — oo 时，对 [ 0 , : r ] -致地有 

I13TV — 3T4 <f(-+ -^^-)(1 -- 

.(1 miu^[|^-*o. 

对任意的 * 6 E ， 则由前(吉田耕作的证明）已得知的/的定义域 
在£中稠密以及11乃叫 I 对”和 / e [0， n — 致有界，即有对 
[0, T] —致地在强意义下 

= T,x f x € E 4 

现证 {7 1 ,} 是一个 C „ 半群./丨0时7> — r 可由前述一致 
收敛性得到. r . oT , = r , + t 的证明比较复杂，因为{7产}对固定 
的。并非半群.这时仍先设 * 在/的定义域中.由于 

r ^ ni ^ = r ;;; 卜 (/ + 


a(^I + -^― j T\t\x 




双方对》•自0到*积分即有 


rs ； j* - TT'TT'x - j* (2r + / - 0 (/ + 

.(/ + 1 1 r ^) " 1 ^ xdr > 

因此，当 "—05 .时， 7 f ^-7{">7 rV ->0. 然而左方又应以 
T n ,x - T, • T,x 为极限，所以 T,^,x - T,T,x. 对 一般的 r € E , 


在吉田耕作的证明中已经指出/的定义域在 S 中稠密，再由 
II2TII 之一致有界性如知 

T l+ , = T,oT,. 

limr,= /由对/ € [0, T] 一致地强&敛于 T, 容易证 
«*0 

明 . 

.IIT^II - limiir^vy 

< Mlim fl - = Me "', 

\ n ) 

. 最巵庳该证明 一3 是 {T,} 的无穷小生成元.仍利用 7T 适 
合微 分方裎 

~ t^x - rs”(/ + 士 *e 逆， 

双方对 * 自0到 A 求 积分： 

T^x - * - j*TS B, ^1 + ^-aJ' Axdt, 

令” -*oo 即有 

T** — * = — j T,Axdt. 

以下的证_与钲一完全相同.证毕. 

- 以上我们用两个方法作出了以_3为无穷小生成元的半群. 
那么这两个半群是否相同？事实上，一X只能是一个半群的无穷 
小生成元.因为若有两个半群与 { S,} 均以 一3 为无穷小生 
成元，则在 Rtl >^ 时，由定理6.5. 4 中的式 （6.5.12): (即豫解 
式+ A )~ l 是 T, 的 Laplace 变换)有 

j° e- l, T,xdt - (1/ + Ay l x - j" r^S.xdt. 

任取/€£»得 

j o e _w </ ， T,x)dt = e^'dyS^ydt, 

故〈/，7>> = </，5'>亦即.3> - V. 这个丰群•一方时是 
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之极限，另一方面又是 + 的极限，我们自然地把它0 

作于是得到 

.系 6.5.6 (半鮮的表现定强） 


Hm 


( / + H " 


lim< 




3 •时齐发*方程.在证明半群的可微性定理时，我们巳经看 


到 


+ 7> 

dt 


-AT,x, Tax 


这里 X 作为{7>}的无穷小生成元自然与< 无关.于是7> 即 
Cauchy 问题 

+ Au = 0, «(0) — x 
dt 

的解.这里的发展方程因为^与*无关而称为时齐发展方程 

(time-homogeneous evolution eguation). 我们现在想把箸名的 
Duhamel 原理推广到这里从而考虑非齐次的 Cauchy 问题 

十 =• / ，《 (0) — (6.5.21) 

it 

对此我们假设4适合定理 6.5.5 中的条件， r £逆， / € CWO, 
E), 我们所求的解是指 «€ C *([0, r ]， e ) 且 «W e mo e 
[0, r ]) 而且适合 (6.5.21). 我们的基本定理是 
定强 fcS .7 在上述条件下 ,(6.5.21) 有唯一解 


«0) — T,* + T, w . i(s)dt. 


(6.5.22) 


证.先证 (6.5.20) 所给出的《0)适合对解所加的要求.作变 
换 《(») _ 则对*> 有 


dv 

It 


+ = v(0) 


这时， \\ TA \ < MW 将变为 || TJ |< 令 〆 一 { < 0,則 

0 在 j 的豫解集中，故不妨设存在，从而乃_,适合 
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as 

代人 (6.5.20) 并用分部积分法有 

«o) = T, x + J : 含 mo)* 

-T,X + A-%t) - T ^-'/ CO ) - j * T,.,A~ l rO)di. 

因此，由半群的可微性定理知 《 e c »([0 s T 1 , e ) 且对一切 ， e 
[ o ， r ]，《( oe 逆.直接计算有 

- - AT,x + A-^Xt) - T ；^-7(0) 

it 

- A-rM + j* 3w*o)* 

- AT,x+ T r }( 0 ) + T,-,K^ds 

-- A[T,x + A^KO - T,A~% 0 ) 

- Au + m, 

«( o ) = *. 

唯一性的证明是很简单的.设《0)是 Cauchy 问题的解，则 

~7~ 了 , — 7 1 , _,«’(/) + U«(/) 
as 

— 

双方对^自0到 * 积分即得式 (6.5.20). 证毕. 

这个定理的假设可以放松到假设 /6 C ([ O t T ], H ). 

4.对称双曲组的 Cauchy 间现在我们要把上述的框架应 
用到具体问题上.鉴于半群理论的应用是多方面的（详见本节开 
始时所引的文献）,下面的应用只是举例性质.第一个例子是对称 
双曲方程组 

^ Lu + /(*,/) — a <C#) + 6(*)« 十 f(x ， i) (6.5.23) 

d / ft ®»; 
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的 Cauchy 问题 


«(0, x) = a 0 O). 

这里 a ,0) 与是 iVX W 方阵 ，〜 O) 之元素在 Bi(RO ( 连同舆 
— 阶导数均在 R" 上连续且有界的函数空 M) 中，为 HcrmiK 
方阵 J00 之元在 n 『） 中，对 f 与％作与定理 6 .5.7 相同的假 
设 ， E - [L 3 (R')] N . (6.5.23) 右方的导数 
按广义函数意义理解.现在我们来定义算子 

S> {u ^ E , Ltt (: E), Au — 一 Lu, 

如果我们选 y 为 [ 印 (1*") 广（它是 Hilbert 空间，当然也是 Banach 
空间），则 ye 逆，而且在逆中稠密 . 对于 《 ey ， ;i 为实数，若我 

们定义 （《， «) = j 2 «^ii«ii 2 = («，《)，则明显地有 

||(/4 + 又 /)«|| 2 =» |1^«|| 2 + 2llie(/lu,u) + 3/|1«|| 2 , (6.5.24) 
而且用分部积分法有 


故 


dx H - ( bu 9 u ) 

— j ( k ，矣念 (》，《))* + (^«.«) 

' — —{ u , Mu ) — ' 

+ ( i > u , u ) + («, bu ). 


2Rc(^m, «) = —(«，V + 2Re(^»,«), 

\ ，- =. dxi / 

代入 ( 6 . 5 . 24 ) 即知必有充分大的常数 c> 0 存在使 
||(^ +A/)«|| a >(^-CU|)H«[| J . 

于是有适当的正数/?存在，使当 U1 充分大时 

||(^ + Xl ) u \\ XUl -/#)||«||, «€V. (6.5,25.) 

但是实际上，上式对《6您都 成立. 因为这时若用磨光算 子人作 
用 到“上 ，有 / 6 *« ev , 而且 


. 412 • 



+ H ) L . *«==/,* C - 4 4 - Xl)u + { AJ t #k — A # Att \. 
但当 s —0 时 AJ e * u ~ J t .* Au -*0, J t *U + (A + 

.故知 ( 6 .5.25) 对* re 您都成立.为了证明 UI 充分大的实数 
I 都在_ z 的豫解集中，除 （6.5.25) 外还需证明 A + X 1 的值域 
KU + U ) = H . 事实上，因为由（6.5.25)， A + 11 有有界逆， 
R (3 + W ) 是£的闭子空间.若 p€[SOl + ilO , 则对一切 
» €您特别是对《 € Cr ( R *) 应有 

(.(A 4 - X /)«, r ) + X /) f ) = 0, 

这里汄是 J 的形式共轭算子.因此（/ + 1/> = 0而= 
一从而 v (： S ^ W ). 但是对，可以证明与 （6.5,25) 相同 
的不等式 

于是 〃 = 0,因而知道 R ( W 十 — £. 这样证明了绝对值充分 
大的实数全在_ d 之豫解集中. 

HiU e - 吉田耕作定理的条件要求半个复平面 R e l >^ 中的一 
切1都在一 Z 之豫解集中，但是从证明过程中看到.只要;1>(? 
的实数 I 在的豫解集中，此定理即已成立.因此，对称双曲算 
子一 Z 是某个半群 { T ,} 的无穷小生成元，而 
« ■= 2>。+ T ,_, f ( s ) ds , 

即 Cauchy 问题 (6.5.19) 的唯一解. 

5. 抛物 型方程的混合 问题. 许多边值问题也可以放在半群的 
框架中来考査.下面我们以抛物型方程的 Dirichlet 型混合问题 
为例： 

d,u — Q ( x , D r )u — /(/,«), 于 /?+ X fl 中 （6.5.26) 
«(0, *•) =- « 0 (*) 5 (6.5.27) 

»0, (6.5,28) 

这里 9( x , D ,)^ 2 是一个一致强椭圆算子，即 

-Re 2 ^ > 0, (*-„ c ) Cfl X R". 
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当* 1 时 ，方程 (6.5.28) 是热传导方程的推广. 

为了把它放在半群框架中，我们取 E - LXQ ) 而算子 Z 之 
定义域为逆~仔"(!3)|1«?03).逆自然在 L>(Q) 中稠密•因 
为 Cjr ( fl ) C 纫 CU ( fl )， 而 q ( fl ) 在 LXO) 中稠密.当 （6,5.26) 
中的撖商按广义函数意义理解时，令 J - —则/显然 
是闭算子.于是为了利用定理 6.5.7 只需讨论 一 Z 的豫解集即可. 
由 Girding 不等式有 

Re ( il «, «) + X («, «) > C 0 ||«||*, C t > 0, X> l„, « P 

(6.5.29) 

因此当时， JU + d : 纫— £ 是单射，且 

110/ + = II 心" ， + 2 ZReU «,«) + K 

> ( i 1 - 2 U 0 )||«|] 1 (在 (6.5.29) 中令 ； l = 1,)， 
现在的问题也是证明 XI + A 的值域即是 E . 证明的方法与上面 
处理对称双曲方程组是一样的.从而有；1/ + — E 是单全 
射，且 

11 ( 1 / + ^)-'||<( 1 -<?)-*, 

IK >/ + <(1 — 尹广 S I ，2, ... 

直接利用定理 6.5.7 即知，上述混合问题有唯一解存在. 

以上我们限于将半群方法应用到时齐的发展方程的一些比较 
简单的情况.对于更复杂的情况以及非时齐的发展方程，可以参 
看前面提到的文献. 



第七章椭圆型边值问题 

§1. 边值问题的 U 理论 


1•概述.椭圆型方程的边值问题，其中最引人注目的模型是 
Laplace 方程的 Dirichl « 问题，已有很长的历史。早在十八肚纪 
关于引力位势的研究中， U P k « 方程(也叫位势方程)已露头角， 
其后又在电磁学的研究中大显身手.由于它一直处在数学物理 
(在当时）的中心位置上，因而在它的历史中可以找到许多科学巨 
人的名字：例如 Laplace , Poisson , Gauss , Riemann , Green , Diri - 
chlet 等等.我们提出 Green , 是因为他的工作可以说是代表了数 
学物理的剑桥学派，我们只要提一下 Thomson , Rayleigh 和 Max ¬ 
well 的名字就可以知道这个学派对科学的贡献.在数学历史上， 
从 Gauss 以至 Riemana 的贡献影响了一个时代的数学和物理的 
发展. Riemann 的工作，思想深邃，方法新颖，并与物理学有最紧 
密的联系，他由 Upkce 方程出发来建立整个复变函数论，他关于 
Laplace 方程的研究与微分几何和拓扑学的关系，这一切表明他是 
真正伟大的一代宗师，而椭圆型方程无疑是他的科学贡献的核心 
之一 • 

Riemann 关于 Dirichlct 原理的变分法思想，以及它所引起的 
—场大争论和它对整个数学发展的影响，以至 Hilbert 提出的23 
个数学问题，在第三章开始都已述及. 

Hilbert 以后数学的发展证实了他的著名数学问题所表现出 
的惊人的洞察力和预见 . C . BepHUlTefiH ( S . Bernstein ) 在1 9 !0年 
前后几年中得到了二阶拟线性解析椭圆型方程解的存在证明.他 
的工作的核心思 想是： 由对预先假定存在的解的种种估计即可得 
到解的存在性.这种估计鱿称为先验估计0 Priori .依 
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据先验估计，就可以利用同伦方法——拓展的方法来处理各种边 
直问题.这个方法在三十年代波兰数学家 Schauder 的工作中得 
到了很大的发展，特别是 Leray 和 Schauder 的经典工作[ I 】至今 
仍是非线性分析的基本著作之 一. 先验估计方法的发城对 F 线性 
椭圆型方程以及对非线性椭圆型和抛物型方程 ， 有善特别重要的 
意义.由于这些工作本身就足以构成卷帙浩繁的专著的主题，我们 
这里不能述及.我们只提出著名的论文 Agmon , Douglis 和 Nircnbng 
[1】和一本专著 JlanbiHceHCKaa 和 ypajibueBa [1]. —本好的介绍 
是 Gilbarg 和 Trudinger [1 ]，其中有详细的文献索引. 

Hilbert 关于 Dirichlet 原理的证明还开创了研究椭圆型方程 
的另一条途径.他所提出的变分学的直接方法，使得可以应用 
Hilbert 空间这个强有力的工具.（这种方法的比较简易的形态中 
常常要用到 Riesz 表现定理，而它的证明仍是基于一个变分问题 
的，所以我们也可以认为 Hilbert 空间的方法也是一种变分方法 .） 
在与 Hiibwt 证明 Dirichlet 原理大体同时，又出现了瑞典数学家 
I . Fredholm 通过位势化各种边值问题为积分方程的工作.这个 
工作立即引起了 Hilbert 的注; g , 而后来发展为积分方程理论以 
至关于紧算子的 Riesz - Schaudfr 理论，成为用泛函分析研究椭® 
型方程的另一个支柱. Hilbert 空间方法的代表作家可以举出纽 

约学派-它是 Gottingen 学派的真正继承者，还有例如 Browder , 

Schcchler, Bhuihk ( Visik ) 等人.在吉田耕作 [ 11 中可以找到很好 
的初步介绍 ，还可以参看 Peetre [3] 和 Agmon [2], 邦中有详尽 
的文献索引.这一节所讲的理论正是这个方法的初步.关于 
拟微分算子理论出现以后的发展则将在下面各节再谈. 

2 •关于椭圆性. 我们现在讨论 DCR - 中的椭圆型方程（其 
系数恒设为复值 C "( S ) 函 数)： 

P(,x t D x ) -= 2 = /(*) (7.1.1) 

的边值问题.以下恒设是一个有界类区域，其边界 8 S 是 
—个 C " 超曲面而且 G 恒位于之 -- 侧.在第三章中这种区域 



称为正则开集.所谓 P 在一点5是椭圆型的，即/>(*，？）之主 
部 i^(-T，l)= ；S〜(*)f 适合不等式 

la|«M 

I E “ R ”，> o . 

'! a|an I 

如果有一个与*无关的常数 e > 0使对 z e S 有 

! S aXx^-\ ^R\ (7.1.2) 

丨 ja|*n 1 

有时就说 P 在 D 中是了窣犁哼 • 以下若无特殊声明，椭圆性 

恒指一致椭圆性. . 

除 Laplace 算子 一A 外,椭圆算子的一个重要例子是 Cauchy- 
Riemann 算子(简称 C - R 算子） 

■|--yCa i + 而） 》+ (£), + iD r ). 

但是对它不能提出 Dirichlet 问题 



因为方程的解 《_<pO) 必为*的全纯函数，从而不能任意指定 
其在整个上的边值_ C - R 算子是奇数阶的，这是比较少见 
的，因为我们有 

定理 7,1.1 若算子 P ( x , D ,) ((7.1.1)) 在; r » ei ? 是椭圆型 
的，则当《会2而《„(*〕为实值函数或”会 3 时，其阶数《必为偶 

数. 

证.条件（7.1. 2 )表明 S*- 1 上的连续函数 S 不为 

| a|am 

o. 若《„(々）取实值，则 ^>,u)r 不能变号，但当 §€v_ i 时 

ta| bm) 

一？亦然，而 S ^(^)(-0° = (-o w S 所以除非 

« = 2^主部 ki 号的，因为 s"— 1 是连通的. 

在《 > 3时 , s - } 也是连通的.考虑？，的《次多项式 p«u, 
s) — 0,当 s = (n ) 而 r e s"- j 时，它对 s ■没有实根，记其 
W 个根= Tj (§') (/ = 1, «) 中虚部为正（负）者个数 
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为 ZV + ( A 7_), 则 W + + N _ = r », 而且都是 r € 5'- J 的局部 
常值函数.但现在是连通的，所以^ + 和7^_在5>_ ] 上都是 
常数.我们明显地可以看到 N + (r) = 2 V _(- r ), 因此 W + = 

这样即有 « = A 7+ + A /. = 2^. 

然而即令偶数阶椭圆型算子的 Dirichlet 问题也会出现病态. 
Bnuaa 3 e ( A . V . Bitsadze ) 算子 [1] 

9|=丄（纪 + 2 id,d y - 9 J ) 

斗 

是一个例子.它的主部是一 •^■【(6 — 髟）+ 2洛61,所以 当？— 

斗 

0时不会为 0. 对于&求解 P m (; r , f )_0 有 ，必， 所以 
虚部恒同号，即 W + = 2或= 0. 3|« = 0的“通解”是《 - 
K *) + 化 ( s 0, /， £* 都是 Sf 的全纯函数.令5 = — »/,得《 = 
(1 - MO / CO 恒满足齐次 Dirichlet 条件于 | Z | - 1上，所以 
diu — 0, «| i,|_, —' 0, 

有无穷多个线性无关解.从指标的角度来看，这是很特殊的. 

因此我们有必要从一般的椭圆型算子中划分出我们能比较顺 
利处理的一些子类.有两个子类是特別重要的. 

定义 7.1.2 若对椭圆算子 (7.1.1) 可以找到 rO ) ec ~( fi ) 使 
IrOOl = 1,以及常数使对一切 | eR •有 

Re[rW S (7.1.3) 

则称 (7.1.1) 在中是强楠 

由定义可以看到，具有实值系数的椭圆算子都是强椭圆的，因 
为可以取 rO ) = sgn ( 2 a . C*)r 

为偶数阶的,因为当《为°奇 I 时,与 f 中只有一个适合 (7.1.3). 
C - K 算子当然不是强椭圆的， Bauame 算子当然也不是，因为 

Re (—+(«*+ 中) [(15 —给）+ 2^1,]) 

1) 许多文献中称这神算子为一致®橢圄箅值前®巳指出 5 本书中若无特殊声 
明，椭圆和强拥 a 算于都指一致(强)襴圃葬千， 


)=±1. 同时强椭圆算子必 


[«(m) - 2 ^i 2 i 

4 

不是正定二次型. 

因为/等价于 rPu ~ rf , 所以条件 (7.1.3) 可以改为 

(7.1.3') 

另一个重要的子 i ° i M 

定义 7.1.3 若对椭圆算子（7.1.1)， ： rfS 以及任意的线性无 
关向量的方程 

Pm(.x, ^ + rij) = 0 (7.1.4) 

具有正虚部和负虚部的根数目相等，则称 P 在0中是适当椭圆的 
(properly elliptic). 

由定义清楚地知道，适当楠圖算子总是偶数阶的. 

现在证明 

定理 7.1.4 强椭圆算子都是适当椭圆算子. 

证.固定 并记 ?) = Pi ( f ) + 

是5的实系数多顼式,于是式 （7.1.3) 成为 Ml ) > 0 
(I 乒 0) .但 Pi (—^) = (一 i ) w MO ， 故 w = 

由 (7.1.3) 还可推知 fiU + M ) • 0没有实根 （| 和>1是定 
义 7.1.3 中的两个线性无关向量）， 因为朽 是实系数多项式，所以 
它关于 r 的根有 k = mll 个具有正虚部， K - m / 2 个具有负虚 
部.但我们需要考虑的是方程 

K5 + T»i) — P,(? + Til) + »>?(§ + rjj) — 0. 

为此，引进实参数1而考虑一族方程 

P ( A , t ) s ? i(l + rq ) + + rij ) — 0. (7.1.5) 

r " 的系数是 P l ( i ) + 对于一切 l 它有正的下界： 

所以 (7.1.5) 关于 r 的根是 Jl 的连续函数，从而具有正（负）虚部的 
根的个数况 + (0, W _(； l ) 均为常数即与； I 无关.因此 
W*(l) — W±(0) = A — m/2. 

而定理得证. 
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但是确有不是强椭圆算子的适当椭圆算子，例如 
P{ X> D)^D% + D A y -Di + + DOD\. 

它的象征(也就是其主部)是 

O = e + 约一 K + 《扫 + lOet 
显然不是强椭圆的，但是可以证明它是适当椭圆的，因为 JlonaTHK - 
CKHH ( Lopatinsky , Y . B .) 在 [ 1 ] 中已证明了当 ” > 3 时，一切椭 
圆算子都是造当椭 圆的： 

SB 7.1.5 当3时一切 椭圆算子都是适当椭踽的. 

证.令（1',0) = &，（0,-..，0,1>= )；1 ,并且考虑1!"中的在 
S — 上联结 f + 岣与 匕+ rm 的弧段 + r Vp) e p , Ve 线性无 
关， 0< P <1， 设户(*，0,)是椭圆的，则 P m (x,^ p + X 7 ip ) = 0 
对于 r 不可能有实根.用表示它的具有正、负虚部的根数，则 
将随 p 而连续变化(因为这个方程中 ！■"* 的系数 P , n U D ) 尹 0), 
所以是常数.这样，在€ +功处与在& + Tl(l = (|', r ) 处之 
数不变.但在定理 7 . 1 . 1 的证明中已经看到 PJ >, r〆 ） = 0关于 

r 的具有正负虚部的根数均为 f (这当然本质地依赖于》> 3的 
假设 ）， 故定理得证. 

2 .DirichIet 形式. 现在我们要研究的是，对一个强椭圆算子 
应该提出什么样的边值问题.第三章5 1中提出的 Dirichlet 形式; 
给我们以启发.这个思想的提出实际上基于分部积分法. 

S «, reCS (£?)， L - D a a Cx ) D - 的形式伴算子 L * = 

|a|<2M 

S (一 逆 ( u 适合 

|«|< 2 n 

(La, t>) — («, L*f). 

如果只作™次分部积分,将得到 

( Lh ,*<)*- 2] ( D " u > a «nD s v) = D(u, f ). (7.1.6) 

但是，对同一个 I ■可以得到不同的 (7.1.6) 之右方，例如 — A = 
Dl + Di —方面相应于第三章中已经熟知的 
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(— A »<, y ) — ( gradM , gradt /), 

同时，注意到 一 A = — 又有 

(—A«, (/) ■= 4(9,«, a f i<). 

D («,0 就称为 L 的一个 Dirichlet 形式. 

现在回到 I ■为强椭圆算子的情况.这时易见^也是强椭圃 
的，而且不论 (7.1.6) 如何作法，对于 « r (*) D J 恒有 

<*/*)=■ 2 <*»， 

« + e«**r 

因此，当 Z ■为强椭圆时，必有 

Be 2 Od (7.1.7) 

( a ! 

其逆当然也是成立的.所以这时 Dirichlet 形式也称为强椭圆的. 

以上假设了《，〃€ CJ ( G )， 从而分部积分时不出现边缘上 
的积分.当《, 〃仅属于例如 C "°( j 5) 时，则对 (7.1.6) 还应补充以 
边界上的积分.为了讨论这个问题，先作 S 的某个邻域的开覆盖 
以及从属的一的 C 00 分割 {( pi }/ e j , 考虑 < py «， 〃但 仍记为《，《* 
则有两种 情况： 一是相应于 G 之内部的小块，这时 《，*^ C ?( fl ) 
而 （7.1.0 仍成立，一是相应于覆盖了 ao 的一部分的小块，这时 
supp «， suppt - n dQ 不一定为空.我们不妨设上述开覆盖充分细， 
以至在每一个边界小块中都可以作微分同胚，使 S 全位于:< 0 
内，而含于〜 一 0中.记这样的小块为而 ao 的相应部 
分为 B ^ dB ~. 由一的分割的作法，可以设《，〃在 SSAB " 附 
近恒为 0. 这时对任意的 a = -=(«!,• • «») 可直 

接证明 

j s _ 


+ 2 } 8 。⑽ - ‘“) (X-VV, 

式右的 ds = dxr •- dx ,^. 将上式中的》>换为对 0 !,卢求 
和后即有 



Z )(«, v ) — (»> Lp ) 

- s s L « 

= Sj B . ( D “) di - 心， (7.1.8) 

这里 

W 2w -.-^ = 2 z >(°，，。 •- 广 〜。 》(*)D 〜 

是—个 2 m - i - l 阶微分算子 • 

现在引人一个新概念.令/是非负整数的一个有限集 ，■/ = 
U ,/] 表示 U , ^ + 1, ■■■,/}. 若有 ao 上的微分算子集 
使得的阶数为 i 而且&3对于一切均非特征，则称为 
—个 j - Emm . 若作了以上的坐标变换使 M 局部地可以表为 
〜= 0,_则_{^/,}是 J 正规集的充分必要条件是 

Mi = a ,(#) JD ； + • • •, ay (*) # 0. 

因此可写出扠一卜 M ;+ 再将1)"中 

Ul </. o«<r 

的卬 •代以 M a , (>•<)), 即知 

I 

• »| 

S ,0 c ， Z )-) 是 Dt ，…， Dq 的次数不超过 y —* •次多项式.以 
此代入 (7.1.8) 并对 fi , O ， D -0 应用分部积分即知，一定存在 
2 m-}-l 阶微分算子 N 一-“ / - 0,…， m - 1 (与式 (7.1.8) 
中的 Wj *-/-! 不同），使得 

D ( u , «) — («, Lv ~) — 2 | Bn ( Miu ) (7.1.9) 

再把 S 盖 S 的各个小块粘合起来即得 
定霣 7.1.6 相对于 I ■的任一个 Dirichlet 形式 D ( u , v ), 以及 
&0上的 [0, m - 1] 正规集必存在一族微分算子 
的阶数为2«-;-1)使得对 # 
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D{u, v) ― («, Lf) — V! i (M,«) (7.1.10) 

)T 0 JBS> 

容易看到是一个 [ m ,2* '— 1] 正规集. 

我们给出定理 7.1.6 是为了找出边值条件的适当肜式并找出 
求解边值问题的适当的空间.在 (7.1.10) 中将 （《, eO 对调，则当求 
解方程 L «-« f 的各种边值问题时， （7. LI 0) 左方是 Z ?(^,«)- 
<«,/). (7- U 0) 本是对《, f e C °( fi ) 提出的，现在为了使它的 
左方有意义，只需即可.再看边值条件应如何取. 
由迹定理系 3.4.8, DL “, £7 j . f € H "->-4(8 fi )(;-0, I,…， m — 
1). 但 （7. U 0) 右方出现*的从《阶直到 2 m - I 阶导数，它们 
不一定有意义，所以我们不昉要求《,这样因 _ o 
而 (7.1.10) 右方也为 0. 这样的《可以认为在边界03上适合 
DU = 0 (； = 0, 1, 这样我们就得到广义的 Diri * 

chi et . 辱亭 •岑 S ma ) 中； “竿 名早麥 

Tf * ' * * . 

• D( B> «)-(r,/), (7.U1) 

这里要求是很重要的，因为这样一来《，〃在同一 
空阆 m ( a ) 中，如果可以证明 DU , «) 是这个空间上的连续线 
性泛函的一般形式，则只要能证明 （**,/) 是 *- e 的连续 
线性泛函，则由 Ki « z 表现定理立即知遒有存在适合 
(7.1.11). 这 个“即 Dirichlrt 问题的弱解. 

求得弱解的存在乃是 C 理论的第一步. 

其它边值问题也可以在同样框架下来处理.正如 Dirichlct 问 
题的条件是通过令《，〃属于的闭子空间来实现一样，对 
其它边值条件，我们也选定 H - Cfi ) 的一个闭子空间 X ； H ?( fl)c 
XCH-(Q) 来实现.实际上 XCHZXQ'), 所以要求 《 ex 对“ 
在 G 内的性态并无影响而只涉及 到“在 0 G 附近的性态.在这个 
意义下,《 e x 就是对《加上了边值条件的限制， x 的选择应该使 
(7.1.10) 中 ao 上的积分为0,于是我们得到 

( D ， x ) 爭寧哼亭：年宁枣》竿# 




D(V，《) = (V ， /) ， v^X. (7.1.12) 
为了更具体地了解 X 表示什么样的边值条件，我们来看一个 
例子： 设 { M ,.} 是一个[0,« — 1]正规集，川/= [0,«> _ 1], 
0. 令 X 是 

{*-： v 6 C -(5), Miv-0,j€]} 

在中的闭包,于是取代入 (7.1.10) 有 
0 = ( D «,«) — /) = g j (%«小1«)心. （7.1.13) 

但是我们可以作 ^ e c ~(5) 使在 ae 上"适合 = ；■= 

0, 1 , • • . , m — 1而 C ~(8 fi ) 是事先给定的函数.事实上，如 
果局部地令 0 G 为 r B - 0,因 M ; 可化为之线性组合，故不妨 

只看 Mi - a 【 s 这个特例.这时令2/;今即可.因此， 

/•0 M 

我们令 。适合 

MjV — 0, ! 6 J ； Mjv 篇 N 2 „a “， i € , 

代入 （ 7.1.13) 即知在 95 上应有 N im ^ lU = 0, UJ ，. 所以这时 
(D,X) 边值向题就是 《 — X 且 0 . 亦即 

MjU = 0, j 6 7 ； Njm-/-iK =■ 0, j € 7*. 

当然这时**的边值条件中出现了 “在 95 上的高于 《— 1 阶的导 
数，而 « € H m (0) 由迹定理只能保证它在 00 上的不高于 
阶导数有惫义 . 所以，这时还需要附加一些条件以使 

以上我们给出了 ( D . X ) 边值问题的提法，下面开始讨论其弱 
解的存在. 

3• 理解的 # 在、强制性 （ coercivenew) 条件 . 现在设给出了 

一个 （ D , X )— 边值问题，则我们的问题成为求一个《 e X 使 

(*<， /)= D(f,»). 

为此一方面要证明0,0是〃 e x 的连续线性泛函——这是明显的， 
另一方面则应证明 X ■上的连续线性泛函必可唯一地表为 D { v , a ) 
之形.为了解决后一问题，我们回顾一下 Ri « Z 表现定理.它吿诉 
我们， Hilbm 空间的一切(有界)线性泛函郞4以表为 Hermiic ^ 



fA . 但是 1>(〃，《)作 为一个 sesqui-linear (对" 为线性 、对“ 为共 
轭线性)形式，既没有 Hermire 内积的正定性，又没有它的 Hermite 
对称性.想要弥补这两个缺陷，我们引入两个重要的概念和结果. 
首先是强制性概念. 

定义 7.1.7 设 D 是 S 上的《阶 Dirichlet 形式， 

H "(£ J )， 如果存在常数 O 0和 il > 0使得 

ReD ( a , «) > c|l«||i, —又|!«仳， （7.1.14) 

则称 D 是强制 形式; 若上式中的 ;I = 0,则称 U 为严格强制的.故 
当 D 为强制形式时， = + 总是严格强 

制的. 

到现在 为止， 我们一直没有提到 D 为强椭圆的——亦即 L 为 
强椭圆的一这个假设的作用.可以说，强椭圆性的作用 IE 在于 
保证强制性.这是因为，对强椭圆算子有极其重要的 t ^ rding 不 
等式成立.在第五章 S 4中（定理 5.4.12) 我们对拟微分算子介绍 
了它，而应用到现在的微分算子的情况，这就 是：學 2 «吵 C " 亭 

f 孕 fff 兮萼 f 年晖丰不 f 萃 ( 7 .l. 3 b: • • 

ReL , ra ( ar , I ) = Re ( a a 

' lfl| Ss]fM 

则对任意紧集 KmQ 以及任意实数 r 均存在常数 C > 0 使得对 
« ec 5( K ) 恒有 

Re («, Lu) > (c — s)||«|]i — C |l«[| J r , 

^ fffifjEft. 

_ 忐们的情况,则注意到由连续性， （ m ) 可以认为在 
包含 s 的某个开集上成立，所以可以选 K = 而上式对一切 
成立.又因 Cf (3) 在 W ™( G ) 中稠密，故若取： 一 U 
又可以认为它对一切《 e X 成立.以此代入 (7.1.12) 即知 

定理 7.1.8 若 I ■是5上具 C " 系数的强椭圆算子，柯 ( J 3 )d 
则相应的 Dirichlet 形式£»是强制的. 

Carding 不等式的出现在强制性概念之前.我们不妨认为后 
者就是由前者脱眙而来.强制性 边值问 题已经有+/由诛~研究成 
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果，而非强制问题则也是十分重要而且丰富的.著名的 9- Neum - 
mu 问题即一个显著的例子.关于非强制问题和 8- N eut n « m 问 
题可以参看 Kohn 和 Nirenberg [ 2 l，Folland 和 KoKn 11 ] , Hormander 
[17]. 


第二个重要的结果是以下的 

定强 7.1.9 ( L » 和 Mllgram 定理）设 H 是一个 Hilbert 空 
间， D : HXH — C 是一个 sesqui - linear 形式.若有常数 Q ， 
C ， > 0使得 

| o («, *-)1 < ^| 1 «|! - M , !/>(«, «)| > 

则必存在有界的可逆共轭线性映射 r ， S : 使对一切 

< p € H *, 有 

9( <0 - D{v t Tq>) •= DCScptP). 

证.给定 》 eH , 则 D 0»») 是*的连续线性泛函，记作 
，于是 A ： 是共轭线性映射.由于 

|£>(«，《)| < OH . 11*/ 1|， 

所以 所以 a 又是有界的.由 

以及 | ZJ («，《)| 所以 | M «|!5= C 』《11， 从而 j 是单 

射，且 j 之值域为闭.今证 J 之值域在中稠密.若不然，必有 
« € H 使》正交于 d 之值域，从而对一切 W e H 有 Au > iu )~ Diu , 
w )-0 . 令一 u , 立即可知 »-0. 总结以上知 d 之值域即 
H % 而且4具有有界逆 — 对任意必 
有 A ~ l g > — 了 9 *€ H 使 q >( p ) — D ( v , Tq>) t 而且 

ll2Vll<Oil. 

同理，令 （ B *0 O ) = D («, 0,又可证明》是可逆的，而取 
S = 定理证毕. 

总结以上两点即可得到关于弱解的存在与唯一性. 

£9 7.1.10 令 X 为 H -( fl ) 的一个包含的闭子空 
间， D 是在 X 上为严格强制的"》阶 Dirichlet 形式，则有唯一的有 
界单射 /(: 使对一切 f ^ X , 有 

D(v, Aj') — (v,/). (7.U5 〕 



证.（《，/)定义了的一个线性泛函，记为 《 p /, 则 
WW - X * 是一个共轭线性映射.而且因为 

|<p/(w)| — ICp.OI < Iklloll/llo < il/lloll^lL. 

所以 

Ilv/tl < Il / IL , 

即 V 是有界的.很容易看到，由有/ =0, 所以 V 是单 
射.现在£»满足 H = X 时的 Lax - Milgram 定理的一切条件，所以 
存在唯一的 r : x *^ x 如该定理所要求的.令 j = 则 
j 适合所求. 

这里我们要求 D 是严格强制的.为了讨论它，我们来 看伴随 
( adjoint ) Dirichlet 形式 D *(_ v t «) — D { u , *>)， 它是 •£■* 的 Dirichlet 
形式， ( D *, X ) 是 ！■* 的边值问题，称为 （ D , X )的，哮⑦寧. 
若 D - D *, 则 （ D , X )称为这时 L - L * W|W 
d 和 z >* 必同时为强制与严 fekkk . 因此，在后一情况 
是理 7.1.10 必有 B : HXQ ) — X 适合 

D\v t Bf) — (f, /). 

令 *: X — HXO ) 为嵌入映射，令 P -^ A f 卩-*。0则厂, 
Q : 是紧算子，因为*是紧映射（由 Rcllich 引理 

(引理3. 2 .11)可知 *: 是紧的，但我 

们现在假设了是 C ■"超曲面，这时 *: 也是 

紧的，因为这时可以连续拓展到 H "< R B ) 和 
H "'( R ") ±—定理 3-4-3). 同时 P ■ 0. 事实上对任意 
我们有 

D(Bg,Af)^(B g> f)~CQg,f). 

另一方面 

D(Bg t Af) = — (Af, g) =■ (PfTT) = (g, Pf). 

现在可以给出一般的 结论： 

定理 7. U 1 对 X 假设同定理 7.1, 10 .而 D 为强制的.记 
F = {« 6 X; D(t<, «) = 0, Vt/ € ^f}» 

^ - {k€Xj D\v,u) - 0, Vt-eX}, 



则 dimF - d\mW < 00,且对 fg 当.仅当 / € IT 丄时 

才有 （ D , X ) 问题的解 u < kX 存在，而且除相差 F 中的元以外—解 
是唯 一的. 

证.由餒设存在 zeR 使 

[!)(«, «)| > cM % - Hu\\L 

若则本定理巳包括在定理 7.1.10 中，故可设 _ i >0, 而 
DX ^ u ) = D (>,«) + K ^,«) 在 X 上是严格彈 制的， 从而存在算 
子 T: : 

衫是 （ D ，； o 边值问题之解当且仅当_ 

D’(t«, «) = D(v, «) + X(v, «) "= (f , } + 又“)， 

所以当且仅当《_.了(/+ a «) 时有觯.令 / = o 即知 F = {«e 
fPiO^iTu - i ~ l u } (7« = ；1 -1 «保证了《6¥)，同样，' W = { u ^ 
T * u =： l ~ l u ). 现在把 T 看作 即将原 

来的 T 与嵌入映 射*: X H \0) 复合起来并仍记为 T ， 则因 （ 
是紧算子，所以 T 也是.这样，由 Riesz - Schauder 理论 ， dimF = 
dim ^ < CO. :而且定理的其它部分也都可由 Riesz '- Schauder : 理论 
得出.定理证毕. 

.注意，很容易 看到十 = kerL , W - kerL *, dfm ^ — 
dim cokerL , 而这个定理表朗 ： 对于 ( D ， X ) 边值问题， indi , = 0. 

4 •解 的正則性. 上面我们得出了 （ D , X ) 边值问题的解 
它当然在广义函数意义下满足方程 Lu = f . 因此由定理 5.5.8 知 
道当时« e 这个定理本来已经觯决了解 

在 i ? 之内域中的正则性,余下的是解在附近的性态问题，但我 
们仍将在 L * 理论的框架中重新来讨论它.我们的目的是证明在 
一定条件下，有比更髙的正则性，例如 « eH ^( Q ). 
为简单计，以下七讨论二阶强椭圆算子的 （ D , X )边值问题*其中 
X _ 或 H '( fl ). 

作的一个开覆盖这些 K 中有些与 
相交，有些则不相交.作从属于的一的 C " 分割{奶},并令 
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«- S - S (听《). 则我们可以分别讨论每一 个*， 并作出 

相应“估计. 4应于 F ,- n 9 fi = 0 的叫是内估计问题，而其余 
则是边界估计问题.以下我们省略下标#并对每一个％证明以 
下类型的估计式： 

' . |1« IL < C (|1 L «!|,+ ||« l] t ). v . (7.1.16) 

当^对范数将在下面作详细的规定. （7.1.16) 具有基本的重要性， 
在下一节我们将证明满足它的算子必定是椭圆算子. 

先讨论内估计_这时.奶之支集含于 £) 内，所以对 
« (即是 《,.) 不妨设它在 靡) 中，从而可以在外令“安0而得 
« e H '( R "). 这样就可以应用 Fourier 变换.于是我们将得到基 
本的内估计却下： ， 

• 定理 7.1.12 令 CCR* 是一个边界 Si? 为的有界区域， 
z , = 是在 s 上具有 C "(5) 系数的椭圆算子.这 

时,对任意 MR 均存在 ’ c ’> o 使 

||«|||^0(||1«11,_^+ «€ HS ( J 3). ' (7-1-17) 

证.分几个步骤进行，枣 ff 矛冬节 亭譽导 ^ 

M =*々， «.(*)- 0, |«1 •这•时•视 ’《 W ( R ") 可以应用 

Fourier 变换而有 

S ^ ： ) «co. 

因为 i ■是椭圆的，所以 | ^ ^ r | f |*> r,(l + 

于是 

(1+ IIIO-IKOI^d + 1510^0 + 

< c |(S + I ^ IT * 

‘ '+co + isi j r * i « a ) i i 

+ c (! 十 isi 2 r i i «( oi , . 


所以有 




H«|| J r <C 0 (||L«IU+ IklU) 1 (7.U8) 

而 (7.1.17) 得证. 

其次仍设〜 = 0, < K , iS . «„(*) 不了寧 f . 这时 
我们朵冻结系数法，即将变•系数算子•与•系•数在某一 
点； rjfl 所得的常系数算子 L I0 - 2 fl „(r 0 )a - 相比较.这时注 
意，仍是椭圆算子而且上面得到的 r 与 n 仍适用.现在我们 
来估计 

|| 乙《 — i* 0 «|L-< ― I 2 («„(*) — aaCro))^! 

因为我们一直假设系数 « B C*) e C-C5), 它当然适合 Lipsditz 
条件，即有常数心>0使得 

l“ 》 (»i) — « 0 (»i)| < Cjx, — (7.1.19) 

规在取 s 充分小并作截断函数 v€C?(B as (0)>, 0<«P <1 且在 
B*(0) 上 9 > — 1 . 于是若 « € Hi(£}) S. supp u(ZB,(x a ) t x„ 6 O, 

有 . 

I (<»•(*) — 0 0 (^))9"«(*)| — |< pC ^ — * 0 )( j B ( ar ) 

— fl o (r 0 ))d°K(*)| 

<。(2存)|9°«0)1 

因此 

— « 0 (»o))9'«C*) \l~i — IU f _V(a B 00 — fl B C*o)) 9 °«Wtl 
<tup|9(*)(<*«C*) — a»(*o))[ 

+ C|j[f * ， ip(a B CO — fl 0 (^D))]3"wC*) !ln 
< 26摩-«||卜々 + C 狀 -*，<p(« D 0) — « H (r 0 ))]a-«|| u . 
在后一项中记 9>(<» b (*) — <*«(»o)) ■" 4>> 0°» -• 易见 》■ 6 
[土4,0]是 L -^ 拟掀分算子，其象征对 * 有紧支集含在 SUPPV 
<=B„(* b ) 中，因此，稍撖修改定理 5 .5.5即知而 
不只是在《!„中，而且 ' 

II U 1 ^ ,0]3»«|U<C ||9°« IU 卜 ,< CIUII，-.. 

代人上式即有 

IIO »(*) —〜 U))a»«0)iu* < 2C a «||9°«IL_ < + CJWU, 
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算子 L 中有有限多项 «<,C*)8S 分别应用以上的估计，则知在 
B«(0) 中有 

\\Lu — ^ Ci 8|| k |1, + 

于是由 （7.1.18) 有 

W ;< caz_U ll «! U ) 

< C(||L«||,_ t + IlLii — + lUllf-i) 1 

< c ( llz ,«|| J _ < + c ^ iun , + ||« IU 乂 
取 s 充分小即知，若必有 

tl «|| i < c (|| L «|| I _*+ iuiu ) 1 . 

现在用有限多个去覆盖 o , 然后利用标准的一的分 
割方法即知对于有 

IMlWcGjLU 

我们有 

I . = L 0 + Li = 2 + 2 

laiB ^ | a |<^ 

用一个在 s 上等于 i 的函数去乘二，、并不受影响，因此不 
妨设 M 的系数在 C | f 中，仍然稍微修改定理 5.5.5 的证明，即有 
，故 

H 4 i < c ( llL 0 «“+ IMU 

— C(||(L — DmIU* + ||a|| J _i) 1 

< CdlLajj,^ + + HhIL-i ) 1 

< C (|| L «| U + Ikiu ) 1 . 

定理至此证毕. 

注意 ，（7.1.17) 右方的 MU 可以改为 IM 1,. Z 是任意实数. 
这是由于，若自然有否则由 / d — 
l < i , 易证对任意8 >0有 

0 + am 士 （ 1 + m ， y + c ‘( i + i § i a y . 

事实上当 ill >某个 k 时，已有0 + 
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而当时取 c 1 =2 m ax [( l + IflO ^- 1 } 即可.双方乘 

}(\<R 

以再积分即有 

h^.^^bWl+cAWWl 

令 e 充分小代入上式化简后即有 

Wuiy . (7.1.17，) 

特别可以取 1. 

现在就可以证明关于内部正则性的基本定理了. 

定理 7.1.13 若 ACR ' 为一开集， i ■是上具有 C B 系数的 
是阶拥圆算子： [= 2 «,/€逆乂公）适合 Lu = f , 

1。1< 身 

则当 f € HUO ) 

证.任给我们来证明 <pu e 即可.取？^ 
C «( fl ) 且在 SUPP 9= 上 C = 1,则'，由 才 '的构造定理 
(定理1. 3 .10)必有常数 C >0 与整数《使 

!<«,y)| < C sup |9 a 93l J <p€ CfCR"). 

但是，若取 s > m + *^*， 必有 2(« — < — n , 从而 

<(2*)--j |f|"(l + I ⑺™ > 

- IKf ) l(l + 

< C ||0 VIL- W (jo + 

< c \\ v i . 

因此对于适合 < > ™ 十 f 的任意 s *« e hz . 适当增大 r 可以 

令況 = t + /i + ^ 是一个正整数，而 《 e 以下我们将逐 

步地证明 « eHf^- w+, s ..•， 《 eH { i 々. 

作为开始， f « e / r ' 已得到证明.作一串 c 0 = f , ■■■, 
< P , 使它们都在 CS ( H ) 中而且在 supp ^ 上有= I .设 
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当0 < j <N 时已经证明了 叫，贝 ij 

而且在 supp Jj +1 上， /,(£；,«) = Lu = f m 于是 
£-(i ； +i«) = £-(C ； +if/«) 

= f /+ iL ( Cf «) + 

-+ [L,Ci +l Kiu^H' + Tn ^ 1 

这里我们用到了 /十 々+ ^=汉>丨+ 1，<>一^一々+ ; + 1, 

现在只 要证明下面的引理即可得…，而定理即可完全得 
证.这个引理 就是： 

引理 7.1.14 对 £J 与 L 的假设同上. M 
l ^ + I (0 ), 且在 13上 = S 则 « e 

证.我们的目标仍是对任意的求证然 
而由假设 fL« = C/6H f -* +1 , 交换子 [ L，n 又是一个 
具有 cs ( a ) 系数(支集全在 suppi： 中）的々一 1阶微分.银子，所 
以 [ L , C ] u € H ^ +1 , 从而 

[⑼=000 + ILJU€H …. 

现在对应 ks 商算子 si, 1 <;<«，々充分小，这时 si ( Cu ) 
的支集对一切充分小的 A 都在 G 的一个紧子集内.所以应用定理 
7.1.12 有 

||si“《)|| r <c(Rs! ， a«)IU- 4 + I13KU)IU) 

< c(||aua«)iu* + \\[L, 5i](c«)H r _* 

+ i ! sia «) iu ). 

应用关于差商的一个定理(定理 3 . 3 . 2 ),当 a — 0时即得 a ,( u )^ 
H \ 1,2, •••,«. 因此 S « eH r+1 ， 亦即 » 6 引理证 

毕. 

利用定理 7.1.13 和 Sobolev 嵌人定理即可证明椭圆算子的亚 
椭圆 悝：当 /€ C™(G) 时， Lu = f 的广义 函数解 a€ 

注意，上面的定理是对一般的椭圆算子证明的 ，而 没肴用到强 
椭圆性.下面再作边界 f 卩 f 计，情况就不同了. 

.的分割而将问题归结为边界小決 +S<； = U; 1*1 < 
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P ，1-，< 0} — B „ n ^, B e — < p } 而如在 S ；" 中的部分 

是 4 = 0. 以下还用 X ( B 7) 表示 X 中支集在中的元素的 
集合，它有以下的 性质： 

⑴若 cec 0 "( s ) 且其支集在中，则对 《 ex ( t ) 必有 
f «6 X (^); 

( 2 ) 若而 « exdr ) nx ( BO 故其支集仍在 s [中， 
则对 x t (i < ») 方向的平移 tU , \ k \< r - p , rL A «6 X ( Br ), 

因此差商 ai «*=~ - (*•!.*-/)« ex ( l r -), 高阶差商（心)。《6 
h 

X ( B r -) 只要 《 s - 0且|«| \ h \< T - p . 在这样的假设下我们 
可以证明 

定理 7.1.15 设 D 在 X 上是强制的， «€ X , 且 
对一切 t < ex ( s 「） 有 D ( y , «)-=(>，/)，则对任意 P < r 均有 
而且 

ll « lk +». B - ^ C (||/||*, b - + l | a || i , B ~). (7.1.20) 

证. 注意到按我们的提法有 Lu ^ f , 所以 (7.1.20) 也是以下 
类型的估计 


il«|| < <C(||L«U f + W ,)， 

这类估计在我们的问题中总是起#关键的作用，因此， （7.1.20) 是 
很重要的结果，我们将分几步来完成它. 

甲了 f 是讨论《的切向导数&«， r „ = 0的估计，这里 ！ r | = 
/， 我明当 (>< r , y <々 + i 时，而且存在 
只与 P 和>有关的常数 C 使 

< c ( ii / iu , B -+ "« iu r ). (7.1.20 

这个结论可以用归纳法证明.当 i == 0时，它是自明的，设当 
|rl ■= j — 1 时命题都正确，取 < r — - j (2 p + r), r = 

j(p+2r), 则 p< CT <r<r ， 由归纳假设，若 丨《 |</_1 ， 
则 9 - u € H l (Bn (这里 o ,-0) 且有 

11/11 ^；•十 1 |«||“〜 
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c 只与 P,; 有关.取 CS(B .-) 使在上 f = 1, 现在为了 
求诬 |rj -/,r, = 0 时的估计式 (7.1.21), 考虑差商朽 (f«)， 
这里 1 A|<t — a, 显然 s : (邮 X ( D 设若对某个；#«， 
r , ^ o y 从巧中 分出一 ■个沿 i 方向的差分算子： s； = d hi 8 l \ ^ 
且考虑 DO, sKC«»： 

do , «; a «» = S ( d 〜， 

a t B 

- J] (0V, «(a^0 s (C*))> + E t 
_ 2 d h(a a $id e u)') + Ei + E , 

a./? 

_ (-1) ; 2] (^9^, a ^ u ) + E 4 + E, 

-(一 IV 2 (少(0!»， ^9^) + E 1 + E a + E s 

a t & 

-= (—l)’i> ( 叱 *p ，《) + Ei + Ej + £, 

-( 一 iy(^>，0 + E l +E i + E, 

■= £i 十 £, + A + 

这里 

艮一 2(0V, U, S ，《J9*(U))， 
a,e 

E »- 2 ( d a p t 8 l ( a„ e • d s C - «)), 

E 3 =(-1) <+1 S (0 UW ，〜0 〜)， 

1。1 $ 

£ •-一 ( S _ v ， S ;，( r )). 

现在分别估 计&到 仏，这里要利用有关差分算子作用在 
H*(BO 上的结果(定理 3.3.2 并注意 r,= 0)： 

lEii <c luih.v. 2 iiwf«)iu r - 


^clkiu- • lid 如 ) L« r - 
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\6\<} -1. 
i /*»0 

\ F . 2 \ < Ci |«/| U - - S 

< Cbh.B；- S WuWo .,； 

< c | iHU r . S 〜 

iS \< i - 1 

〜 _0 

[ E ,! = 2 ( S V，Wf . o ^ u )) 

- S wm - a ^ u )\ U„, r 

<C|]HI,. S - - s «9 s «l!.. Sr -. 
f 。 1 

|E 4 | <c[lf|| liSr . I!8^(C/)I1 o. Br - 

< CIIpIIi^- - II/II^.h,. 

这里我们应用了 | r '|=; 一 1<々. 再将归纳假设 （ U . 22 ) 代入 
关于 E ,， E 2 , a 的估计中即有 

| DO , 咖 “))1 （ ll / IU_v + ll « lh _ v ). 

下一步我们想对 /) Cc , « K ^)) 应用强制估计.为此，注意到 
«( S «) ex ( s ,)， 令 *- = «；(£«), 并应用强制估计有 

ll^cc«)llf, sr <c 0 {|ZJ(5ia«),5KC«))l + !l«(f«)]| 0 2 , sr i 
< c 0 Ka «) ii iiHr cn / iu , B； + 

+ lls !； a «)!! 0 , n -.), 

注意到 Bl = s hi sl '. 再应用定理 3.3.2 与归纳假设 (7.1.22) 有 
■ H 5 lCC «) ll 0(Br < c |]9^«) ll ,. s - < C (||/|| M _+ ||„|| i>B；r ) 

代人上式即得 

11^(^)1 ] 1>0； < C(|]/ll^ r + ||«|| 1>H -). 
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令 A — 0 应用走理 3.3.2 以及在上 C = 1即有 

< cC ||/|| t>s _ + ||«||„ B _). 

这里 M «;_， 0而且 C 只与 P , /有关. （7.1.21) 得证. 

亭则涉及有关 0 1 ■的 估计.因此令 p < *■，/<々+ 2,r 
适合 Vl 2, r B = i . 我们要想证明 S^eHXSir)- 并且存 

在一个只与 y 有关的常数 C 使. 


l|0 r «ll o , fl - < C(||/|I M .+ ||«||„ B _). (7.1.23) 


我们也仍然对 y 用归纳法证明.第一步事实上已经证明了 
少= 0, 1 时 （7.1.23) 成立.当/>2时，令 f-Oo 

匕一 2)，则 - 2 < 因为 L - 是椭圆算子， 

的的系数否则心~0将成为 I ■的实特征而与 L 为椭 
圆算子矛盾.所以~ /可以改写为 

— c < o _i (/ - S a « 0B «). 

于是 " 


卜 §必)]. 

将右方展开再求"范数，注意到 以及矿 3" 中 0 n 之次 
数 < r_ — 2,故由归 | 纳假设有 


dr u = did f u - d r (0 _l ( 


1阶《11。, 8; <((||/||^_十||9，、||。 8 。_) 

< c(ll/ll t . v + H . c )， 

从而 (7.1.23) 得证. 

令第二步中的 > 由 0 变到々 + 2 , 
令仏^/这_些^*骤 1 *中>^^(/.1.19)的常数£；之最大者，则我们已证 
明了一切 er u €^( B ^) 而且适合不等式 

H9 r «ll„. B - < c 0 C|t/||^ B _+ ll«|| 1>B _), Ir! <K+ 2 . 

因此而且 

定理 7.1.15 证毕 • r 
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现在我们可以把定理 7.1.13 和定理 7. I . I 5 综合起来而得到一 
个到边界的正则性定理，我们将它称为整体正则性定理，而定理 
7.1.13 则称为局部正则性定理. 

定理7丄16 -，若!：是 S 上的具有 C ™(5) 系数的二阶强椭圆 
算子，“是 （ D ， X ) 边值问题 DO , «)=■(%/)之解， MX . 若 
必有而且存在与《, /无关的常数 c > 

0使得 

ll « m +1 , fl < C (||/||^+ ||« IU ). (7.1.24) 

证.作 S 的开覆盖7。,…，〜使而6门如尹0 
U …，. V ).取■•■，^^充分小而 K,ns 可以微分同 
胚地映到上， 且映到上.于是作从属于 
{ F ,- .....N 的一 FUIC 分割 ..... 对 £>应用定理 7.1.13 
知 Co «6 H tw CS ) 而且 

IICowlU+z.^o ^ cX ll/ll*.v„ + |]ifi«!!i,p 0 ) 

<C 0 (||/||^ 0 + \\C ， u\L a ). C7.1.25), 

对于 。《贝!1应用定理 7.1.15 知 S . 

IlilWlU+l.Fj ^ CjCHf||,.V ( + II f ； «lll.V,) 

< C ；( II / IU ， 0 + IIKfl ). (7.1.25) ； 

于是由 (7.1.25)； 0-0,1, --.. W ) 知一切 从而' 

«= S 也有 从而 《6 H *( fl ) 而且 

/»o 

< CllwlLfl . 将 (7.1.25)> 合起来即有 

< c(m + m ). 

最后还可以用 \\ u \ U . 0 代替上式右方的应用强制估计 

有 

li«lli.ii<c(|D(«，《)| + II4U 
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<c|WU(U ll«IU) 

⑴ u, fl + 1MU )， 

故 l!*IU<c(||/|| t>J! + ||«|k fl ). 代人上式定理证毕 ■ 

应用嵌人定理和迹定理即知当时《€ 特 

别是对于 Dirichlet 问题，可知其解在古典意义下适合边值条件. 

'应用 P 理论可以讨论更一般的边值问题，但我们暂停于此， 
而在下一节用拟微分算子的方法来讨论.现在除 Agmtm [2] 以 
外,还应指出一部重要的 著作： Liom 和 Magenes [1], 其中详尽 
地展开了这个理论.还应指出王柔怀在 U 1 中也得到许多结果. 
关于椭圆型算子也可以在1/框架中展开其理论，例如可以参看 
KomejieB [1] 和 S. Agmon [1]. 

§2. 拟微分算子的应用 


1. — «边值问 fi . 本节中我们将要讨论适当椭圆算子 的一般 
通值问题.处理边值问题有两种 途径： 一是通过一些先验估计以 
及利用一般的泛函分析的考虑，如上节所讲的 L 1 理论那样.另一 
条途径则是通过一类解——位势——将原来的问题化为 3 G 上的 
拟微分算子的方程.后一条途径在 Laplace 方程的情况是很重要 

的，这就是以其基本解& 5=3时的为基础作出一类特殊的 

解： 体积位势、单层与双层位势而将边值问题化为积分方程或者 
直接应用 Gr ecn 函数， Poisson 公式等等.这一条途径现代也有了 
发展，首先系统地应用它的仍应提出 Calderon . 他在1_4]中第一次 
提出应用这个方法的总的纲要.本节中我们将简要地加以介绍. 

仍设 S 是如上节所设的有界的 C " 区域，即其边界是一 
个 C - 超曲面〃而且在点附近恒位于其.一侧，话此我们可以 
局部她引入新的坐标系 x = ( x ', x a ) 使 fl 在 aa 之一点——不妨 
设为 : r = 0 ——附近可以表为 > 0} 而 成为： 

算子 L (*, D .) 可以写成 



L(x,D x ) = 2 L ^ x > (7.2.0 

#*=0 

2«是1 •的阶数(以下 L 恒取为适当椭圆的，因此其阶数为偶数）， 
M 是的 2m 二 y 次多项式.其次再看边值条件，为此在 s 上 
附近给出一个 C" 向量扬(即 C™ 系数的一阶微分算子）”使在 
上V与 3G 横截，即没有切向的求导，于是对“舍 义其在 0G 上 
的/ 阶迹(迹是否存在的问题需视《所属的空间而定，通常“厲于 
某个 Sobolev 空间，因此可以利用迹定理）为 

=[(冬 v ) u \ aa , ’― = 0 > h ■ ■ ■’ 2 m — 1. (7.2.2) 

现在在 3fl (视为一个无边的紧流形）上给出一个拟微分算子矩阵 

fi = (U， 其中 1 = 0,1, • • — 1,々 = 0，1, • • -,2m — 1, 

而且 

4是已给的实数，若记向量 Xr . u , r Jw .,«) = r«, 则我们给 

出以下的边值条件 

B{x', D x .)ru = g = '(.gay •. . ， g 加 -i )， (7 2.3) 

这样我们将得到一般边值问题如下： 

L(.x, D x )u = /, 

B{x', D x .)ru = g. 

边值条件实际上是个，其形状是 

2 m-l 

Bju\ 30 = 2 B i«y ku = Si, 7 = 0, 1, M— 1 

(当然，某些可能为 0, 因此边值条件中出现的*的横截方向 
的导数之最高阶数不一定是2« _ 1, 中则只含有切向导数). 
用上一节介绍的概念我们恒设 A 是一个 J 正规系，即是说每一个 
边值条件（作为微分算子）之阶数不相同， Mg-Sfl 对于坧是非 
特征的 （3fl 的法线向量是(()，•• ^IM), 与 W 相应的特征形式是 
oo) 乙)％ a (*)#0, 因此心非特征即是指 
• 441 ) • 



2 0)a < (r) # 0, / = 0，1， …，只一 1). 

)=0 

例如，取 x 为的外法线方向导数，则 Uplace 方程的 
Dirichlet 问题和 Neumann 问题的边值条件分别是 
7。《 =玄与 = ?. 

现在# = 1而 A = 0与 1. 

下面我们可以引人位势.设 E 是 L 的基本解： LE = * ，并斬 
设I■是常系数算子，《是 Lu—I 之 C"(S ) 解.在外补充定 
义„ = 0则得到一个新的函数《%它在況3上一般是有间断的 • 
如前所述，设是6=0,则我们有以下的跳跃公式(式 (i. 5 .n)， 
现在我们取V = a In 即 ac 的内法线方向导数 )： 

L(«°) = ( Lu )°+ Lru , 

Zyu = -i- 2] L| +t+ ,(* tDx ^ Yiu ^ D ^ Six ,), (7.2.4) 

: <+ 夫 + 1<3M 

这里 D **) 風式 （7.2.1)，v;« = (+9 In ) ' t \ na = D , a u 

(r',0). 双方用 Ji 从左侧作卷积，因为 

E * L(«°) = <5* m ° = a°» 

所以在中将有 

«(*) -(E*f)| fl + (E*Lr«)| c . (7.2.5) 

这是函数《的一个分解式，前一项称为体位势盾一项称为多层位 
势.事实上，设 £■ = —A, E 是一 A 的基本解 C B /r*_ 乂或 QluO, 
则 (7.2.5) 的第一项是 

c, \ g ^~ d y> r = I* — x ^°> 

即 Newwn 位势 -—体位势，第二项则因(7.2. 4 )实际上有 两项： 
Lru = u i d{x a ') + u 2 D n S(x n ) 

而有 

(E*£r«)U = C a ，念■矣. 

这是一个单层位势和一个双层位势之和. 
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特别 是若“ 是齐次方程= 0的解 (/ = t »)， 则体位势不出 
现而有 

“ SB (E * Lr«)|fl. 

在 (7.2.5) 中,取其在上的迹，因 r 是迹算子，则记 r « = « 
(这是一个 2 m 维向 S ) 即得一个投影算子 

c ； C ~( afl,C 加）— C x (dQ ： O m ) 

v I ~> r [( E * Lt <)| a ], (7.2.6) 

C 称为 Calderon 投影子，而原来的边值问题将化为关于〃的在 
ao 上的方程组 


(/ — C > = r [( E */ 0 )| fl ], (7 2 7) 

Bv ^g. 

反之，若 v ^ C ~( SQ , C M ) 是 (7.2.7) 的解，则令 
u =• (E*f a )\o+ (E*Lt/)|a 
即可得原问題的解. 

以上的讨论当然缺少严格的基础，但是它告诉我们这个方法 
的基本线索即将原来的边值问题化为一个无边紧流形上的拟 
微分算子方程组(7. 2 .7).因此下面我们将首先讨论位势的精确定 
义与性质以及 Calderon 投影子，然后再回到一般边值问题的讨 


论. 

2•位势的正则性. 上面介 绍位势概念时，是就 而 
言的，一般情况下当然做不到这一点 .这 就需要我们就逆’(0) 
的某些情况来定义？ *« ，即 “在 02的各阶 的迹. 这个问题在第三 
章中已经讨论过了.在第三章 H ， 我们对 X ?为正则开集——即这 
里所作的假定： 是 C " 超曲面，在之各点附近， .0 恒位于 3 G 
之一侧，而且在定理 3.4.12 中指 出：对 《e c "( i 3), 当然可以定义 

其/阶迹为 ■^是 m 的外法线方向导数(当然，说 

成是« ! 0 fl ，也没有本质的变化，是横截于 sfl 的 c " 向量 
场\这个迹算子可以拓展为由 H 乂 fi ) 到的连续 



算子，这里 s-j>^. 所以若局都地取为〜= 0,则对《 € 

2 

H *( i 3)， 怍一串 C -(5) 在 H 《 i 3) 中逼近《，则以《灸0'， 0) 应 
在 中逼近 D'„u(x', 0), 这里 / 适合 f 一 y ：> +.所 

以« € H -( fi ) 可以视为当而且充分小时的 C'(Q<x„ ^ 
e , 函数.所以我们可以一般地定义《€级' ( fi ) 在 

上具有々阶迹，如果 《 ec *( o <： r B < e ， 纫乂 M ))， e 适当小. 

定理 3 A 12 指出. 《 eH '( G ) 必有4 阶迹： 那里的结 

果还告诉我们迹算子 

nt 

r = (r 。， r" … ， r „)： H ，( S ) — 玎 

y»o 

u \~> (TqU, • • • ， Y m U )， 

当 w c ，一丄时是一个全射(系 3 . 4 . 8 ),而且有右逆(定理 3.4.9), 
2 

迹算子和眺跃公式 （1.5.14) 的关系如 下：若“在 9 S 上有0 
阶迹，我们可以在 G 上补充定义“为0而得"的拓展为 “ 。，若 
逆乂如），则 以 〆 *») e 逆 <^(0). 若 有 2 « — 1 

阶迹，我们仍可证明眺跃公式(7. 2 .4). 

在上面我们应用了常系数算子 L 的基本解来构造位势，对于 
一般算子情况当然更复杂.但在第四章中即已指出，对椭圆算子 
恒可构造其拟基本解，它是很接近基本解的东西，而且是—个拟微 
分算子.用那样的方法来构造拟基本解，即使用渐近展开式，听得 
到的将是一个适当的拟微分算子，它的渐近展开式 

I )之各项均为 I 的有理式 （ R ) 

这时我们有 

定瑾 7 . 2.1 _有一个适当的经典的 PsDO A € P ( R «) 适合 
条件 ( R ), 则当《€逆’ ( R ") 在 fl 中为零时 Au\ 0 在 dfl 上具有 
一切阶的迹. 

证.用一的分割不妨设 S = { r ； jr , >0},85 = {x；x a = 0} 



而《£ ，( G )， 这时必有 C>0 与整数 / 存在使|^(|)| < C(I + 
⑹）、若'充分小(例如取负值）则当 // W ( R ，) 而今 < - 〆 一 
/ — «时，由振荡积分的定义容易证明 /r a ec*(R"). 现在怍 
截断函数1 C fl "(R B ), XQ ) = 0于 g 充分接近0处, 

X(0 = 1 于 IU 為I 处，则对 d 之象征 a 0,0 用宂渐近展 Xa , 
知当^充分大时 


A -^ A -^ ai ( x ,0€ LtK ^)> 

/«0 

从而 A'ui C*(R") 自然有直到4阶的迹，所以当我们只考虑到 
々阶迹时，只需考虑以每一个 a ^ x , i ) 为象征的 PsDO ; 又因 
(1 -ZC|)) flj (^ 1)6 5--, 它也不影响迹算子，所以我们 R 需考 
虑象征为 ZGKhg), 且 a ( x , |)是 f 的有理式的情况.于是 
对任意 V € 逆 （R") 

< 如 ，= (2«)-' j i{ ^ flav? j 

+ 〈及《， V 〉. (7.2.8) 

是一个正则化算子，其分布核是 

U , y )^ (2^)- ( m (7.2.9) 

J 1^ i<l 


在讨论迹时， i?«€C~(R") 是没有影响的，所以问题归结为讨论 
B» =* U — R ) u . 这里 


< 6 «, ¥ > = ( 2 «)-} ? ^ & ⑴ FQ)d “ 
F ( S ) = | 5)< P (* V *. 


(7.2.10) 


因为已假设了 «(*•, S ) 是 h 的有理函敖，所以只有极点 i „ = 
而当 * 在紧集 su ppip 中， r 在 R"— 1 的某个紧集中时, 
h 也在某一紧集中，从而当充分大时，是 I的全纯函 
数.我们还可看到，因为 


CO = (2«)- j c^K-D,H a (x, 
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当 f € R "_* 而 Imf fl ^ 0 急减(注意在 supp </) 上 x ,> 

0), 然而现在 5(0 是$的缓增 函数. 所以对 < S «, < P > 可以应用 
Cauchy 定理改变积分路径得 

( Bu ,< P ) = (2^)-" j R _ 吖 j r(e(i &( r , ?•)#•. 

r(G) 的选择方法如下： 

111 < 1 rn ： r(r) 是 h 实轴上 （一印 ，一 (1 - I^IO^lU 
[fl - leMO^.+ao) 以及联结其两个端点而且适合 Im 6 > 0的 

弧； 




m > / 


图6 

in 為1时， r (0= ir | r ， r 是位于 imf „ ：> o 中的固定闭 
路.不论那种情况，我们鄯要求 re R "- 1 时， r ( n 上的 L 适合 
i?„i <co + iri ). 而且 r ( n 包围了《0,4)对“的一切具 
有正虚部的极点， r 6 suppfl ). 

现在令 ( pC *) =• tpi (* , )' S >7 > j ( J: >)> 这里 tpi (*0 6 CJ ( R n-1 ), 
?>!(*•) 6 C ?( R ) 且 supp ( pjClr ；*,, > 0}. 对于这样的 < p 00， 

• I e ix，i a{x, $)cpi(.x)<pi(.r K -)dx 

=j Rl go ，， (nil) 
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这里 


g (* b , n = ( 2 *) _ "^中, 啦，，⑽- ?) 奶 (*x 

上面的记法 (7.2.11) 是有意义的，因为 G { r B , n 很容易证明对 f 
是急减的.由 (7.2.11) 即知 B « 在4：，>0处是一个 C ~( R t , 
逆乂圯 -1 ))函数 如下： 

^.1-^ ( 〆〆） e (2*)-" j R •…把 

.Jj f )< M *，)6( r ， in ) d £ Jx \ (7.2.12) 

rceoxR*-* 

由这个表达式即知 B« 在上具有一切阶的迹.由前面的讨论 
即知亦复如此.定理证毕，而且由证明过程坷知.之迹， 
例如 r 8 ( J «) 0 连续依赖于 《e 逆’ ( R")，《| s = 0}. 

现在就可以开始讨论位势的正则性了.在前面定义多层位势 
和体位势时，我们使用了基本解 E , 但 对于一 般的椭圆算子 Uh 
D x ), 并没有证明基本解的存在，因此，我们根据上面所讲到的理 
由，将称为多层位势——或曲面位势.这里 
£.*( R ') 是一个适合条件 ( R ) 的经典拟微分算子， 逆 '(3 G ). 而 
体位势将定义为 ACf ). 这样,我们有以下的结果. 

定理 7.2.2 (关于曲面位势的正则性）设 J e L \ R -) 是一个 
适合条件00的适当的经典拟微分算子，则有 

(0 算子 K:C"(3fl) — 是连 续的; 
而若级则具有一切阶的迹. 

( ii ) 算子 ^ nCKv ) 是的经典拟微分算子，其 
在局部坐标系 * = (^,0 中的主象征是 

o' ， r) b (2^) _ 1 j r «o(^ s o ； r, 


« 。是 J 的主象征， r 是 l ——复平面上包围了 对 

于 f B 的一切具有正虚部 Im ^, > 0的极点的闭路. 



( iii ) 对于一切 M 及， K 是由 H ; ac (0£?) 到的连续 
算子. 

证 .（0. 如同证明定理 7.2.1 时一样，我们用 B ^ A-R 
来代替在 （7.2.11) 中令《 = 1<：«'')0托*»)，因为3^?是紧集， 
所以在用一的分割后，可以将〃 (*) 分为有限多个之和，而 
每一个 〜 g CJCR "- 1 ). 因此以下恒设 Co - CR - 1 ). 这样 
5(0 = KO , 我们得到 

(»«)(*) - (2«)- +1 ( e ^' K { x , rMrvr , 

(7.2.13) 

K ( r ，|，） = (2*)- 0，?’，1眞. 

J nt ，） 

这里 r 如已在定理 7.2.1 的证明中指出的那样，是变形后的积分路 
径，可以规定它不经过^平面上的°°点.因此 O 是 x 的 C " 
函数，从而 ( B «) W 6 C -( fl ). 

若 v € S >-{ dQ ) 则直接应用定理7. 2 .1即知 （ B «)0) 具有一 
切阶的迹. 

现在证明 O ). 先仍然看 C ~( afl ), 上面已经指出，不失 
一般性可以设〃 e CMIT — 1 ). 将 j 按条件 （ R ) 中的渐近展开式展 
开，并且只看第一项 c a ( x , i ), a 。 是€的有理函数而且是 p 阶正齐 
性函数.仿照 (0 的证明知道 

) =■ (2*)- +i e^KW,o, mrvr. 

其主象征是 

KCr’ ， 0，？’） = (2*)-* ( <i 0 (y ， 0, ?’ ， f a )^„ 

1) 指 《 € rfii 且对任 一p € c?(5) 巧 e 的 “之集 

合.因为 lupp^n^ 可能非空，所以 h 以 s ) 与 fff oe ( D ) 不同 • 若取炉在 
dQ 的附近为I,易见 Hf«(5) 实际上是指可以«过 di? 拓展到 R 胃之任一紧子集 
(伹不 觴拓展 到整个 R*) 上的而仍保持在^中的®之集.同样，朽时在一些文 
献中也用到是指可以拓展为 H *( R *) 中的之* • 在本 
节中的公都是第三章的正则开集,因此由拓展定理（定理 3.4. 3,系 3^.4), 
中的元都可以连续拓展为妒 (R») 之元,这样, //'(fl) 和 H f ( Q ) * 
没有区别的，但与 H{ 0e (lJ) 则不 相同. 
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我们现在只需证明尺 < y , o，n 是 p + i 阶正齐性函数即事 
实上 

K (*’， 0, O = (2 JT )— 1 “ 

= (2*)-v u+i ( “ 。 <y ， o ， r，“)#■(§. = rc„) 

J l*，ir 

= rK*., 0, r )， 

所以 r , Kv 是 p + 1 阶经典拟微分算子. 

最后证明 ( iii ). 由于 Z -= S 屮 K ， K 是正则化算子因此对任 
意的 〆 ， R € L ^( R "). 因此对 MCMR ， 一0和 fp eCJ ( K ，）， 我 
们有 u 

^ C \\ v \\ s - ll + u ' 

< c \\ 4 .. 

这里需要 /_# + 〆 一 丄 < 一丄以及 〆 但前面已指出 

2 2 

Re z ^'( R »)， 〆 *任意的，因此总可以满足以上的要求. 

余下的只需证明存在常数 C > 0使得 

ll < B «) lfilU-f < C | k | U , « - u ® d , «/€ C ?( R - 1 ) 

即可.由 （2. 2 .13) 给出，同时假设了 a ( x , S ) 对*有紧支 
集.此式的证明归结为以下几个引理. 

引理7.2»3对于一切重指标£«，？均存在常数 C >0, 使得当 
> 0时 


1) 这里我们用到有关迹定理的以下结果： 

定理.若 P e^(R->), P =ito, 则当且仅 a » + >< —士且 
时，这时 

lk®D ， 5||, = CM, +;+,/•， 2ffC* = j B (l + riVt'^Vir,,. 

ffi. 

kh; = (2«)- J(i + iii i yf. ,, i«*cr)i , «/§ 

=(2»t)- }(l + rjiy^Tf, J(l + lg'|0 ， +,+ ， / ， l«X#')l^r. 

这 m 找们 作了变 a 变换 €, = (i + 
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卜切尺 Or ， r )| < c(l + | rl ) M +1+0 "1. (7.2.14) 

证.由 （7. 2 .1 3 ) 中关于 A ：(*, r ) 的表 达式知 D 1 K{x, r ) )4 
以下形式的积分的有限线性组合 

( vr " J ⑽帥(丈， r ， 匕此， 

这里 P < «». 而 <* 一 5 = (0, * ， *， o ， a a )， «„ > o . 又因 
x n e IXnSn *= 

所以对“作分部积分,注意到 r ( r ) 是一个闭迴路即有 

^0^(*-, 5) = * ,p， J h))ri|_ 

之有限线性组合. 

但是因为 ae l ^ R "). 所以 

r,^»i <c(i + 

< C (1 十 If I 

前面已经说明，在 r(o 上， | U < C (1 十 \ S '\), 代人上式有 
< C (1 + | f ， 丨产- 

如果取 r ( r ) 为直径 ciricc 充分大)的弓形弧(在 g .> o 处)以 
及充分接近6实轴的直线段，知 r ( r ) 之弧长也小于某个 C (1 + 
比|),所以， 

< cd + 


而引理 得证. 

现在用 Seeley 拓展(第三章定理 3.4.3 与第六章引理 6.2.12 之 

注)将 K ( x , f ') 拓展到％<0 处： 

«» 

K ( x,n - s 

P-1 

使之对 * 仍具有紧支集，而且上述引理中的估计 （ 7 .2. M ) 仍成立 • 
将以*，1')对*作 Fourier 变换： 

jea , r ) = j ，叫 ( 欠， n (”乃) 
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我们有 

引 H 7. M 対任意非负整数？与《■均有常数 C 存在使 

i/?a,r)i <cd + irini + inr^i + 

(7.2.16) 

证 . 由 (7.2.14)( 它对 *„<0 也成立)有 

< |j ^D a M X ,^')dx\, 

但是由 （7.2.14) 

\x s DtK(x, di < c(i + 

因此对任意非负整数 P 与 9 有 

|(i + [*,|(i+ irlOT + mo 切吩， r)| 

< S | C 4r **(l + IlMK - rO ^^ Cx.ni 

<c f M + || ， | 广。《， 

故 

!Wr,ni <c,m + iri)^ +i+ ««ci + \x-\yxi 
+ i*jci + lri ) r p . 

选取 p, 4 充分大将有 

i^a,r)i = |j r)^| 

.. <c(i+ iriy 叫广 （i + ww 

. j'_ci + mo + iri ) r p ^. 

<c(i + ir[/ + --. 

利用上面完全相同的方法来估计 

i(i + ic B i/(i + iri)>*(i + 軌 ， oi 

<Si c ^ic.i ? a + iri-»(i+(rO T ， >^cc.r)i 
<c{i + iri/. 

因此有 
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i^a,oi <cci + iriKi + {『(I + 

这里 C 当然与？， r 有关.引理证毕. 

定理 7.2.2 的证明之完成.现在用 K(*,r) 表示已经拓展到 
4 < 0处的 KO, r). 因此我们有一个新的算子 T«, 以它拓展 
了它就是 

r«o) = (2^)-" +1 j e ii ， v Kix,nKndr. 

这里 H = u { x ')^ 8 , 而我们只需证明对一切 xeR 有 

即可.也就是说，只需证明対一切 tp6C 0 -(R ") 均有 

l < T « )( p >| < CHWI — i . (7.2.17) 

但是很容易证明 7^(,,) = (2«)-- +1 ( 5'Mrvr, 这 

里 f 了解为 （f , 0) 从而 ,-r 有意义.从而由 Parseval 等式有 

<7-«,<p> = (2^)-" [ jec, - *iwr. 

因此，由 Schwarz 不等式得 

|<r«, q>)\ < CMU + — 全 ㈣ 。， ( 7 . 2 . 18 ) 

K » i ) = | i ^- r , r ) a + uir --^ cr ) i ^. 

由引理 7.2.4，ijeoj-§w)i <c(i + irini + iv — i ' i )， 
• g +w B |/(i +iri))-% 代人上式即得 ii ^ ii . <这里 

wi n ) = c j 如 r)(i + lrl)W)W ， 

x( n , r) = (i+ Irl^-Ci + IV- r 1)^(1 + UD 1 -^ 

.( 1 + T^W)' 

r 与 9 暂时不定. 

因此为了证明 (7.2.17)， 由 (7. 2 .I8) 以及 ||F|| 0 < |]^|| 0 ,只需 
证明 <C||*-11, 即可.为此，作变量变换 
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巧’卜一> (1 + 丨 

有 

iiwi ]^ j 1(1 十 ivir 來 ( v ，（ i + w \ h ,) v ^ d v „, 

应用 p ee m ‘ 不等式（定理2.1.10)有 

(i+ + ivi>j a ;r)<ai + \r\y ~ 1 

- (1 + ivir 《 i+ 1 如 |) ‘丫 ki+ I 习一 nr 处 



<c(i + + iv 一 ri)- 州 , M 



w 此 

j(i + U a | 2 y-H(||y(.， IJjI )||^ n C7.2.19) 

nv ，。= J z(v - r ， h)(i + iri wr)i 吖 

z ( v \ v ,) = (i + ivir r+i, -^(i + — h ' i-VT 

\ 1 + h I〆 

<(i + IVI) 娜 -㈣ (i + ui )-、 

然而由 H ^ usdorff - Young 不等式(视 i ?* 为参数） 有： 

S (^«) = I 

所以若取 — 1 ，《 > ， 一； * +f? — 丄， 2;* > b — /| + 彳即 

2 

得 

< cj (1 h- i»ji )hj’ 

= c(i 十 hui)-^- 1 j(i + 

= c(i + h fl 丨）-… - 1 ， 

依次代入 (7.2.19 ) 即有 
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Il^ll ； <cil p ||jj(i+ U” 十一 、 . 

因此定理证毕. 

前面讨论了相当于分解式 （7.2.5) 的后一项 （ E *£ r «)! fl 的多 
层位势 dO ® S ) | ^现在要讨论相当于(7. 2 . 5 )的前一项 * n\ a 
的体位势 3( f ) 的正则性.这里我们有以下的定理. 

定理 7.2.5 (关于体位势的正則性）设适当的经典拟微分筇 
子 d e L ^( R ') 适合条件 （ R )， 则算 f /卜 > J(nU 是 C M ( S ) 到 
C ~( S ) 的连续映射. 

证.由于定理中只用到/°,不妨设 f 的支集 ft 5的某邻域屮， 
从而令？为^在 R 1 ■中的 c " 拓展可以设 ？ e CKR "), 而且拓肷灯 
子： C % S )-> C ?( R ") 是连续的.记犮= ?1 k " u }， 《 =总在 
( r *\£) 中，而在口上《 = 0则 r = ? — «. #和《邴打而"■紧夂 

集，但《不一定光滑，因为在上可能有间断性.我们已知适当 
的拟微分算子是 C «( R ") 到 C ~( R ") 的连续线性映射，所以对 
?(从而对于 /) 是 C "( i 3)^ C ™(^) 的连续线性映射，而我们 W 定 
理归结为证明 M C -( D -)-> C -( Q ) 的连续映射， 
因为 fh — s 由拓展的连续性是 C ^ D )-^ C -(^) 的连续映射. 

和定理 7.2.2 的证明一样，令 A ^ B - U , 对于我们有 


Km) = j 0, 0v(*v*. 


啦 , ， i ) F ( m ， 

(7.2.20) 


和定理 7.2.2 的证明一样，当研究时，不妨设《对/光沿， EL 
具有紧支集，即«6 Cp-CR- 1 ). 这时在 

^(r, = j 

中对〆作分部积分立刻可以看到，对一切 i eN 必有常数 C: 使 
得 

i^CisOl <c,(i + iri) w , reK”- 1 ， im| B >o. 

由 （7.2.20) 知道，当时 
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Jr" 1 Jn*，> 

(7.2.21) 

因此 Bu\ 0 € C ~( fi ). 定理证毕. 

在定理 7.2.2 中出现了算子 K , 我们称为 Poisson 算子，同时， 
f\-^rdA(f)\ a l 称为迹算子记作 T . 由于这两个定理中的 d 是 
适当的， K 可以拓展为#乂0£)到的算子而我们有 
定理 72« 设是适合条件 （ R ) 的适当的拟微 
分算子，则拓展了的 Poisson 算子 

K : ^'(00) . 

v\~^(A(v®8)\ o y 、 ) 

的转置算子就是算子 

r ： c-(S)^c-( 0 fl) 

证.这里需要证明的就是对一切/ € CJ ( S ) 和 v€C-(dQ) 
有 

(f, KvXTH 

我们仍将 G 化到 R H + . 若 f € C 『( G ), 由转置算子的定义上式是显 
然的.对一般的 / ec ?( S ), 则用磨光核将/ 磨光： p 6 *U 

C ?( J 3), 这里 P 是心的 Cf 函数，其支集在 h > Q 处， p s = p (^)* 

于是 

(f> Kv) * A(v^5)\q) 

= * fA ( t ^® 5) [^) 

*♦0 

= 占）〉 

«-»o 

= lim ( r 0 , /4( p e * f ), v). 

♦ - *0 

因此余下的是要证明在拓扑下 Umr 0 ^( p 6 * f ) = r a ( f A( Pi * 

t -*0 

f )) B - 即可.但是当 a 之阶时， 

r tt 'A( Pt *n = or" jj e iu '^aix\ o, g)o>.*r)(yV><^, 



一 yj ，直接求极限即可.对 
—般的 d ， 利用 A ^ B - R , R ^ L --( fl ) 而可以利用直接求极限 
处理，对于 B , 则利用 B 的表达式 （7.2.21) 求极限即可. B 定理 
证毕. 

系 7.2*7 在以上假设下，若 ft <一1，则: T 可以连续拓展 

2 

为相应于 ^ 的迹算子 T ：//-^ r 0 ((^ f ) fi ), f € C -( fi ). 

证.前面已经证明 T '=7, 而 K 是 C "(0 G ) — C "°(5) 的连 
续算子，因此由对偶性知: T 可以连续拓展为由级乂 S ) 到软 
的连续映射.当时， /°€ HL ( R "), 从而^(/°)€ 

HrAR ")， 当 〆< 一丄时 ，一 丄而 r t CA(f )) 0 有意义且 
2 2 

由定理7_2.6知 T'f - Tf , 

最后证明一个关于迹的存在的 定理： 

定理 7.2.8 设 PC ^ DJ 是！ R " 上的适当的 2 m 阶椭圆拟微 
分算子》€级' ( G ) 可以拓展为级乂 R ") 之元，则 
(0 若 P «€ C "( S ), «在30上有各阶迹. 

( ii ) 若 P «6 HUS ), 则当々<# + 2« — 1/2时，“在⑽ 
上有直到4阶的迹. 

证.设》拓展为 W 锣 •(!*"). 不失一般性，可以设 
f ( R "). 记 Pu=j, PS_f =尽若 O 是 P 的适当的左拟基本 
解，因为 QP-l + R , ■ ReZTlR ') 有 * = (. 9 ( f ) + QS + 
J ? S ) U . 由拟基本解的作法， y 应造合条件 （ K ), 因而由定理 
7.2.6, £>(/)| 〆 C "( S ) 自然具有各阶的迹.由于 B 是正则化算 
子, K 5 eC "( R "), 从而也有各阶的迹.余下的 R 有 
很明显 ge ^' CR ") (事实上是 ge f ( R ")) 而且在上 g = o , 
故由定理 7.2.1 知也在上有各阶的迹. （0 证毕. 

为了证明 ( ii ), 记 P « = /，于是可以拓展为？€ HUR "), 和上 
面一样作0为 一 2 «阶适当的拟微分 算子： PQ-I + R . 令 
v = u -( Qf )\ 0 , m = Ptt - f 一 Rf € 因此由 （ i )， 

f 在 0 J 3 上具有各阶的迹，勿 e HdR ")， 由迹定理，当々< /+ 
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2« — 1/2 时，它有直到々阶的迹.定理证毕. 

3. Calderon 投彩手.现在回到本节的开始.在那里，我们就常 
系数椭圆算子 i 的情况作出分解式 (7-2.5), 并通过求迹将原來的 
边值问题归结为上的方程组 (7-2.7) ——这是一个拟微分算子 
的方程姐.这就是我们解决问题的基本途径.现在我们要对一般 
的变系数的椭圆算子 L( Xi D*) 作出分解式（7.2.5> 以及得到相应 
于 (7.2.7) 的方程组.这里的核心问题是给出定义并讨论其性质. 
对仍作前面一样的规定，可是对算子^■有眺跃公式 (7-2-4) 
L(u°) = ( Lm ) 0 + Lru = 4- Lyu , (7.2.24) 

Lyu = -7- 2 

这里 T*/« = « 1 8D = 是 D,. 的 

2m — （/ + 々 + 1) 次多项式.对于梱圆算子 L， 可以作出其拟基 
本解0,使得0是一个_ 2 «阶的适当的经典拟微分算子.而且 
LQ = 1 + R, QL = 1 ->r R' , 

R, R^L-^(R a ). 现在用 0 从左方作用于 （7.2.24) 有 
« = Cqltu)\ s + — (k’o 11 ))^， 

再在上取迹即得相应于式 (7.2.7) 的 

r« = r(QLru) a + rCeCf)^ - r(R-(«")) fl , (7.2.25) 
或记 r« = t/， r{QLv') a = C,, 我们有 

v = Cv + r(0(O) fl - r(R'(V)) fl _ (7.2.26) 

现在可以给出以下的 定义： 

定义 7.2.9 由式 （7.2.25) 所定义的算子 C：C%6Q,C m ')- 
C°°(0G，C w ), "I ~> r(QLv)o 称为 Calderon 投影子. 

这里我们要注意，0£可以认为是作用在 上的： 

QLv = 4- 2 pL, + 

* / + * + l<2« 

〜是 dfl 上之 2« 维向量 8* = («< w 的第 / 个分 3. 

当^ r« 时 ， a = Diu(x-, 0). 因此由关于曲面位势的正则性 
的定理 7.2.2 知,可以视 g 乙即其中的算子而 C 即其屮的 r»K, 
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它显然是 C *( dG , d - C -( dfl ， C «) 的连续算子，因此定义是 
合理的. 

由拟基本解的作法可以知道0的象征之渐近展开式的每一项 
均为^的有|6函数，因此 £* 适合条件 ( R )—— 条件 ( K ) 的设置正是 
这个目的——而且由拟微分算子的运算知道 P 与匕切微分算子的 
复合也造合条件00,因此前面的定理均可适用于此.这样我们 
得到关于 Calderon 投影子的基本定理 如下： 

2 /TJ -1 

定理 t .2.10 ( i ) 算子 是由 XI ⑽） 

— Hf M ( S ) 的连续映射, aeB 可取任意值. 

( ii ) C - ( C “,）( 7 , / = 0, 1, •••, 2m - 1) 是阶矩阵 
算子，其中 C U! i L '~' idQ ) 是适当的经典拟微分算子. 

( iii ) C 是 modL -» 意义下的投影 算子： 

C 1 - C € L ^( dQ ). 

证.由£的定义 (7.2.24) 有 

iQLv^o = S pL^Cr^^ODM^SCr,)] | fl , 

t /+ 灸 +1<2» 

Yi ( QLv')] 0 = -V TaiDUQL ^ i ^ x , D x r ) 

* /+* + l <2<» 

• ^(^^^))])!^ 

前面已指出， P 适合条件 ( K ), 所以 奸叫 + 此， D ⑷都 
是适合条件 ( E ) 的经典拟微分算子，其阶数分别为 — 

I - 1. 所以 £*£ 是由 

XI 卜 i (9fl) 一 HU5) 

/«0 

的连续映射.（定理 ^ 2 ( iiO ). 于是 （ i ) 得证. 

关于（;0,则注意到 

Cj,i = YiCQt-^Oo = ~ Y^DnlQLi^iff.iCx fDxt') 

• !>50,®s0,))]U 

由定理 7.2.2 的 （ ii ), 应为阶数为的适当的经典拟微分算 
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子.其主象征为 

L- i ( ，， o ， r ， i,). 2 L° l+i+l (r', o, 

2 iCf 灸 + 1<2«-/ 

这里 r 是包围了 LV . o ； r , W 关于 h 的一切具有正虚部的零 
点的回路, i ! h +1 与 C 分別表示匕 + UI 与 1 •的主象征. 

最后证明 （ iii ). 考虑 *^<;~(9公，（^)，并记《 = (0£ ( 01 1 )， 
则有 c 的定义有 o = r «, 然而 

t-f ' "V 8(x,)) I o 

所以当 h > 0 时，亦即在中应有 = 0. 于是由 LQ = I + 
R , R € L -" 即有 

Lu = (^LQLv^u = Lv\ q + (RLk)],} = (i?L«/)c. 

于是射 r « 应用 (7.2.26)， 注意到其中的尸 = { Lu )\ 即有 
r« = C(ru) + rg[(KLv)fl]° — rK’（《。）. 

由 ru = cp , «° = (£>£«01各，有 

(C - C > = rQ \{ RL v )\ a T - rR ' KQLvW . 

记上式右方为我们来证明 r € L -"(3 fl ). 但这是清楚的，因 
为 R t R '€/.-"( fl ), 所以上式右方变 K 必 '( M ) 到 C "( M ) 中. 
定理证毕. 

现在用 K〆 ， O 记 Calderon 投影子的主 象征： 即矩阵 
( c !, ,( 〆 /))，其中 cu ^, n 是算子 CU /具) 的主象征. 
因此， cO ’， r ) ec ~( r *(9 G )， L ( O w )). 以后我们将需要讨论 
它 的象： 同 re *-, r fl ； r , u 表示算子£■的主象 
征，并作常微分方程 

L \ x \ 0； £>„)£/ = 0. 

用#(>'，§•)表示它在~聋0处为有界的解的空间，由于 L \ x \ 
0,^,^) = 0对于匕没有实根，这个方程的特征方程没有纯虚 
根，从而其基本解系可以分为 两组： 一组在 h — 时趋于0, 
另一组在*, — 一 W 时趋于 0. 用 rU 表示觯 U 在6 = 0处所取 
的 初值： r [/ = (^ i £/(0)),/ = 0, 1，…， 2 m — 1，并记 D ^ x ', 
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S ') == { rt /； I 7€ S ± (* M ， )}, 则有 

现在看 D *0‘,§•) 的维数.方程 LV ,0,| M a ) =0 关于 的适 
合与 < 0的根之个数是局部常值函数，当时， 
T*(do)\o = r *( R - o\0 是连通的，所以 dim^C*',!') 是常 
数.又因为当 r 变为时，适合 Irn| fl > 0的根变为 Im?„ < 0 
的根，所以 

^imD + (x-,f) = dimD-(x',S') = m. (7.2.27) 
其实这就是定理 7-1.5 的内容.当《 = 2时，上式不能得证，但我 
们恒假设 Z ■是适当椭圆算子，所以这时它也成立，这样我们可以证 
明 

定理 7.2.11 若 L 是适当椭圆算子我们有 

ImK*，， I，）=£>+(〆，矿）， dimlmfO，，O = «. (7.2.28) 
证.令 S+<y，r)， 在 * n < o 处补充定义它为0而得 U% 
则容易看到有以下的跳跃公式 成立： 

* /+ 处 +1<2« 

M +<+1 是 M +lt+1 的主象征.因为拓展后的 Me y(R)， 在上式双 
方作 Fourier 变换，有 

* i4 A-Vl<2n 

作逆变换,并且在 h 复平面上改变积分路径如的主象征表达 
式(定理 7.2.10 (n) 的证明）中的 r, 即有 

U ( x n ) = ^ 

2 x 1 r 

• 2 L? + 々 +l (V ， 0, n^TiU - d^ a , r,>0. 

/+ 走 + 1 < 2 M 

(7.2.29) 

于是，双方求 / 阶迹 A = 丄扠 （.）^=0, 有 

I 
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. 2 LU ，，0，|，) r , ⑽,. 

/ 十之 +T<2« 

但由上述 C;. ; 之主象征表达式即有 

rV = c ( x ', i')rU 

亦即 rU € 

反之，设而且 《> e [ m e ( y ， r ). 在(7. 2 .2 9 )中 以叫代 
替 r , U ( l 以定义一个向量，记作 t / u ,)， 很 
容易看到 t /0„) (在 *„ < 0处补充定义为 0) 是常微分方程 
L \ x ', 0, r » D„)U = 0, & > 0 
的解，而在 +«> 时为有界，这就是说 U € S ^( x ', n 而且 
rU = w . 所以 ^6 D +(* MO . 证毕. 

4 •适当椭 11 算子的边值问届. JlonaTMHCHHH 条件.对丁 椭圆 
算子 L(x,D,), 我们已经提出了它的一般边值问题是 


L ( x } £>:)«=/， 
Bru = g . 


(7.2.30) 


这里 s = (s M ) ，而 e M g L rf r*(afl) 是适肖的 经典拟微分算 
子.至此，我们已假设了 /- 是造当椭圆的从而知逍 O 的象 
维数为 «,Br« 则可写为一个向暈（&«，•• -, b 2 «-,«) 而成为一个 
J 正规系，'因为有若 千个艮 可能为0,所以实际上有 P 个边值条 


(7.2.31) 


件. （7.2.30) 给出了一个算子 

^： C ~(5)-» C ~( fi ) X C ^ dQ , O *), 
u I — * { Lu , Bru ) 

(暂设 《 6 C M (5». 现在用 6 - 0 M ) 记 B 之主象征(即捎 b ik ( x ', 
O 为 Sm 的主象征），它对每一个0 W T*(3i3)\U 映为 
O ■中一个向量，因此当 ( x ', f )€ T *( dQ )\ 0 在变动时，其象是 


T«(9£?)\0 的一个向 量丛： （T*(aG)\0) X O . 以后我们将在 
上考虑并记这样得到的限制为 KW 、' 
Im f (r,r) — (T*(9G)\0) XO 1 , b 的性质将决定算子父的性 
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质.为了讨论这个问题，我们要引人 Douglis - NirenberR 意义下的 
椭圆组的概念. 

仍然从一个椭圆算子的情况开始.在第五章中已证明，凡椭 
圆算子必有拟基本解.其实这个结论的逆也成立.这是因为若造当 
的经典拟微分算子 J G 有拟基本解(左或右 ） B € L^：BA ^ 
/(^。•^-^，则将心丑的象征 〆 ^)， < r ( B ) 用渐近式 罕开： 

<n 縿 

~ 2〜(*，？)， ff (®) ~ S b <^ x, ^ 

i-o y=o 

应有 ^,§)« o ( r ,?) = l , ?€ R '\0. 因此对于 feR "\0, M 的 
主象征《。0,幻卢 0, 因此 d 是椭圆算子.同样，对于矩 
阵算子 A = Ui ，0> 是适当的经典拟微分算子，其阶数为 
内 dh , 其象征与主象征分别记为与十是我 
们称 d 的象征与主象征分别是 

(T ⑷ =(<7( 々 *)) ， a a = (a%), 

若 «°： C "-* C - 是单射(只有当 《> n 时才可能)或全射（当《> 
m 时才可能）就称 X 为 Douglis - Nirenberg 意义下的左或右椭圆算 
子(或者准确些说是0,0椭圆组，这里，=(>»■■■，〜），* = U ， 
特别是在 w = » 时,可能是单全射，这时就简黾称4 
是 Douglis - Nirenberg 意义下的 （ W ) 椭圆组（以下简称椭圆组). 
和单个椭圆算子一样，这里可以证明 
定理 7.2*12 j 是 （ f , <) 左(右)椭圆组的充要条件是存在左 
(右）拟基本解 B , B 是适当的（/，/)右（左）椭圆组 ， BA - / 
( modL -) [AB = /( modL - 0 )]. 当《 = ”时，单侧椭圆性就意 
味着存在双侧拟基本解. 

证.令 A , 是以 （1+ 为象征的适当的拟微分算子，则 

，是它的拟基本解（显然卓是椭圆算子).作《阶对角形矩阵 
楠圆组1,使它的元 An = A t) (/ = K ) 或0,以及作”阶对角形 
矩阵椭圆组 A _,， 其元 At = (/ =々）或 0. 于是相应于矩 

阵算子^有 

A = A , AA _, = 



A 的元素是适当的 0 阶经典拟微分算子 .；？ 为(0,0)左(右)椭圆绾 
与 d 为0, <) 椭圆组显然是等价的.因此我们可以限于讨论; S . 
设3是左椭圆组.作5的伴随算子 5*, 则 3*；! 是左椭圆 

组，而其象征是一个* X ”方阵 a , 而其元素为其主 

/ -1 

象征是—个非奇异 „ x ”方阵作其逆方阵 （ 的 <)9 并记以 
它为象征的算子为/?，则/?也是椭圆组而且 

fioa 由！ + R ， /?€ ZT 暴， 

因此 (g °^° a = KmodL — ~).亦即 

((S Ri ) °^° 3 * = /(modZ.^™). 

所以 ( i ] K *')#。；?* 是 2 的左拟基本解，这里按渐近展 
\*=0 / 丨 -0 

幵理解. 

反之，设2有左拟基本解，则容易证明3的主象征是单射. 
因此，2为左椭圆组的充分必要条 件是： 3有左拟基本解. 
对2为右椭圆组的情况，可以直接作其右拟基本解而不必通 
过伴随算子.定理的其余部分是明显的.定理证毕. 

现在再回到映射^ (7.2.31), 并且先讨论相应的映射 S 为全 
射或单射时,有什么性质. 

定理 7A13 2；为全射时么有右拟基本解 ImSf 在 
^"( S ) X ^'( 90 , 0 ) 中的正交补含于 C "( S ) X C -(9 fi , C «) 
中.若 fi 为有界域 1 ■为闭且有有限的余维数. 

证.考虑算子 BC , C 为 Calderon 投影子.它是一个 p X 2 m 
矩阵，其元素是适当的经典拟微分算子. 
因为 C 的主象征 C ( y ) 映 CW 到 i ： 的定义域 Z)+(y / ) 上，所以 
BC 的主象征之全射性就相当于 S 的全射性.故由定理的假设知 

I )本节恒设为有界.若不是有界的,类似定埋虽仍成立 S 这个箔论不一定 
对. 
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BC 是 Douglis - Nirenberg 意义下的右椭圆组，从而有右拟基本解 
A - Uk .>)> 是适当的经典报微分 算子： 

BCoA = I + R t , R ,6 L _ C 0 (9 fl , O *). 

现在定义 /: C "( i 3) X C -(9 fl . O *)— C -( i 3) 如下，并证 
明它是的右拟基 本解： 

{Q(n+ QtAig- BrlQ(n] 0 )} a . (7.2.32) 

P 是 L 的拟基本解，它是一个适当的 一 2 «» 阶经典报微分算子. 

由前述关于体位势与曲面位势正则性的定理 7.2.2,7.2.5 可知这样 
定义的算子 > 是一个连续映射. 

为了证明•是的右拟基本解，注意到0是 L 的拟基本 
解，从而 LQ^l + R, 3是 BC 的右报基本解（矩阵算子）从而 
BC-A = / + &， 与& 均为正则化算子 ( L -" 算子），不过 見是 
矩阵算子而则否.于是作 父減, 并由5^的定义 (7.2.31) 有 
- ( L 0( f % + L{QlA(g^BrQ[fW} 0 ,Br{Q(f) 
+ (7.2.33) 

LQ(f}^f+ R(f), L[QlA(g - BrQ[f] a )) a = LA(g- 
BrQ[fW + RlA(g- SrQlf ] a ). 若记 - Br 0[/°] fi ) = 

«/ ，则 Mccafl ’ c 1 " 1 ) 而 

i «"= 4* S ^»+*+1(- 

< /4 • 及 +1<2M 

从而 tw\o = Q. 再由 Calderon 投影子的定义 ， O = r [(0£ f ) fl ] 
(定义 7.2.9)， 故 

Br[QlA(e- SrQin^o^ SC • A(g - BrQ[f] 0 ) 
=g- SYQ[f] D + R,(g- Br 0[ H C ). 

代人 (7.2.33) 即有 

Str^nf,s) -0 + R(f)\ 0 + RlA(g- BrQm^^e 

+ R ， a-Br0[f] fl )) 

_(/， ff ) + ^(/， g )， (7.2.34) 


这里 


淡 （/，？）= ((RlA^g- BrQlf] 0 ) + R(f)) 0 , 
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- BrQ[f] 0 )). (7.2.35) 

现在我们要证明溪是正则化算子.茌 (7. m ) 中 R , g , RtA S 
与扒尸）分別是.由逆’ ( aa ， e ») 与您' ( a )-- 逆 （ o 〉 的连续映 
射.这是容易看到的.此外 i ^ rmn ^ 则很容易拓展为 
，( S ) 到您 :(8 fl ， C ") 的连续算子（定理 7.2.7 的证明 ）， 因为 
r,°Q 的阶数为; — 2 m < — 1 (j = 0,1 , • • • ,2 m - 1). 从而 
与丑/的左复合見870及以与 RLAB 的左 S 合都是由 ^' CS ) 
到 c ™( as , i >) 和 c ™( ii n ) 的连续 映射. 所以 o 是正则化算子， 
而= 1 +琢， ，扁为父 的右拟基本解 . 

最后证明有关 Irn^ 的论断.由泛函分析的一般知识可知， 
(1^父）丄即 ker ， 父.然而由 = 1 +淡有V 父=1 + ! 货. 
所以若 （/,S)€kW, 应有 

(1 + ! ^)(/, g) = 0, 

即 = 但'溪与溪一样是正则化算子.所以 

(}, g ) = -^c/,?)e C~(5) X c»(9fl, O). 若 a 为有界的，则 
溪作为有界域上具有光滑核的箅子必为紧算子.由 Riesz-Schauder 
理论知 Im(l +琢）为闭乱有有限余维数.父 -^=1 +琢表明 
Im^3lm(l 4-溪），所以 codim(Ini^) < codim(!m(I + .^£ )). < 
+ co. Im^ 为闭在^拓展以后是显然成立的. 

现在在 Sobolev 空间上考虑边值问题 （7.2.30). 设有 m' < 
2 m 使得如果.々>»»’，/ = 0, 1， ... ， 弘 一 1，则 Bj* = 0，因此 
(7.2.30) 的第/个边値条件对 D n 的阶数不超过 ™' (而対一 切认， 
的总的阶数不超过 4). 因此, H 要《?缪'(0)在⑽上 
有 S 到 <一1 阶的迹.以《总是有定义的.因此，若《€逆' (0) 
可以拓展为逆， (R*) 中的元，而且 P«6Wi oc (^),^>m ， -2m- 
1/2,由定理 7.2.8 的 （U) 知 Bra 是有意义的.这样我们可以考虑 
算子 

乂 ，。: f / r 0[ (5) — KS ) x 
u I ^> (Lu 9 Bru'). 

这里我们假设： W — 2« — 1/2 使有意义，而且记 
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关于 5^,„我 们有' hi 

定理 7.2 J 4 设 K 是全射.若 j，(t € R 而 j > f «’一 2 w — 丄， 

2 

rr < f + 2«，则有右拟基本解 

^.,： Huc ( S ) X fr - rf ^(9.0) — Hfo c (5) 

是连续映射，而且 S ^ s ,^ s , 0 = 1 +诫琢,, „ 是由 HlXS ) X 
fT - d _ Hai 3) 到 C ~( S ) X C "( ai 3,0) 的连续映射 . it 
☆ UR ") X H -^ KdQ ) 中的正交补与 lmSf 的正交补相同. 
当0为有界时为闭而且与 Im ^ f 有相冏的有限余维数. 

证.设 f ^ HUXG ) 可以连续拓展为 ？ eHUK "). 仍用 
(7-2.32) 定义^ 110 但将 f 代以？.由定理 7.2.10 的 (0 以及 a < 
/ + 2«可得的连续性.重复定理 7.2.13 的证明又可得 
琢^的表达式，即在 (7.2.35) 中易 f 为？，它的值域显然在 
c % e ) x c ~ ⑽， o ) 中. 

再看 Im£^ 1J0 . 若0,6)€7,,„之定义域,则显然有 ( 5!^(戶， 
C) = ‘Y(f , G)， 然而定理 7 . 2 .10的证明中已指出 

ker -^ CC ^ CS ) X 之定义域， 

因而 ker ^ S ^ sker ^^. 定理的其余部分自明. 

上面两个定理指出了 的全射性意味着 Y 有右拟基本解.存 
在，5的单射性又窻味着什么？这里我们有以下的正则性定理. 
定理 7.2.15 (正则性定理）设是单射€ R 适合 

s > m ’ 一 2 m - — , ， 4- 2 m ， 则 

2 

( i ) 若《€您乂 3) 可以拓展为您乂 RO 之元且使 Lu $ 

HUXS ), Bru € H a - i - Kda '), 必有 而且当0 < / < 

i — lm — 1 / 2 时 r ,.« 6 H "~>~^ dQ ). 

( ii ) 令 <^’<(7,/； 为5的紧子集，则必有常数 C 使 

IJ«L + s llwiUi -. 1 "< C {||/： ( 4+|| Br «| U . M + ||« U ， 

( 7 . 2 . U ,) 
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这里“适合 （ i ) 中的条件，而且 snpp ^ K . 

( iii ) ker ^ f s ,„ - hxS ^ dC ^ Q '), 

( iv ) 当 G 为有界时， ker^„ a = kerSf 的维数有限. 

证.记 Lu - f ^ HU ^), 并将它拓展为 / ew { 0； ( R "). 若 
令 P = W —（£*?)!；，有 Lv = f — L ( Qj)a = —( R?)fi = V •因 
为对 € C -( fi ) ，由定理 7.2.8 ，"在⑽上有各阶迹，而且 Z .(«- 6 )=- 
+ £( rO . 用口从左边作用于它即得 

c = (0< y))fl + ( p £( y v )) c - (7.2.37) 

这里= / + J ?'. 由 Calderon 投影子的定义， 


(/ 一 C)rv^ r(0(V))fl _ rRXv 11 )^. (7.2.38) 

因为 < pW ( S )， 所以 r (0(< p °)) fi € C -( afl , C J »), 从而上式右 


方属于 C ^ dO , C lm ) 


， (v) 




厂二 £； )的主象征是( 1 7( y ( * io ，} ) (注意 Caider ° n 投影子的 
对角线上之元是零阶的），它土单射性意味着若适合 

(-；^). = 0 «. = 0 . ^ O 。 

首先有 （7 — (■(*’，?’))》< = 0或 w = cO ’， f’)w e Imc (： c ，， r )， 从 
而而由= 0有 w = 0,亦即2为单射.反之也是 

成 立的. 所以在占为单射的假设下是 Douglis-Nirenberg 
意义下的左椭画组，因此它有左拟基本解存在，由此很容易得知 

2m-l 

y *> e n 由 (7.2.37) 以及定理 7.2.10 的 （ i ) 即知 

/*0 

“ Hr «(5)_ 然而《 — 1/ = € «{巧(3)， 从而以 fC c ( S )， 

关于 r ; “的 结论则得自迹定理. （0 于是得证. 

为了证明 （ ii )， 则记/的左拟基本解为 i ， 由= 
7 +劣，进为正则化算子，有 


u = + 3iu. 

利用拟 微分算 子的性质即有 
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11«!| 0 + 2 ||r ; «|| t?-/ —1/2 <c(||L«|U> 

0<j<t+2»I - 1 

+ 4 - ||«11„-). 

因 rr — 即得 （7.2 J 6)_ 

(Hi) 可由 （i) 得出，因为这时 P« = 0 从而对一切 * 有 f 
叻。 C (G)， 同理对一切 <7<，+ 2« 有 Br« = oe 
于是« € f/r«(S) 对一切成立，由嵌入定理即得. 

(iv). 由 = / + 滋，若《 e ker^„„ = kn •父，有 

u =—溪《，《 € C~(5)_ 

但对于有界的 G， 深作为一个具有 C™ 核的算子是一个紧算子， 
从而 ker 父具有有限维.证毕. 

在进一步讨论边值问题的可解性之前，先要作一点重要的说 
明.不等式 (7.2.36) 对于椭圆算子有着基本的重要性.它就是 
§1中的整体正则性定理（定理7.1. 6 )与不等式 (7.1.M) 的精确化. 
不等式 O.l.nXaiJOXO.l. 24 ) 与 (7.2.36) 都称为嘩亭準予 f 
字，用拟微分算子来证明是很简单的.因为设椭圆拟微丰二备 
i 拟基本解若 d 之阶数为 々，则 S 是阶算子，因此若《 e 纪 
(例如设 《 €G(a)) 应有 

« = BAu •+• 溪 《. 

从而由拟微分算子在 Sobolev 空间上的作用定理 

llPHI^ C||t-|U ， t-€C 0 -, f€R, P€L«, 

有 

[1«||,< C([U«|U+ ||«||,), (<J. (7.2.39) 

可见椭圆性不等式可以看作是与拟微分算子在 Sobolev 空间上的 
作用定理相対应的结果.更重要的是，椭圆性不等式实际上刻划 
了椭圆算子.确切一些说，由 （7.2.39) 可得出 d 为椭圆算子.事实 
上，令■^的象征为 «(^ s I),主象征为03(^，？).令 W(ar) = 
K^> +ll! ,?：€R%AeR + S(0 = ^CI - ^),因此 

r k c- lir 'Aii(x) - (2 兀广 j fhu-to, 0^(5 - W5 




- j e ， .— V 、 (: r,” + 

"(z*)-"j + iOKn)dr,. 

用 《 的渐近式代人有 

e ~ il ^ Au ( x ) =* o t { x^)v 4 - 0(广). 

再将/«代入 （7.2.39) 易得 

Iff 

由~的任意性立即有 c| ao (*,£)i > |f|* 即 d 为椭圆辽子.以 
上的讨论虽然不是很严格的，但容易由此理解上面许多定理的基 
本思想.特别是由解的先验估计转到算子象征的估计，我们这里 
直接引用了 Horm^ir 的文章[6〗而未作详细讨论.建议读者就 
这类问题读一下 Fcfferman 的极有启发性的文章 [2]. 以及 Fef- 
ferman, Beals 等 UL 

现在再回到边值问题 (7.2.30) 上来.上面已经看到， S 为单射 
或全射时， Y 都具有椭圆算子的一些特征性质，自然应该把2为 
单全射时的边值问题分出来作为一类，这一类就称为椭圆问题，或 
者在有的文献上称为强制问题或 JIonaiHHCKHH 类型问题（因为首 
先这样区分的，见 JlonaTHHCKHfi[l]). 从上面看到， S 若是单全射, 
必须 f * = m , 因此椭圆问题中边值条件的个数恰为算子阶数的一 
半. 

现在讨论 （7.2.30) 是椭圆问题的充分必要条件.化到局部坐 
标使 fl 在⑽一点（设为 *• = 0) 附近是 r, > 0,而是 ：《■„ = 0, 
则算子 L 的主象征 L°o，i) = t"(y,L, r,5.) 在 afi 上可以作 
因子分解 

LV»o,r, ?.)=/n [?.-r y (^,o] - n [ l—< i 心 w 

}=0 

=w + o ，， r ， ur(/ ， r ， u. (7.2.40) 

这里 lmq>0, Inwy < 0. 由于已设 L 是适呻椭圆算子，所以 
r < 与各有个. Sq 的主象征记为 b iA ix - ,r), 则边值条件的 



形状成为 

B,u = 2 >D.')D k a u{x '*= 0, 1, • • •,« - 1 ，（ 7_2_4I) 
*»0 

其主象征为 


(7.2.45) 


*，o，，r，！《) = !] 6,*(y，r)d. 

k^Q 

将用 p + 去除(作为 i 的多项式），记其余式为 

= S b\, k ix\ r)^. (7.2.42) 

*-0 

由2的定义以及 imc(y,r) = z> + (y，o 可知，？为单全射的充 
分必要条件是，下述问题 

£.V,o,r,D D )i/(0 = o ) 

6(〆 ， f ， »D B )I/(*',)|, 11 =o = 0，/ = 0 ， 1，.. •，m — 1，’ 

在> 0处为有界的解必是[/ = 0.但 （7.2.43) 是关于的常 
系数线性常微分方程，所以可将 P 分解因式而知，所述有界解即 

? + (*% 0, r , o ,) i / = o 

的解，而 对卜用 P 去除，则定解条件化为 

b i i X '^', D B ) U \ x ^ = Q . 

这个问题只有零解亦即 Kx \ I-) 为单全射的充分必要条件是 
OhOsr)) ( j，a = o ， i ,- h ， m - i ) 为可逆.我们称（乂 4 )为 
JIonaTHHCKHH 矩阵，而称它可逆的条件为 fiJlonaTHHCKHfi 条件或称 
补足条件 （complementing condition); 又，凡前述冠以 JlonaTHHCKHft 


的命名在许多文献中也都冠以 JIonaTHHCKHft-IlIanBpo (Lopatinsky- 
Shapiro) 之名.总结以上的结果，我们给出 
定理 7.2.16 在以下条件下： 

(0 根 条件： i 是适当椭圆算子； 

(ii) JlonaTHHCKHft 条件(补足条件)： JlonaTHHCKHft 矩阵可逆; 
(m) G 是有界的正则开集； 

定理 7.2.13,7.2.14,7.2.15 均成立，特别是边值问题(7. 2 .30)有有限 


的 指标: 
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JndexSf = dim kerS^ -dim cokerS^ 

— dim kerS^-codim< +C0. 

S •—些 例子.现在要将上面的结果应用到一些具体的边值问 
题上， 

(1) Dirichlet rSJM. 仍设 t 是一个适当椭圆算子， Diriehlet 问 
题就是 | ^ 

乙 …’ 在。中， ( 7 . 2 . 44 ) 

= gi , 在上，/ = 0, l，...，m — 1， 

于是 ft = m , m , = tn t B jtK = 8 j , k I . 我们可以证明 

£37-2.17 Dirichlet 问题 (7.2.44) 是椭圆问题，相应于它的 

义和 s >- m ^± t a <s + 2 m 当 C 为有界域时具有相 
2 

同的有限指标.若 L 是形式自伴或强椭圆的，则当 G 为有界域时, 
指标为0,因而 Fredholm 择一定理成立. 

证.采用上面的记号，我们有 = 0 = 0,1，…， 

m - l ), P+(y,0,|'，U 是匕的次多项式，因此~用〆去除 

的余式仍为 h 即 b ^ x ', |) = ii = s h!*, 所以 = 

I , 它当然是单全射，由定理 7.2.16 即知 (7.2.44) 是椭圆问题，而当 
Q 为有界域时,与 ^ ilD 有相同的有限指标. 

为了完成定理的证明，我们来讨论的定义是， 
<W« ，（ F ， G)>- 〈《， y(F,G)>, 

这里 «€ C~(S),^« = (L«,BrK>€C"(fl) X C~(dfi，0)， 因 
此X «^(3 j 0,O)， 而 r y(F，G)€ 在’(旬.容 
易算出 


义 (F , G) = 'Z,f + 2 ' B ^ G ^ Didix ,). 
i.k 

泌是 L 的形式转置算子， l B hK ^ B /lt 的形式转置算子.在我们 
的情况下対1应用跳跃公式 

'Un = (.'Lff + Krf). 

局部地 
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*(r/) = -V S D t Or,f®D k Xx,). 

f /+*+l<2w 

这里 # 0，因为 f L 仍是椭圆算子.对应用定理 7.2.15 
知若 （f，G)ekW， 必有 F€C~(3),G€C-(afl,C-). 因此 

ker 1 ^ = {(P.Oj-Lf = 0,5(rF) +乏沿 

利用蚁 rf) 的表达式即有 

YiF = 0) 0 ^ I ^ w — 1, 

G, - s(rF) 中 DU 的系数. 

这样，我们可以得到一个同构 关系： 

ker^^. {/ €C~(fl), *L/-0, r；/ = 0, 1} 

= = 1}. 

这里我们用到 = 因此若I■是形式自 伴的 ： L = L*， 

必有 dim ker*S^ = dim kerSf, 从而当 i? 为有界域时， indexL 
0. 

再看 L 是强椭圆的情况.由 Girding 不等式 

Re(L«, «) 4 - i(«, «) > fil»||i 5 «€ HS(fi). 

若用厂 =L 2 代替 L, 则由此式有 ker^ =■ {0}. 但 1 乙 也适 
合上面的不等式，所以 k«^- = {0}. 从而 indcx^- = 0. 但若 
记4 ~ 父',，。一 2%. n (W 相应于 ！•'） 有 

A；H l+2m (.B')-*H'(,S') X tT-^XdQ), 
卜（札0)， 

故由 Rdlich 引理 J 是紧算子.由于对一个算子加上紧算子并不 
改变指标，所以 

intfcxS^ — indexSf,,, = indexSf;., = indexS^' ■ 0. 

2 •解析 函数的 边值问 H . 为简单计设 GCW 是单位圆 | z |< 

= = -(d,- {- id r ). 它是一个播 il® 算子，但不是适当椭 

QZ 2 

圆的.我们现在对它也重复本节的作法，并且得出一些重要的结 

论. 



第二拿 §5 证明了 2 会的基本 解是;^-， 从而 I ： 的基本解是 

Og inz Oz 

并且得出了重要的式 （2.5.19). 

«9 

因为不是适当椭画算子，本节的理论不能完全适用.但 
0 » 

是注意到在1°-3°各段中我们并没有用到适当拥圆性，所以那里 
的结果仍然是适用的. 

首先来看眺跃公式. 的外法线方向是 》■, 切向是 £ = 

于是 

卜立=丄/(丄+ /立\ 

05 2 \dr ds ) 

因此，注意到相应于 一 有 

tru = ^： 2 L i*k+i r> " <S>( — D r )^(r) 

-2 — i^®5(r), v — «U •“ 

2 ; 

所以曲面位势应该是 

F («) — ( E * Lr «)| ^ 

= 丄 ( 血作 4 = |,|) 

2itt JQO / — 

= 丄丨 

2ni Jeo I — s 

为了定义 Calderon 投影子 C . 需要考虑令 e 
我们有 

吖*)=八办）+丄( …）—心。) •山 
2^1 J ⑽ t — z 

= , u) + 丄 i ； m ( 

2ni «-*o Jc 6 i — z 

C s 是 3 D 上割去以 ^ 为中心 s 为半径的小圆所切出的弧段所余 
的曲线.因此，当*从0中趋向办时，有 

rV(z 9 ) =— 泛 ( 抑 )+ -^― v.p. [ 

2 Ixi Jafi t — 


• 472 ♦ 



这样即可得出 Calderon 投影子 

W ( afl ) — c ~_)， 

v \—*^0 + H)v == r [( E ^£ t -) fl ]. 

这里 Hv ( z ) = ' v . p . i 称为相应于单位圆的 Hilbert 

nt J t — z 

变换. 

我们来计算 C ] . 注意到 r [(£* r ^) fl l 是一个全纯函数 
»(*) = ( E ^ Lp ^ o 的边值，所以由 Cauchy 公式有 

2m j^o t — z 

即 

CV = CV = r [{ E * lv ') o '[ = rV 
= r[(E * Lv )^] = Cv . 

亦即 C J = C , 所以现在 GJderon 投影子确实是投影算子 . 沮 

由 C =丄（/ + ?0.即有 
2 

丄 （/ + «) 3 =丄 （/ + 2 H + W 2 ) =丄 （J + M ), 

4 4 2 

亦即 

H 3 = I. 

这是关于 Hilbert 变换的著名公式. 

现在来看以下的关于解析函数的边值 问题： 在 C 中求一全纯 
函数《使《€<：~(£3)，而且 

= 〃为已给函数. 

对全纯函数《应用分解公式 (7.2.5) —即是第二章中的式 
(2.5.19) —我们有 

«(«) = ( E * LYu ) q 9 i ^ Om 
因此上述问题若有解，必有 

v = t[(£ * Lru)o\ = C«, 

从而 
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—(/ 4 - H)v = Cv ~ C 3 u = Cu = v, v •• Hv. 

2 

反之，若 p = We ， 则* < = + (Z + = C « = r [( E * £») a ] 是 

全纯函数 （£*£ Oj = 的边值，而 
2nt isa I — z 

心 ） = 丄 [ ^Vl 
、 ' 2jtj Jsfl i — * 

就是这个边值问题的解. 

总结起来，我们得知，上述问题有解的充分必要条件是《 = 
Uv , 而这时它有唯一解 

2 m JQO I — z 

解的唯一性可由全纯函数的最大模原理得出（我们假设了 《e 
C -( fi )). 这里我们看见， Fredholm 择一定理是不成立的. 


S 3. 椭圆算子的指标 


1• 指标的一般知识 . 上节中我们已看到，椭圆算子的边值问 
题的可解性是一个很复杂的 问题： 对某些边值问题， Fredholm 择 
一定理成立一即指标为 0 ——称为具有 Fredholm 河 觯性； 另一 
些则使得 index^f < ob 但没有 Fredholm 择一定理，称为 Noether 
可解性(但这时是 Fredholm 算子）.当然还有其它复杂情况，例 
如 H 中指出 BHuajue 的例子，其梭的维数为 co , 从而指标不存在. 
在这种种情况中指标是一个很基本的概念.实际上， Noeth e r[l] 
在 1 92 1 年就已对奇异积分方程指出了这种复杂情况 .H« US d 0r ff 在 
[1] 中第一次试图对此建立系统的理论.以后，联系着奇异积分方 
程和解析函数的值问题，计算了许多关于指标的实例(这方面的 
工作可见 MycxejiHiilBHJlH (Muikhdishvili) [ 1 ] 和 Bexya (Vekua) 
【 II). 这样， rejib (}, aHfl I,J 在 1%0 年指出了指标其实是一个同伦 
不变量，并且提出了椭圆算子的同伦分类这个深刻的思想.当时 
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有很多数学家考虑这个重要问题，后来终于由 Atiynh, Singer 在六 
十年代中期取得了突破，得到了著名的 Atiyah-Singcr 理论，见 
Atiy ah 和 Singer [1] , Shaaahail [ 1 ] ♦ 

在以下，我们将把 PsDO 拓展到某些 Hilbert 空间中，这样拓 
展后的算子将是闭算子，因此在第五章定义 5.5.13 中我们就比较 
一般的算子而不只是有界算子的情况给出了 Fredholm 算子和指 
标的定义.现在我们来讨论其一般的性质. 

定理 7.3.1 设呔，仏是 Hilbert 空间. — 从是闭算 
子，则 

kerA = (Im/4*) 1 , \mA — (ker<4*) 丄， （7 ?至） 

kerA* - (lmj) 丄， Tm/i* = (ker/i) 丄. 

证.记3与，的定义域为纽00,缪 M*)， 则 
(_ Au , v)j = («, A *, v \, u € v € 

与（，) 3 分别是％与％中的内积.故若 《 e 由上式 

有 ( Au , v ) = 0. 但是逆 ( j *) 在呔中稠密 ^ 故= 0即 
»6 keM . 于是 （ Im /^ yckerj . ker 丄是显然的.所 
以 k,r^ = 同理 k n A *^( l ^ y . 双方取正交补，注 

意到 InU 与 Im/j* 不一定是闭子空间（但 kcr/j 和 kerA * 一定是）， 
可得 （fcer/0' L = iraA * , ( kerA*) 1 = ImA , 

与求拟基本解时遇到的正则化算子 R 相类似，在这里引人 
正则化子”的槪念是有用的.这就是：若为闭算子， 
— ^ 为有界算子且 BA = l ~ K t 是紧算子， 

则称《为2的平贝 •!! 兮于. 

正则化子角螽现在以下定理中： 


1) 为了使 ■<* 有确定的意义，必须要运 GO 在中稠密.因此，这里睹中巳姐及 
了逆(/^在/^中稠密 • 遂 ( J *) 在中铟密可以征明 如下： 设若盗 (■<*) 在 
«,中不稠密，则必有使 

0 ， /4〜) a 0 a= tfi 逆 (〆•). 

用 GOO 表 j 的图 ft ， (0,^)^ fr ;* 
<^*)] A . 但是易见 h _> c ^*= goo ® c * G 4*), 故 rf > J » » 
-4® 0,这与 矛#. 



定理 7.3.2 若闭算子义 — 吒有正则化子 a 存在，则 
dim keM <+ 00 而且 Im / iCHa 为闭.而且有常数 C 存在使 

« e ^(^) n ( ker ^)\ (7.3.2) 

若■同时也有正则化子 S ’ 存在，则4为 Fredholm 算子. 

ffi . 设若 dimker -4 = co , 则由 Schmidt 正交化手续，可以找 
到 ker ^ CH , 中的一个就范正交系 {«/}(; = 1,■■•，《)),由正则 
化子 B 的存在有 

0 ■ BAttj = Uj 一 Ku “ 

但是有界集= 1), 故由 K 为紧算子，不妨设{«;}收 

敛： w , ||«-||, =■ limJlajll , = 1. 但这是不可能的，因为 ||«, — 
/-*• 

«*||? = ||«,||i + II «4 Ui = 2. 所以 dimker /4 < co . 

若 (7.3.2) 已证，即可推知 ImJ 为闭.因为取 fmd 的一个 
Cauchy 序列 {*<«/}—*■«»€ 任有 Uj = «J + u ； , «;.fe 逆 (/4 )H 
( ker / i ), «7€^( X ) n ( keM ) i ， 而 Au t = Au ", 但是 
\W! — «*!!i < C\\Au" — Aa^Wi-^O, 

从而 u " -* w ^ v €%，由于/^为闭，有(》= /4«<即 

v € Im ^, 从而 Im / i 为闭. 

最后用反证法证明 (7.3.2). 设它不成立，则必有序列 {«,}C 
纽使= 1但 —0. 应用正则化子有 
Uj — Ku ： = BAuj ->-0. 因为 K 是紧算子||»^|| = 1,所以不妨设 
Kuj -> w € H l} 于是 Uj -> w €(, ketAy . 但另一方面 / ia ;-* 0,故 
由于 <4是闭算子有 /iw = 0即《/ € kerA , 因此 w € ker/i n ( ker /4) A , 
k > - =■ 0,这与 从而 ||«-||, =-■ 1 矛盾. 

对 应用同 样的推理又有 dimker /(*< co . 从而 
codim — dim = dim ksrA * < oo 

而 j 为 Fredholm 算子.定理证毕. 

其实这个定理的逆也是成立的. 

关于 Fredholm 算子的积则有 

走理 7.3.3 设 H ls H 2 , H , 都是 Hilbert 空间， 

— H 3 都是有界的 Fredholm 算子，而且匕,"都有正则化 
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子， h，£>;(j = l ,2)， 这时 f \, P 2 之积/» = 厂 ？ 1: 汰—巧也是 
Fredholm 算子，而且 

index P = indexPj + « ndex / > 2 . . (7.3.3) 

证.令 0 = 9 , Q >, Q ' = Q \ Q \, 很容易看到 0 与 £*' 分别是 
P 与 P * = P * P * 的正则化子，由定理 7.3.2 P 是 Fredholm 算 
子.现在只需证明式 (7.3.3). 为此作以下空间的正交基底 
kerp! = (ImPf) 1 — { 奶， … ， 机}， 

(ImP,)" 1 - = kerPf = {(pf, ■■■, 々， 
kerP, = (ImP?)- 1 - = {4> iy •••, <!>“}， 

注意到 2 

kerP = kerP , 4 - kerP 3 rKlmP ,)， 

而且因 kerP . nimP .^ iO }, 上式是直和分解，因此我们只需研 
究第二项的维数即可得出 dimkerP . 因为 
H 2 = ImP^OmP ,) 1 

将 kerP , 的基底中之每 个元也 在呔中展开，其对 （ ImP , y 的 
Fourier 系数是(^, < pt %. 如果由它所成矩阵的秩为 I 则{么， 
•，办 ,} 必有个线性组合对 V ?的 Fourier 系数为0,而其 
它的独立组合均不如此.所以 

dim kerP 2 rKlrnP ,) = h — rank ((</*/, ( p *)0» 

从而 

dim kerP = + /j — rank (( 办， 

对 P * = P * Pt 应用这个推理又有 

dim kerP * = If + l * — rank ((< p *, </. t ) 2 ). 

因此 

indexP = dimkerP - dim ( ImP ) 丄 
= dimker / 9 — dim ( ki ; rP *) 

= Oi + h ) - 0 ? + It ) 

= indexP , + index 尸 3 . 

以下我们将这些结论用于拟微分算子.设 W f L ^( R B )， 我 
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们要把它拓展到一个 Hilbert 空间 H 上去，使之变为 H — H 的映 
射.这个拓展就记作 （ W )«，（ j )«— 定是闭箅子，因为假如原来 
■4 定义在逆 ( R ") 上，所谓可以拓展到一点《 fH ， 即设有一个序列 
«<€ 您 （ R *)， ||«i —0 而 \\Au, — «/ 6 则定 

义= % '以下我们将 Z 拓展到 LXR K ) = H 0 上去，于是所得 
的招展记为其定义域是 {u^L^Au^L 1 }. 

设■是 j 的形式伴算子 
(八 )( r ) = (2*) - jj ，一 V ⑷ 

则我们有 

定理 7.3*4 若 JeiJ . s ( R "), 则，在中的拓展 
是^ ■> 的伴算子的拓展. 

(々，)* C；W (7.3.4) 

证.因为逆 CR ") C 锣（如） CV ( R ，)， 所以对 P €逆（(心 )*) 
(u,A*v) = (Au,p) = («， d 0**0， 《 e 逆 （ R ’）. 

这就是说在逆' ( KO 中= (々)&,但由此即知.若（々■)* 
必有 A * v ( L \ = A*v - 因此 

逆 （ U t ，)*) C 逆（(#) 〆 )， 而且 （7.3.4) 成立. 

现在要 间何时 (7.3.4) 中有等号 成立？ 这恰与4的並椭圆性有 
关： 

£9 7.3.5 若 J € L7, s (8 < P ) 适合 

KWO,OI ^ C 0 (l + \S\) m， , m'<m, |^! 充分大 

<^(1 + |||)^|- |+ ^', U | 充分大 
(即定理 5 A 15) 的条件（4),(1^)，则必有 

(々: )* = (A*} L -, (7.3.5) 

特别当 A 6 L ； r ^ CR ") 时上式恒成立. 

证.定理7. 3 .4中已证明了 （^)* C ( W ) Li ， 所以只要证明 
相反的包含关系即可.在定理的条件下，可以证明 d 有类 
(而不是类）拟基本解 B 存在 ： f = + 今 

若 W 逆 (WV), 作^且当 KI <1 时义 (0 = 1 ， 于 
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是有 A = zOd ,) e L -*% 因此对《<€乙 2 ，有八现 
在取 a € 逆 (40， 

= (AX,u,v) =• {AX S (,BA 4 - R)u,o) 

= {AX^BiAu) y v) 4- iAX e Ru,v). 

由乘积公式， 

但是当 e — 0 时很容易证明当 x € K { K 是任意紧集）而 Ui < C 
( C 是任意常数) 一 般地有 

d^DtaiAX.B)^ d^DiaiAB). 

同样在上述意义上趋于 > jCar ), 所以可证明在 V 意义 
下 ; U — u t AX t B(Au)~* AB(_Au),AX t Ru — ARu, 而由（7.3_6) 
可得 

(«, A*v) = (^ABCAu^yV^ 4 - {ARu, v') - {Au, v) 

对于 《 f 逆( 3^) 成立.因此 t »€ 逆 >( d *； T ) 而得 
WC (心) ' 

在 a e bl ^ 的情况下，则利用交换子关系 
{X s u,A*v~) = (X 2 Au,v) + ((AX & — X 6 A)u,v) ~* (Au, »). 

同样可得 ( u , A ^)^ CAu , v ). 定理证毕 ■ 

系 7_3.fi 若 d 适合定理 7.3.5 的条件且 <pUXx,0 为实数， 

则令 K = J _(3 + /4 *)， 是自伴算子而且 
2 

证. < t (/?)~ S -9? D * K *,?)/2 也适合上迷条件因此 
»! 

(/?*V = (^0*, 但 K 的形式伴算子 》* = 尺， 所以是自伴 
的.其佘部分易证. 

2 .指标的稳定性 ，若是有界的 Fredholm 算子, 
其指标在以下意义下是稳 定的 ： W + sB 当 B 是有界算子而 S 充 
分小或当 sB 是紧箅子时与^有相同的指标.这个结论可以在一 
般泛函分析书中找到，但现在我们将对闭箅子证明一个类似的结 



论，对于有界算子上述结论可以自然地看到. 

定理 7.3.7 设 {P,U ，是一族闭 算子：，敁是 
Hilbert 空间， {P ,} 的图象 

G =■ {(<,«»?/«),/ € /,» 6 H lt P,u €Hj} (7.3.6) 
在 ZXH,X 氐中 ， I = [0,1]. 若有一族有界算子 {Qr.fJ^ 
和一族紧算子存在 ，且仏 对*为强连续 
且一致 有界 ： < M,K t 则对范数拓扑连续， Q,P^1-K„ 
则 P, 必为半 Fredholm 算子，而且 infcP, 是 z e /的上半连续函 
数 . 若对 {/*?} 也有适合类似条件的 £*;, 以存在，则 P, 是 Fredholtu 
算子 ，而且 indexP, = —indexP? 与 * 无关 . 

证 .£>, 就是的正则化子，故由定理 73.2 ImP , 为闭而且 
dimkcr P f < 00 (/€/), 这就是为半 Fredholm 算子的意义 . 
余下要证明的只是 indexP, 为上半连续 . 所谓一个函数 /(/)(>€ 
/) 在 * = 为上半连续，即指 1^/(/) = -co 或 U^(/)</U). 

(t 

在我们的情况下， indexP, 只能取整数值 （ <dimk er p ,), 所以只 
需证明对任意整数 N, ， indexP« 0 < < dimkerF ,. 恒有 

UmindexP< ^ N t (7.3.7) 

t 

即可 • 现在 dim kcrP/ 0 — — N '^ 0 > N^ l dim coker P /o = codim 

所以可以取 （ImA。) 1 的一个 2V 维子空间咿，并对变动的 

I 令 

N t ^{u€Sf(P t ) 9 P t u^W} 9 


dim kcrP^ < co , 另一方面 

dimClmF,) f\W^N — dim(ImP,) 丄 . 

从而 

dimA ^； = dim kerP, + dim (ImP,) fl W 
> dim kcrPt + N — dim(ImP,) x 
=index P, + N a 

但是当 / = G 时， dim(ImP ro )n^ = 0,dim/V <fl = dim kerP ,。， 故只 
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需 


(7.3.8) 


dimA ^。 > UradimNff 

t 

即有 dim kerP - ^ lim index P f + N 9 从而 
0 «-* r ® 

No *== dim kerP , — N ^ lim indexP /4 
t -^ t a 

因而定理得证. 

现在证明式 (7.3.8). 为此，先用反证法证明存在一个与*无 
关的常数 C 使当 (*€ iV , 时 

" P ,4< C|!«L (7.3.9) 

设若不然，必有一串 Oi ， u ,)，《; 使 Ih'lli — 0而 llP^illa = 1. 

因为 V 是有限维的，/ = [0, 1] 又是紧集，必要时用子序列，可以 
设 

t € 1 f Uj 0 , P tf Uj w 

但因 G 是闭的，当有 p,o = w ，这与 11*4,= 1 矛 
盾.于是知道 (7.3.9) 成立. 

现在即可来证明 (7.3.8) 了，这里也用反证法.设有一串 
使 

I = dimN t , < / + 1 < dimAT f# . (7.3.10) 

对于每个/，，取乂 p 的就范正交系 {«»,!» »». z + ih 则 { D , u „ i } 

作为犯中的有界集，因为研只有有限维，在必要时取子序列可以设 
(j — 1,2,+ 1). 于是用正则化子有 
Q ,, P > u v .i = » v.i — K , u p ,j 

■ u v ,j — (( K ,，一 K , i > ) u v , j + K , u „ j ), (7.3.11) 

但是一方面 

= Qt ,{ P - v ** v,i — 4 - Q, f Wj Q , t Wj , 

另一方面由于又由 K , d 是紧箅子可以认为 
K , 卜 i — 代人 (7.3.11) 求极限有 

Q, o m = lim («„,• — K , u „ i ) = lima y ,j — Vj . 

记 = «/，有 《i ■ + 泛“ 很容易看到 {« i ， …， w /+1 ) 
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是叶 中的就范芷交系.因为 G 为闭，知 « f €^5(P, 0 ), P , u ,' 
w ,^ W , 所以而 dimiV ；0 ^/-!-!. 这与（7_3_10)是矛 
盾的.证毕. 

系 7.3.8 若是有界 Fredbolm 算子， P 与分 
别具有正则化子0， f ，这 E 寸 

(0 若算子 K# —吊是紧的（或时， P’KJi 紧的），则 
P — 尺仍为 Fredholm 算子，而且 indexP = index (尸 一 K). 

00若有另一个有界算子使得 

lip —? ii < ii 0 r ， np *-?* i!<iiers 

则 P 也是 Fredholm 算子而且 indexP = indexP. 

证. （0 因为 QP = l - K lt Q ' P *^ 1 - K 2 , K lt &均为 
紧算子.今令 P, = P — 则易迅 0, = Q , Q , = Q ' 分别是 
A 与 P? 的正则化子，而且 H + tQK , 它显然按算子范数 
对/ 连续， K； = ^ + tQ'K 也如此.因此可以直接得到这里的 
结论. 

(ii) 令 P, = P + t(P — i »)， 我们有 -QP + tQ ( P ~ 
P) = / + /0(? - P )- K „ 但是 |[g(P-P)||<!|£>||- 
P\\ < 1, 所以 [1 + iQ(P - P)]- 1 存在.因此 U +^ Q ( P - 
P^QP, = /-[/ + /0(p - P)]K U 令 U +iQ(P - 
= [/ + tQ{P - P)V'K lt 定理 7.3.7 的一切条件显然 
都得到满足 .P, 是的正则化子，对于 P? 也可相应地作出正则 
化子.从而结论成立. 

这个结论如果应用到 P, € 时，时常是设 crCPjCr^) 

对0,*，0连续，而且对一切《 ，心 
1(1 + 

(当*在某一紧集中而 BI 充分大）.这个条件下可以证明 g 楚连续 
的.如果 p ; 有拟基本解0,存在，而且当*在任一紧集 K 中且 UI 
充分大时有 10 + 1^1 d ^ Xxj )I <c,〆{?,)(>，？) 

对 0 , x , O 连续，则可以证明定理 7.3.7 的一切条件都是成立的. 
3. Noether 公式 . 现在我们就一个经典的情况具体地计算指 
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标，而 fl . 重新证明 Noeth er ul 所得到的一个著名公式 • 这个公式在 
奇异积分方程中的应用可见 MycxejiHiiiBmiH tl] . 

设 S 是复平面 C 上的单位 圆周 ： S = U € C ， U | =1} .所 
谓 ⑺即指 办） = ⑴， f = [ u ]， 而且 

规定 

= IkOOIliv) = J 二 \ K ^ Vde . (7.3.12) 

众所周知， J ( S ) 有一个完备的就范正交系=0,±1, 

±2, ■..)，而且 )e L \ S ) 必可按之展开为在 U 意义下收敛的 
Fourier 级数： 


0 

/(«) =* 2 





的完备性表现在 Parseval 等式的成 立上: 


il/lli-'ts) = 2w 2 l c »l a * 


(7.3.13) 


级数展开式 (7.3.13) 定义了两个 算子： 

0 -*0 

P +/0) = S •和 p "/(*)= S a 〆 ，（7.3.14) 

0 B 0 fl =~ 1 

它们都是投影算子而且互相正交，且有正交分解： 

/ 0 ) = P^{z)@p-j{z\ 


事实上， （7.3.13) 对一般的 *€ C 不仅定义了一个形式的 
Laurent 级数，而且事实上也是 这样： P +/0) 在>| <丨中收敛， 
p - f ( z ) 则在 U 1 > 1中收敛且 UmP 7(*) = 0. /*(*) 都有积分 

表示： 对于 ?*/(*) 取 r < 1与 r 之 1 .定义 


Pj /(«) = ^ a „( rzy , r < 1， 



PTKz) = 2 -XrzY, r > 1, (7.3.15) 

a®-l 

则它们分别在 Ul < 与 > 丄中收敛，如果应用 Pwseval 
等式，将有 

卟 ni 加 = 2« - ，.-)% 

'：： (7.3-16) 

\\P-f~ P7/I|l*a, = 2» 2 l<»J J (l-r-) 2 . 

由 Abel 定理可知，当 r—1 时有 

lim P^/(*> - P + /(«)，lim P;fO) = F-f(z), 

r-»l + r^l — 

这里的极限都在 L\S) 意义下理解 . 

将〜 的表达式 (7.3.13) 代入 (7J.15 ) 有 

厂 /0) = ^2( /(oc- n -'®vv5 

2m «=o J5 

一 丄 . ( 7 .3,7 t ) 

LlCi j 5 f 一 fZ r 

同样有 

=- fi —，>-■ ( 7 级) 
2trt ^ f — rz t 

在这两个式子中都是沿 s 上的反时针方向进行的 . 

定理 7.3.9 上述是 L\S) 拟微分算子，其全象征是 

则 K + = *P+ + f-， + sP -是 lXs') 楠圆算子，其全 
象征为 

_)(*，§) = {;’ 二，⑽ -X 心 )- f ， ^^(7.3.19) 
1 1» 5 < 0» S < 0 ， 



而且 

0 dim keri?* == 0, ii) dim rokeri? 4 " == 1, iii) index/? + = — 1, 
i) dim ker^~ ^ 1 , ii) dim cokcri? - = 0, iii) index/?" = 1. 

(7.3.20) 

证.因为 S 是一个紧集，所以在其上可以作一的有限的 C" ■分 
割 9> i (*)» •••> < Pi (»)； 再作也 CO , •••， (/«；(*) € C "( S ) 使在 
*upp<py(*) 的一个 邻域上= 1,于是有 

P * = i ] 趵 0) P*<W>) + 念 — 也 ( O). (7.3.21) 

关于拟微分算子有一个很重要的 定理： 若 <^(*)€ C- 
(妒)，而且在 W 附近为有界(连同其各阶导数)，则当 ilist (suppv, 
SU pp 必）> c 0 > o 时， <pP0 e l -. 事实 上丨. （乘法算子）也是 
—个拟微分算子，其象征为 0(*),?.? 的象征为 < p ( x MPX ^ O , 
由乘积公式即有 - o. 应用到我们的情况，因为尚未确 
定^^是拟微分算子，所以要进一步作具体 计算： 设有 c fl >o 存 
在使当幻 < c a 时 （ PO )< Kf ) = 0,则对 /0)eUCs ), 由 
(7.3.17) 有 

= 士 lira f /“) 打 

rj ^^/(CVC 

2 m j 5 f 一 z 

=j s K ( z , OKO ^ C , (7.3.22) 


k( z> 0 = f4 4>(*MO/(f - c~(s x s). 

2tti 

现在考虑 p * 的表达式前一个和中的每一项，并记作 
少(》)， 这里例如 ?>(*) = 1 (* = 0 附近）. 必 (a) = 】 （suppqo 附 
近）.以下 < P ，< f > 均写为 ^ fiOs^iOO ^ [—5 T ,) i ] , z ■= c ir ), y ( z ) 写 
为 / C ^ t ) = £(0, 写为 （ jDO ), 这样来讨论 9^*0 

的象征. 

由（7.3.17)， 
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(^*^)(0 = ii m (" s , dT 

2» r -. i ^ o ；-» c l 一 re tl 

= 主 1 Ihn [" g 』 ( 皮 0 - 1 )K 5 _) 办 . 

2» < -• -1 ^ o J -« 1 一 f 


这里 KO = < KrMf )，？^) eGO | < *) 选择 如下： 当 < p (0. 
00) 户 0 时 r (/ — r ) = 1. 因为不失一般性可以设少， 0 e C ? 

(M < 这样的 r 是存在的.对 A ( r ) 作 Fourier 变项有 


-— j e ” 矣 ( X ) d 运 • dv 

lim P j 丄( + %—(卜”署 

2n r^i-o J -» ^2ti J 

■T^T 啦 ⑽. 

=lim ( e ,!S 9 >(0/ , K^)^C?)rff» 

f -*i^o 2?r J -«* 


这里 


PUD = 




dw 


= 0<r<l. 

因此 

Jjrn ^ Kl ) = P + ( X ) 0. 

这里的无穷级数是收敛的，因为 f €.^， 而极限对任意紧集 
是一致的.因此有 

OM+h)0) = 土 j 二々 ( WCO 托 . (7-3.23) 
现在来计算？ + (0. 故对任意4 ew 有 
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if (5- oi < c*(i + i ?- nr w . 

Si ^ a-oi 

4* f bO 

<>2( 1 + 旧 +，) 十 1 

2^ i^o 

<c(l + i||)-*“<0. (7.3.24) 

而当 f >0 时，则由 

i] r(f-0- E -o - S 咐 ~ 0 ， 

对后一项可以适用上面 的沽针 ，因此 

卜+⑴一忐念 f(^-o]<c(i4 - i«!)-M>0. 

(7.3.25) 

- S f (5 — 0 是 I 的以 1 为周期的函数，其 Fourier 系数是 

Ztr ja -« 


^ f r« ^ 3 " , s ^ civ ? 



所以有 

f 2 r (|-/) = i , f 金9|*?(卜0-0，《尹0. 

2 實 ^ s» ae ^ b— as 

(7.3.26) 

由 （7.3.24)，（7.3.25) 与 (7.3.26) 即有 (7.3.18) 的前一式.为了 
证明其后式，注意到当 r > 1时 




有 
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(cpA-'^gXO = f [" e^<pO)p-a)^)di 

2n J~ w 

~~2^\-« e，i<p ^ 2 ^~ 

因为 〆 (« + 厂 (0 = 1, 即得 (7.3. U ) 的后一式. 

再看(7. 3 . 2 0)的证明.由定义 (7.3.19) 是显然的.对/0)， 

« 

S 叫 MU ( S )， 由户的定义 

| s »«0 


ff + /C») = 0J _,8 ； + ai z l , 

const }, 从而可得 


故 keri? + = {0}, (ImR + ) A = {/(*) = a, = 

( 7 .3. 2 0)的前一式. （7.3.20) 后式的证明亦同. 

定通 7.3.10 (Noether 公式）设 P e L \ S ) 具有主象征 

/D x， e x ； o(*)/i< 1 («)| , I > 0, …… 

" (P)a) = U)/l^)l, ? <o, (7 - 3 ' 27) 

o(«) • 厶 (》) _ 0， 

则 P 是椭圆算子.它是 Fredholm 算子而且 

g f arg («( e i 8 )/ A ( ff «)) 祇 (7.3.28) 


indexP 


证.设当 z 依正向绕过原点一周时， aO ) 与 30) 的旋转数 
各为/，与/;，即 

^ | # arg a{z)dd = 1 1} — &rgl>(e)iid = i 3 . 

令 0, = / arg* ; i + (1 — »)argo(s) ， 0; =» * arg* n + (l — l)argl>(g) 
以及 P / = e i 6 ' P * + efi ' tP -, 由定理 7.3.9 知 > 

0), ^ ( l <0), ff ( P 8 ) = P , P t - AP + + 

p , 是 0 阶椭圆型算子.在 S 的每一个坐标邻域上 f >, 均有拟 
基本解 P , JJL°(j = l ，2, …，0,和前述定理一样，作 V 心）， 

= I ，•••，/)，则 P , = 2朽(*)£^也 0) 是 P , 的拟基 
本解. 将^与 込都拓展到 LXS ) 上成为 P IL >, Q , L >, 易见 
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■是 的正则化子.再看 (0? v 是 （ p ? v 的正则化 
子，然而由定理入3.5知 （p?) L ，= (fv)*_ 这样 p, 山 (prv, 
Q ^, CP?V 都是 Li ( s ) — L 取）的有界算子，而且 Q . l >, CPDl - 
分别是 p/ 与 (P?) l * 的正则化子，故由定理 7.3.2 知 P, 是 Fred¬ 
holm 算子.再由指标的稳定性的定理7.3/7,注意到 = 
< Pd ~\ o ( Q ；) = 经过计算知这个定 理的条 件均得满足, 

从而 


indexP = indexPa = indexP u 
为了计算 indexP ,, 考虑算子= ( J ? + ) H / T )\ 则有 
u a (R) =* <t 0 (R + ) , *<t»(/?_)’• 《= ff(Pi )， 

故 s ~ A e zr 1 而由于一个 zr 1 算子是 l 2 ( s )^ l \ s ) 的紧算 
子，从而由系 7.3.8 知 intlexP, =» indcxR. 然而由关于乘积的指标 
的定理 7.3.3 有 

index/? = /iindex/? + 4- h\ndexR~ = — (/, — /,)， 

从而 

iadexP = —(i! — ij) = 一 i | arg(a(z)/J(«))i/^. 

定理证 毕《 
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附录微分流形 

§1. 微分流形的基本槪念 

1. 定义 . 微分流形是现代数学最基本的概念之一.它的出现 
有深远的来源.一方面是由于几何学的需要，一方面也来源于力 
学.经典力学在现代数学中的重要性日益增长，在偏微分方程理 
论中时常要借用它的思想和语言.因此，我们宁愿从力学问题开 
始来介绍微分流形的概念. 

设有由 N 个质点组成的力学系，它们的质虽和位置分别是 m ; 
和;•…， W ). 于是运动方程是 

i = (A.1.1) 

从表面上看来，这个力学系的‘‘舞台”是 3 Y 维 Eudid 空间,但实际 
上并不一定 如此： 在许多情况下力学系要受到某些约束，其中最 
简单的是所谓完整约束，例如形式为 

*1» •••, X N ) == 0, »' = 1, 2, • •• , X (A.1.2) 
的约束.同时，因为有许多重要的守恒律，例如能置守恒使得运动 
应该在“等能面” 

£(*i, - ••,*«； x t , • • • , x N ) = C (A.1.3) 

上进行.这样，力学系的“舞台”——即所谓构形空间一不一定 
是 Euclid 空间，在 3 AT 个坐标中并非全都是独立的，而例如只有 
M 个是独立的.（这样的力学系称为具有 M 个自由度 .） 这 M 个独 
立坐标又不一定是 A ，…， x N 中的某一部分，而可以是所谓广义 
坐标公，•■■，〜.例如在研究有心力场中的运动问题时采用极坐 
标系时常是方便的.这样，力学系的构形空间不应该是 Eudid 空 
间，但局部地又应该是 Euclid 的,否则就难以进行微分 运算； 它没 
有整体的坐标，而局部地应该有许多可能的坐标系,各个坐标系之 
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间的变换不应该影响可微性.这样的几何对象就忌微分流形. 

于是以下我们恒设 M 是一个可分的 Hausdorff 空间， UcW 
是一个开集，若 W 之每 一点： r € M 均有一个邻域17同胚于 K" 的 
个开集，记此同胚为 


—R-, 

则 M 称为一个拓扑流形，（?>，[/)称为其一个区图 （chan ) 或坐标 
部域. 一组区图 K<P,.,U,.)},. S ，若 = M 称为 M 的一个图册 
若每一个区图都同胚于同维数"的 R- 之区域，就说 M 是 
”维流形. 

设两个区图 R 和& 相交： U.flt/,-# 0则有一个同胚 
^o 9r > :<Pl .([/,.nt7y)cR-^ ■pXu.nt/^ciR*. 

因为这是 R- 的区域到 R- 的另一区域的映射，所以可以谈得到是 
否光滑（本书中出现的光滑均指 c~). 若它是光滑的，就说 
K ) 和（妁，设一个图册中的各个区图都是相容 
的，就说这个图册44备的.一个极大的相容图册就说是定义了 
M 上一个 C- 微分构造（简称微分构造). 


xnnOj 



c 依 •* 


■ 7 





定义 A .1.1 —个具有撖分构造的》维流形称为一个《维撖 
分流形. 

本书中所有的微分流形均指在无穷远处为可数的 C - 微分流 

形. 

微分抅造使我们有可能定义流形上的种种微分对象.例如 M 
上的可微(再说一次,本书中凡说到可微、光滑等等均指 C" 可微， 
C" 光滑，这一点以下不再声明）函数 /(P)，P£M:M 上的函数 
f(P) 局部地可以通过局部坐标 v(P) = (*., 或 P = 

v"C *) 表为 R •的某区域上的函数/。甲-乂*),因而可以谈得上这 
个函数是否光滑的问题，各个区图的相容性又使得它是否光滑并 
不依赖于局部坐标的选择.这个问题还将在以下各节中展开. 

下面看一些微分流形的例子. 

例 1.R 1 •本身即一个微分流形.它只需要一个区图 U = 
—个局部坐标 <P = id. 

例 2. »维单位球面 

5*:*!+ -1. 

这时可以作出包含两个区图的 图册： 

<Pi：S n /i(Q, -••,()， ±1)} — R*， 

•P± ： (*i. • • •, ^«+.) (― ^ — , •••, —r 2 — ). 

^ 1 +•*•»+! 1 平太 《+" 

9± 的逆是 






- (2*,, 2x n> +(*：{ + •■■+ xi — 1)). 

相容性的证明留给读者.称为球极射影. 

例 3.设 U 为 R" 中的开集，其中的超曲面 

• • •, X.) = 0, FeC", gradF _ 0. 

令 t/,. = # 0，FOO = 0}， 则 H = U U im 在 EA 上 

由隐函数定理，知 H 可以写为 AfC", 在 U, 
上即可用为局部坐标.在 U, •上也 有类似结果.于是 
H 具有一 个由” 个区图构成的图册，它们的相容性的证明也留给 
读者. 

在例2和例3中我们都只作出一个图册，而没有去作微分构 
造.这是因为只要作出一个图册，则一切与它相容的图册之并即 
是所需的微分构造.所以只要作出一个图册即可断言得到了一个 
微分流形. 

仿照例3, E/CIR" 中的有限个方程 

FiOi , • • •» ^») = 0, i = 1，…，々 < »， 

C' ran k (營)=々 

所定义的轨迹也是微分流形.这只是隐函数定理的简单推论. 

从这个例子看来，一个受有限多个不含时间的完整约束的力 
学系的构形空间是一个微分流形.首先发现应该在微分流形上讨 
论力学系的是 Poincari. 

这个例子之所以重要还在于一切微分流形均可归结为这种情 
况.这一点将在下面讲到. 

例 4. —些经典群.以上的例子难免给人一种印象：微分流 
形只不过是曲线、曲面概念的简单推广.实际情况当然不是这样. 
为了我们的需要，要介绍一些最常见的经典群. 

i° GUR, 0. 即 R - 到的非异线性变换之群，亦即一 
切 非异” x” 方阵所成之群.对于方阵（~),若 视叫为 局部坐 



标，则一切《 X« 方阵之集可以与 RW 等同，从而即可视为 R* 1 . 
GJ：(R，《) 即适合 

det(a,/) 0 

的方阵之集，它是 R- 1 的一个开集，因而容易证明它是一个V维 
微分流形. 

2° 0(«),即 〃阶正交群： 

0(”） = {A ； A^ GL(R, n), 'A ■ A = /}. 

这是一个 *^0 — 1) 维流形.为证明这一点对于 h (叫）定 

义映射， 

q»":GL(R，”）— R 

w 卜^ ■ 2 一 

k^i 

于是 00) 显然是有限个方程 

<PaiA) = 0, 1 < I < / < » (A.1.4) 

所定义的轨迹.这里一共有+ «(« + 1)个独立的方程，而且适 

合例3的要求.它定义一个》 2 — 丄》»(« + 1)=丄》(»_1)维 

2 2 

流形. 

正交方阵的行列式等于±1,我们记 

50(») {A；A € 0(«), dttA = 1}, 

称为持殊正交群.它也是 + 维流形.事实上 ，0(*0 可 

以分为两个连通分支， soOO 即其中包含恒等映射的一个. 

0(»)和 50(”） 都是紧拓扑空间.这是因为 （A.I.4) 以及 
(A.1.4) 连同 ded = 1均定义 R"* 的闭集，而由于 0( b ) 中的元 

n 

必适合 = i(:’ = i，2,•••,”）， 所以 k.<i<i. 因此 o(») 

与50(»)均为 R" 1 的有界闭集故为紧集. 

3°酉群 UO). 以上我们都是讨论实的情况，如果进入复 
域，当然也可以定义复解析流形(简称复流形），这里需要改变的 
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仅是将区图的定义改为 < p ： t 7-> C " 是17到《维复空间的某开集 
的同胚，而相容性的定义则改为为复解析函数.复流形是 
与实流形很不相同的対象,是专门的数学分支.我们这里仅指出， 
由于 C " s 我们往往把《 (复)维的复流形看做 2 n (实)维的 

实微分流形.这样,我们首先定义 GL ( n f C ) 是》><«非异复方 
阵之群，它是 2 V (实）维的微分流形，而 

t /( n ) = ( Z ； Z € GL ( n , C ), Z * • Z = /}, 

Z« 表示 Z 的 Hermite 共轭方 阵：若 Z = t>,.,_), 则 
Z * = ' Z = (5 ;/ ). 

i /(0 是 M (实)维的紧微分流形.事实上令 
< Pii ： GL («, C ) !—> C , 

7 . - . (A.I.5) 

则 

V ( n ) = { Z ； < Pa ( Z ) = 0, 1 
记 W 屮 \ /一 1> V ， 则 < P ,/( Z ) = 0 可化为 

n 

y ] + — 8„ = 0, l <i <i < n , 

k^l 

a 

S 〜 •〜一 = 0 ’ 1 <*•</< n ， 

共有丄 „o + 1) + 丄 《 (” - l ) = « J 个方程，容易证明它们是 
2 2 

独立的.因而在 C " 1 ^ R «' 的开集 GL («, C ) 中定义一个 W - 
b 1 = B 1 维微分流形. 

UOO 的紧性证明同上. 

由定义， | detZ | =1即鈿?^5 1 (2€£/0)),然而由于 51 与 
S D = 彳1，_1}不同，它不是离散的，我们可以定义特殊酉群 
St/(«) = {Z；Zg U(n), d«t/= 1}, 但它的维数低于 dimt/( n ) 而 
为 1. 这是因为，定义除了需要方程组 （ A . I . 5 ) 以外, 
还要加上 
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ArgdetZ ™ 0. (A.1.6) 

« S, Stiefd 流形. 0(») 是一切 《 维正交单位向量的”元组 


之集， Stiefel 流形 F.,,(R) 则是一切 ”维正 交单位向量的 P 元 
组之集，1 < /> < «. 若以这 p 个"维向量（《«， 叫， • • • ,0(1 < 
*_</>) 为行作矩阵 

A -= («</), 1 <*•<?，1 < ； < «» 

则有 


A , l A =■ I, (A.1.7) 


或 2 a, K a jK = 8 n, 1 < I, j<p. 

易见 0(«) = F.^CR), S"- 1 = P^KR). 

^.,p(R) 是一个 p(.p + I) = — ? 一 1) 维 

it 

紧微分流形.事实上，考虑映射 

<PlA A • M — /p , 


则 


F„,(R) = {^€ M,.,(R) ， <p04) = 0}. 


M f , s (R) 是实 P X ”矩阵之集.这里实际上有士 f0 + 1) 个方 

i 

程，所以 L.f(R) 之维数是 »P~PCP + 1) « -Piln 一 f 一 1). 

由例3知它是一个微分流形.其紧性的证明可以仿照 0( B ). 

例6, Grasstnann 流形 G P (R») 就是 R" 的一切 P 维子空间 
的集.为了讨论它,我们规定采用以下的 记号： 

U， *•■，〜}是 R" 的典则基底. 

以 {e t> -■ 为基底的空间X {0} 视为与舻恒同. 

以为基底的空间 { Cf} x R" 〜记作 R ,# - p . 


Pp ：R"^ R p 表示以 (t 为矩阵的投影算子. 


p 二 — it -* ■表示以 (=,') 为矩阵的投影算子 • 
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00) 的形如 0 n ) 的元所成的子群记作 o 〃0， p ). 这 
\ 0 R / 

里 J e 0(p),B€0(»-?>. 0"(»，P) 显然在0(»)中 
为闭而且同构于 0 O ) x 0 (n — #0. 

首先给 G / R ') 赋以拓扑 如下： 对任一个 X e o («) 均可相应 
作一个 P 维子空间 vi : O 00 — G / R -), ^ l -> X ( R 0 eG ,( R -). 
但这并 非一对 一的： X , Y 6 0(«)对应于相同的 P 维子空间的如 
上的充分必要条件是以及0, 
这是因为圯丄这个条件还可表示为 Y -' X ^ O ' Xn , p ). 
于是我们有可换 图式： 



0(”)/0"O ， f)-^G,(IT) 

* 是典则投影而 0 是单全射，通过 0 将 oO)/o"Oi,/>) 的商拓扑 
移到 GXR') 上从而使0成为同胚，这样 G f iR n ) 具有了拓扑_ 
可以证明 G P (R a ) 是可分的 Hausdorff 空间,而且是紧的. 

其次来作 G P (R") 的一个图册.设 L€G P (R a ), 选 Z ■的一 
个基底我们有 

fl 

fi = S <*>/«/» 

因而I■相应于一个 PX» 矩阵^ = 其秩为因而必有一 

个 P 阶子矩阵为可逆的.适当改变基底 U, • * • , //■}, 可设它为前 P 
列所成的子矩阵，而且即为从而相应于 Z ■的矩阵例如为 （G, 
an). L 的这种表示法自然是唯一的.一般言之则可从（叫）中选 
出 P 列使之成为余下的 叫成 为一个 PX («-/>) 矩阵，其元 
即可认为是I■的坐标.因此若指定某 P 列使之成为这样的3 
之集可以认为是 G P (R”） 的一个区图.这拌作出的图册将含有 
{n)p => »(» — 1) •- ■(» — f + 1) 个区闯. Gp{R n ) 的维数是 
Pin — p). 
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G #( R *) 的一个重要特例是 G . CR -). 如上所说每一个 
^ CR ') 的局部坐标是例如（〜，■•-，〜_,,«/„)(某个 fl , = i ), 而 
例如坐标的第一个分量为1的 L 构成一个区图 K 
»•)}■ 同样可以作出 R = 而有 

n 

G .( R -) - U C 7,. 如果我们在 R - 中引人一个等价关系(>,，•••， 

0^,- 辛令“巧与沁 成比例”，则 R "/ 〜即成为我们熟 
知的” 一 1维实射影空间 RP - 1 . R "/ - 之每一个等价类均有一 
个代表元例如 （1, <*,，•••， a a ) (如果 a , ^ 0), 所以 G ^ R ") = 
R -/ 〜即为 RP *' 1 . 

以上我们作出了微分流形的一些很重要的例子.有一些通用 
的由一个或一些微分流形生成新的微分流形的方法.其一是所谓 
■■开子流形”：若 W 是一微分流形， WCM 为一开集，则若 {Op,., 
R )} 是 M 的一个图册，则记 F ,. = U ^ N , 0, = {0,， h )} 

显然是 W 的一个图册，因此 2 V 也是一个微分流形，称为 M 的开子 
流形.例如例4中的 GL ( R , n ) 就是 K "' 的开子流形.其次是 
所谓“积流 形”： 设 M ， W 是两个微分流形，其图册分别为{(队, 
A )} 和{(^, V ^}, 则 MX ? V 也是一个微分流形——称为积流 
形，因为它有一个明显的图册 I /,- X 匕 ）}. 积流形+有 
—些极为重要的例子，如环面 ( torus ) T ^ S ' XS 1 , 这是 ■卜二 
维流形，"维环面 T " = S 1 X S ' X ■■- 乂丨^个“因^-它们 
在数学、力学和物理学中都是十分重要的.再举 一 个力学的 例子: 
考虑刚体的构形空间.在刚体内取一定点（例如取其质心一但 
并非只能攻质心)，它是纪中一点，再取一个以该点为原点的附着 
在刚体内的右手正交坐标系.若以某个固定的右手正交坐标系为 
准，则该附着于刚体的坐标系将由固定的右手坐标系用 50(3) 的 
一个元变换而来.规定了该点的位置与附着的坐标系的方位就完 
全确定了该刚体的构形.因此刚体的构形空闽是把 X SO (3), 其 
维数为6.特别是对于具有一固定点的刚体，其构形空间为^0(3)， 
维数为 3 ;从而其运动力程将是三个二阶常微分方程成六个一阶 



常微分方裎.对于自由刚体(即无外力作用），有四个明显的守恒 
律 

M ,- c „ My = C lt M,= C ( (角动量守恒）， 

(能置守恒). 

所以具有固定点的自由刚体的运动将在一个二维流形上进行.它 
是一个紧流形.但是在拓扑学中已经完全解决了二维紧流形的分 
类 问题： 任意二维紧流形必同胚于具有》个 O = 0， l , I ,---) 
“把手”的二築球面.具有一 个“把 手”的二维球面就是因此在 
这种情况下刚体的运动将由两个具有周期的变置 ■ p , Cm 0 dr i ) C * = 
1， 2) 描述，因而是一种“周期的”运动.从这些简单的说明就可以 
看到,微分流形的思想能多么有力地帮助我们从定性的、几何的角 
度来理解力学问题. 

2•流形间的可檐映射. 设有两个微分流形 M 和/ V ，其维数各 
为《和》.令 


(A.1.8) 

将 P6M 映为 /(P) f N . 取 M 和 iV 的包含 P 和 /(P) 的区图 O, 
£；) 和 （0, F ), 于是 

0 o / oip _, ( A .1.9) 

映到 r " 的一个区域.令 v ( co 与中 
的鳥郎坐标分别为* =(巧，•••，*■«)和 y = ( h ， •••， y ，)， 则 
( A .1.9) 可以简单地记为 

y = K*) 或 (A.i.io) 

走义 A .1.2 若 （ A .1.10) 中的 K 即 /,) 是可微函数，则称 
( A .1.9) 为可微 映射： （ A , …， /-) 在 P 点的秩（即 Jacobian 矩阵 

b S h, it "} 在: C 点之秩)称为 ( A .1.8) 在 P 点的秩，记作 

r « nk /( P ). 若 f 与 r 1 均为可微映射，则 f 称为微 分同胚.这时 P = m . 

这些概念都是与坐标系的选取无关的.事 实上， 若我们取 P 
与 /00在其邻域中的另一个局部 坐标* P , 与也， 则代替 ( A .1.9) 将 

有 
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0,0/oq,-' (0 1 o^-') o (^ o /o ( p-»)o( r poq,-l) 

=(0, o ^ -1 ) o ((/« o / o ( p _1 ) o ( rp 1 o 9 )- 1 )-' < ( A .1.11) 

因为 与 1 都是微分同胚，所以 4> i ° f °< p ; 1 与 < Jy 巾 
相&的点上将同为可微而且具有相同的秩.由这样的讨论，我们 
知道定义 A .1.2 是 合理的 （ well - defined ). 

在讨论可微映射的性质时，我们要区分其局部性质与整体性 
质. 

在局部性质中，首先可以从秩人手.若/在 P 点具有最大秩， 
/将有特别重要的意义，这时又要区分两种 情况： 

首先，若 m = dimM < n = dimN , 则最大秩只可能是 m ; 若 
m = dimM > « = dimW , 则最大秩只可能是相应地我们有 

定义 A.1.3 若 rank /( P ) = dimM < dimiV , 则说 f 在 F 点 
是一个内浸 （ immersion ); 若 rank /( P ) = dimA ^ > dimM » 则说 / 
在 P 点是一个外罩 （ submersion ). 

先看一下内浸和外罩在 M == R"，W = IT 而 f 为线性变换 
的情况.这时， f 称为线性内浸与线性外罩.若适当选定 M 和 W 
中的坐标，/将可以表为以下的矩阵 

内浸 ( 或 y ,' =戈,.，1 € € »»， y ,. = 0,《 < / < n ; 

外軍 （/ a ，0) 或沁=*•<， 1 < i < 

重要的是一切内浸和外罩局部地总是微分同胚于线性情况的. 

线性内浸和线性外軍显然分别是单射和荃射，而任意内浸和 
外軍就一次近似而言也都是单射和全射.这里提到一个映射的 一 
次近似，这躭是下面将要讲到的切映射.这是一个与坐标系的选 
择无关的概念.但在目前,我们用 （ A .1.10) 来表示丨时，所谓一次 
近似就是指由其 Jacobian 矩阵表示的线性变换，若 P 点的坐标为 
h 我们将用表示这个 Jacobian 矩阵.下面我们会看到， 7 V 
即切映射的记号. 

由于我们的考虑都是局部的，所以 M 和 W 当限制在 P 和 /( P ) 
附近时都可以看作是 K ™ 和 K B . 而其中的坐标分别为 * = (^， 
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•••，*-) 和 y -( n ,*- sO . 把/看成映射 （ A . i . io ) 的理由 

也就在此. 

定理 A .1.4 设 W 是 Pe A / 附近的可微映射，则以 
下命题等价： 

i ) 为黾射. 

ii ) 存在 /( P )€ W 附近的一个微分同胚 h ： N ^ N 使 A 。/ 在 
P 附近是线性内浸. 

«0存在 /( P ) € W 附近的一个可微映射为/之 
局部左逆，即在 F 附近 g°f = 

证. ii ) =*> iii ). 设 i = A 。/ (在 F 附近)，于是々是单射，这由 
々可以表为(^)即可看到.从而必存在 々的“ 左逆” r , 使 r # = 
id w . ♦ g = r°h 即得 iii ). 

由复合函数的微分法则有■:^/ = /,.所以 

是单射. 

i ) 今 ii ). 设: = <4为方阵而且设为非异的， 

于是方阵 

；) 

是一个线性同构.现在引人一个"_«维向置*并为简单计，记 

< 『，则 G 》是映射 

F ( x , i ) = fix ') + I 

的 Jacobian 方阵.由隐函数存在定理， F 在 <>， 0) 附近是微分同 
胚，而且在*附近 

令 a 为线性同胚 r , A 则6符合所求. 

• 501 • 



由定义 A.U 易见 «nk/(P) = <35mM 的充分必要条件就是 
TJ 为单射，所以我们也就将符合这个定理的三个等价条件的任何 
—个的可微映射称为内浸. 

关于外罩也有类似的结果.我们也同样将符合其三个等价条 
件的任何一个的可微映射称为外罩. 

定 fflA.LS 设是 P6M 附近的可微映射，则以下 
命鼷 等价： 

i) : T,/ 为满射. 

ii) 在 PeM 附近存在一个微分同胚 — M 使 1 在 
KP ) 附近是线性外罩. 

i») 在 f(P：KN 附近存在一个可微映射 g ： N ^ M 使得在 
/(P) 附近 /。《 id N , 而且 gom = P , 

怔 ii) —Hi ) 设则々为 满射： 吣从而存 
在是的“右逆 "J 便皮。 * = i 如. 令《 = r 1 ^ 即合所求. 

m) —ii) 由复合函数的微分法则有 T t f - T, w g = I t 所以 
TV 是满射. 

0 —iO, 如前所述，我们已设 MCR' WCR", 而且不妨设 
I■与 /(P ) 均为 0. 因为是满射，故应有记 ker7V = 
E, 而且将 M 按£与某个补空间 E' 作直和分解.于是每一个向量 
可以唯一地分解为 

* = < + /', /e BCR", /•tE'cR". (A.1.12) 

现在作一个 C - 映射 F : 


F(*) - F(t + t') 


■ iO 


容易看到 F 在 0 附近是撖 分同胚，其 Jacobian 矩阵为 
0 


{a B ) ’ ㈣ 0 • 


因此 F 局部地有逆厂 1 , 

上述的直和分解 （A.1.11) 定义了 一个线 性同构 
a：E X E，—M, + 



我们再定义一个线性同构 

§-,M 一 E X N 使 fi(0) = P(0,0) = Po«-'(0), 

则在 F(o,o) 附近，对 0,y) e K X w 有 

(/， foaop-'O, y)) = Fop-'O, y) = 0, y). 

于是 paoFlGy )-) 1 .令 h 易见 

/oA-* = /o 00 p-'^ 是线性外軍， 

从而 A 适合所求. 

以上我们都是在一点附近定义内浸与外罩.如果 f 在 M 之各 
点上均为内浸或外罩就说/在 M 上是内浸与外軍. 

由于内浸 f 的切映射是单射，所以内浸局部地是单射. 
但是整体说来, M 在内浸下的象可能具有复杂的构造.举例 来说： 

例 1 _ /： (1 ,co) —* R 1 , 1 1 ~ »( *+1 cos 2«7，. * + .. 1 -sin 2 tt <) 

不难验证它是一个内浸，但当 < —00 时,将无限地旋转趋向以0为 

心，1为半径的圆. 

2 

例2, f ： R ^ R \ 

,h_> ( 2cos (' -f)> f)) 

它也明显地是一个内浸，而 R 的象是一个自交的8次形曲线.但 
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是例如取 g(.i) = k + 2arctg /, 则当 +co 时， g(_i) 2*, 

( — _co 时 〆 0 — 0,于是仍用上面的 /, 作 

fog.R^R 1 , 

则 K 之象虽然仍是8次形曲线，但却不是自交的.两个情况的 S 
形如下， 

例 2 憒 ffil 例 2 情 M2 


S 10 

这些情况告诉我们，若 f 为内浸，则在整体上它不一定是单射 
(如例2情况 1), 即令是单射 M 与 /( M ) (具有 itf 之相对拓扑）也 
不一定是同胚.当/是单射时，我们可以通过/把 M 的 C " 构造 
移到 /( M ) 上去，而使之成为一个微分流形，但是它的拓扑与 W 对 
KM ) 所賦的相对拓扑一般并不相同. /( M ) 称为 W 的内浸子流 
形.如果希望 /( M ) 具有更好的性质，则需要以下的 

定义 A .1.6 若内浸 — W 在整体上是一个单射，而且当 
賦 KM ) CN 以 W 的相对拓扑时， f 是一个同胚，则称/为嵌人 
(imbedding), 而 /(M) 称为 2V 的嵌人子流形. 

嵌人和内浸是性质很不相同的两个概念，前者是整体的，后者 
则是局部的.对于内浸/,只能证明它在 M 的每一点附近是一个嵌 
人.为了使它是一个嵌人，还需要加上一箜 条件： 例如可设^为 
单射而且是适当的（即紧集的原象仍为紧集).关于这一类问题请 
读者参看关于微分流形的专著. 

另外还有一类很重要的映射称为覆盡映射 (covering mapping), 
走义 A .1.7 设 — W 是可微映射， M 为连通的，而且每 
-点 Q & N 均有一个连通开邻域使得 f -'( v ) 是若干个分离的 


开集之并，而且 f 是每一个这样的开集到 V 的微分同胚，则/称为 
覆盖映射. M 称为覆盖流形. 

显然覆盖映射必为外罩，但其逆不一定真. 

覆盖流形中一个特別重要的情况是 M 为单迮通的情况，这时 
/或 M 称为 W 的不 亨寧葶 (universal covering ). 可以证明<：~流形 
W 必有万有覆盖舍 f 而•且除了相差一个微分同胚以外，万有覆盖 
是唯一的. 

3.子流形.前面我们已经几次见到了子流形的槪念，例如内 
浸子流形与嵌人子流形.现在要作更徉尽的讨论.前面讲的子流 
形 /( M ) CW 不论是内浸的还是嵌人的，都有共同的特点，即 
/( M ) 总是 W 的子集而且具有 C " 构造与拓扑.对于内浸子流形 
N ' = /( M ), 其 C " 构造与拓扑都是通过 f 从 M 上“搬过来” 的： N ' 
上的开集即 M 之开集 U 之象 i ( U ) t N ' 上的区图即 M 上的区图 O , 
t ') 与 f “ 复合”而得 Cr > r , Kv )) (注意这时 f 是单射因而疒 1 有 
意义).对于嵌人子流形，则 PCAT , W ' = KM ) 为开当且仅当存在 
中的一个开集 W ，使7 = 由 f 的连续性， F 在 M 中的原 

象仍为开集 I /,而 p = KU ) 即使内浸子流形的情况 T 也是 ;V 
的开集.但是在内浸情况下 ， Y _ h 还可能有不是形状的 
开集，因此内浸子流形的拓扑一般地应 该 1 * 细于” (finer than ) 嵌 
人子流形的拓扑.我们在微分流形的例子中还看到纪的子流形 
的说法，意指由 R ° 中有限多个方程所定义的子集.事实上，一切 
嵌人子流形本质上都是它.因此，在下面凡讲到子流形都是指嵌 
入子流形而 5. 

我们仍然先从1^的子流形开始. 

定义 A .1.8 设 MCK "， 对一切 》 e M 均可找到其在 R " 中 
的开邻域 U 以及一个微分同胚 < p ，使 < p ( 取 flM ) 为 R " 的某一 ™ 
维线性子空间上的开集，则称 M 是 『的 维子流形. 

从这个定义 可知： 包含映射是嵌人映射，因此， 
这里的子流形是嵌人子流形. 

我们 +妨设 胪是一个坐标邻域，其中的局部坐标为* = ( A ， 



**•»*■•)， 而 < p ( w nM ) 在线性子空间 =*•••= = 0 上， 

这里 y = ( y >,•••,)-„) 又是 R " 的另一个坐标系.于是微分同胚 
< p 可表为 

y< = • • •» ar«), < = 1, 2, • • •, n, 

从而阶局部地表示为 

<p«+iC*) *= o, qs.C*) = o, 

而且线性无关.这样就知道前面例2, 
3» 以及 0(n), [/(/») 以及 Stiefel 流形， Grassmann 流形都是这种 
子流形. R " 的开子流形例如 GL ( R ,»)& 是这样，不过其维数与 
包含它的空间—样同为 V 罢了. 

关于用一个方程组来定义子流形的作法还可以略为推 广：设 
有可橄映射 / iR -'- R % 其图象 r = K *,/ OOMcR m XR " 是 
R n x R " 的《维子空间.这时上述的微分同胚 9* 就是 
0 ，y — K . O )， 而它将 r 映为《维子空间 R " x { o } = R « x R n . 
这是一个相当普遍的判别 M 是否 R ” 的子流形的方法.事实上，若 
对上述定义中的取可以将 R •分解为 R " = R ™ x R --" 1 而存在一 
个可微映射使妒 AM 为 f 的图象，则 A / 是『的《 
维子流形. 

类似的很有用的判别法还有吵手的和别孕：若 /: K " — M(M 
是一 个微分流形)在厂 K *。) 之每一 _点 4 处_均_为>卜_罩，而且 TV 之秩为 
» _ «，'则 rXA ) 是 R — 的《维子流形.它显然是 R " 的闭子集, 
所以称为闭子流形. 巧浸印 $剖孕：若 M 是一个 微分流形，/: 
M - R - 是一个内浸单射，则 /( M ) 是的子流 
形.这些结论我们均不证明了. 

其次看一般的》维微分流形 W 的子流形 M 的定义. 

定义 A .1.9 设 W 为一个”维微分流形， WCW , 而且每一点 
P ^ M 均相应有 W 的一个区图 Op , to 使 nu ) 是 R " 的 m 维 
子流形，则称 M 为 W 的 m 维子流形. 

事实上，我们可以在 W 中选择一个 P € MCN 附近的局部坐 
标 * = 0« r o …，*，），使 
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< f>(M nt /) = {*6 v , * m+1 =■••=*« = 0 }. 

于是将 v 限制在 M nt / 上可得 M 的一个区图，从而可以得到 M 的 
一个图册使 M 成为一个微分流形，而且这样得出 M 的一个拓扑也 
正是 W 的相对拓扑.由此可知，这样定义的子流形正是由包含映 
射所得的嵌人子流形. 

以上我们说明了上面给的子流形都是嵌人子流形，事实上凡 
嵌人子流形也都是以上定义的子流形.所以，以后我们对二者不 
再加以区别，而只对内浸子流形加以标注. 

上面我们还看到，以前我们给出的微分流形都是某个 Euclid 
空间的子流形.这并不是偶然的，因为我们有以下著名的. 

Whitney 定理 任 一《* 维微分流形均可嵌人在维数 
+ 1的 Euclid 空间中而为其闭子流形. 

定理的证明可以参看微分拓扑学的专书. 

4.微分逋形的定向.先解释什么是线性空间£的定向.若 
(en e „), (/ i , •••，/■)是 E 的两组基底，于是必存在矩阵 
A = ( a ,7) 使 

n 

1 

如果>0,就说0,，… 〆 ,） 与 （ A ， …， /■) 是等价的.这样 
将£的基底分为两个等价类，称为 e 的两个定向，这两个定向之集 
记作 wE . 如果在 E 中规定只用某一个定向的基底，则得到一个 
定向空间.我们不妨任意规定某个定向为正向，而賦有它的 E 记 
作 E +; 于是另一个就称为负向而且相应的也有 E _. 例如圯的坐 
标系分成的两个等价类即右手系与左手系，而我们习惯地将具有 
右手坐标系的祀称为是有正 向的： J ? s+ . 

利用这个概念即可考虑微分流形的定向.首先作局部的考 
虑： 若 P € M . —切包含 P 的区图与之间必有一 
个 R"~*R B 的微分同胚如果在 C/riP 上其 Jacobian 行 
列式>0,就认为这两个坐标系等价.这样也可以将 P 点的各个 
坐标系分为两个等价类，记这两个等价类 之集为 or,Af. 这个概念 



是局部的.若有两点 P, M 以及相应的区阁 （< p ， I/)与（少， 

F), 则当 P , Q 充分接近从而 UflP# 必时也可以和上面一样比 
较 9* 与0而视其是否属于同一个等价类.但是对 M 上的一切点， 
或者说，对于 M 的一个图册，则不一定可能将一切局部坐标系分 
类.因此，我们给出 

定义 A.UO 若 W 有一个图册 {(>，[/)}， 使对其中任意两个 
区图（V， U ) 与（山， F)， 当 [/OP 妾0时，（^。必一 1 在 UflF 中的 
Jacobian 行列式>0,则称这个图册给出了 M-- 个定向，而 W 称为 
可定向流形. 

不可定向流形的最著名的例子当然是 M 6 bi us 带. 

我们还可以从覆盖映射的角度来看定向问题.每一点 P € M 
都有一个邻域 t/, 使在其上 M 可定向，于是 U 可以通过局郎坐标之 
逆少 而同胚于 K- 的一个开集而且使 U 中的定向与 K " 的定向相 
应.这种连同定向的同胚若记为 ort^i = 则由 R" 到 L/ 

的投影映射 h 适合 ^ = id. 因此*是一个覆篮映射，而 R" 11 
成为 t/ 的覆盖流形.这个覆盖是一个二叶覆盖，称为定向覆盖. 
M 为可定向的充分必要条件是镋蛊映射为在这时，我 
们也时常记之为 M X 

§ 2 . 切丛、余切丛与一般的向量丛 

1 .切空间. 从上一节的讨论，流形既然是局部 Euclid 空间， 
则其一次近似（亦即线性近似）是一个 Euclid 空间.特别当我们 
应用 Whitney 定理将流形嵌人 R Jn,+1 中以后，就更容易把流形看 
作曲面的推广，而其一次近似就是切平面.但是微分流形不一定 
要放在某个 R N (包含空阆）来考虑，这样，切平面的概念就要用其 
它的方法来推广.这里我们仍然从力学概念出发. 

—个力学系的运动可以看成由 R (时间轴）或者其一个区间 
J 到构形空间 M 的一个映射.现在，曲线的概念也定义成如上的 
映射，而不是映射的象，这是因为把曲线定义为映射可以 知道对 



某一个具体参数值（也就是在一个具体的时刻）的对应点的位置 
(也就是力学系的位置).因此这种定义可以提供更多的信息. 

有了运动的参数表示就可定义速度向量 i 它当然是曲线的切 
向量，但又不只是切向量.因为在通常的高等数学教程中，切向量 
只标志曲线的方向——即切线的“斜率”，而将一个切向量乘以常 
数1并未给出新的内容.现在，速度则不但有方向而且有 大小： 
将它乘以 a (若 a > d ) 表示同方向的大小增到 a 倍的速度.只有 
这样，速度向量之集才有了线性空间的构造. 

现在进人具体的讨论.设有 PSM 以及在* = 0时经过 p 的 

曲线 

06 /, C(0) = P€ M. (A.2.1) 

取包含 P 的区图 （ V , U ), 则 fC :/ — R " 是 R " 中的曲线.若 
U 中的局部坐标是 i = (* i ，•••， ，则 

<poC ： x,- = < = 1,2, •••,«, 

而且 P 之坐标为 *(0) = U (0), ■■ ■，: r m (0)) •若 C »(/) 

就说曲线 C 是光滑曲线.当然这个定义是与区图的选择无关的. 

我们在过 P (相应于 < = 0) 的曲线族中引人“相切”的关系，并且 
注意到它是一种等价关系.我们说两个过 PG = 0时)的曲线 C , 
C 在 P 点相切，如果它们在同一坐标系中的表示 * = *0) 与 * = 
JO ) 适合 

^0) - JO ) = 〆，)， z 充分小. 

这显然是等价关系，而且这种等价性与坐标的选取无关.在这样 
的等价类中有唯一的曲线可以写为 

*(») = x (0) + cu , «e R *. ( A .2.2) 

这是因为上述等价关系即 *(05(*) 在< =0处的 Taylor 展开式 
之到 < 为止的一节（称为 rO ) 的1 — jet ) 相同.因此一个等价类 
对应于一个 R 1 ". 反之，给定 R ' 通过 ( A .2.2) 作一曲线又 
可以得到一个等价类.因此有一个单全射 

(等价类）〜 R ' ( A .2.3) 

如果通过上式将 R ™ 中的线性运算引人式左的等价类中，则{过 P 



之曲线的等价 类} 有了实线性空间构造而成为一个 〃维实 线性空 
间.于是我们有 

定义 A.2.1 上述过 P 之曲线的等价类称为 M 在 P 点的切向 
量，它构成一个《维线性空间称为 M 在 P 的切空间，记作: T P M. 
对应 (A.2.3) 中的 o 称为切向暈在坐标系V中的表示. 

切空间的定义是与坐标的选取无关的，但其具体的表示则有 
变化.若有含 P 的另一个区图 （0, K)， 并用 y 表示其中的坐标， 
我们将有一个微分同胚 

4> 0 屮-': y = y (*), 

而(:将表为 

y = y(xO)) = y(0. 

上面已经说过等价类的关系不会改变,因而在{必。<^中也有唯一 
的一个表为 

y~Ko) + p ， 

它当然 不是* = a-(O) + c« 在 < poq ,~ l 下的象，但由 Taylor 公式 
很容易算出 

/* = (ft，. ••’?《) = (2 %盖|内， *. = 1’ •••， m ). (A.2.4) 
现在我们怍一阶微分算子 

Lc= ti a/ ~trti Pi ^； (A . 2 . 5 ) 

很容易看出，正是由于有 (A.2.4), L c 才有 （A.2.5) 中的两个不同 
的表达式.所以用 L c 来表示切向量 {C 之等价类}具有明显的优 
点：便于算出它在不同坐标系下的表达式.因此我们又有 

定义 A .2.1' -阶微分算子 L c (A.2.5.) 称为 M 在 P 点的切 

向量.它显然地具有《维线性空间构造.^一 = H， …， -/-I是 

OX (dxi dx„ I 


切空间 TpM 相应于坐标系的基底. 

当然就是在 P 点沿 C 方向的方向导数. 

2.切映射.现在考虑微分流形间的可微映射 /:A/—W 在切 
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空 间上诱导出的 映射. 令 Pew, /(?)6〜，并分別取其区图（《 } >, 
^)> {4>, V ) t 而且设1/与 F 中的局部坐标是 a： = ( a , - . 与 

y = (y«» p 与 /( p ) 的坐标设为 o. 取 t p m 中一个元即 

过 p 的一条曲线 C 之等价类.我们有 

/oc： iS . m - Ln 

是 2V 中过 f(P ) 的曲线.若 C 〜己，/。(：与/。6的局部表示各为 
八0与？0〕.易见 

KO-yCO = oW, 

因此 r P M 之元被映为 T im N 中的元.这样我们定义了切空间 
TpM 到切空间 T im N 的映射，称为 f 在 P 点的切映射，记作 7V. 
现在证明 7W 是线性映射.为此，我们使用上述的局部坐标系而 
将 f 写为 y = y(*). 于是 t = x(0) + al 被映为 
y,- = y,(*i» •••，*•„) 

=■ y,(r,(0) + aj , …， xS ) + a m t ) 

=y,(0) + (^) 0 ai，+ i = U n . 

所以在的等价类中相当于 （ A.2.2) 的曲线是 

y = y(o) + 〆 /， 

和… 1 ’ 

因此，切映射： T P / 在局部坐标*， y 下的表示就是由 Jacobian 矩阵 
所表示的线性映射.上一节中我们就是利用的局部表示来定 
义内浸、外罩等各种映射的. 

3. 余切空间.现在考虑 T P M 的对偁空间，我们记为 r?A/， 其 
元称为余切向量.先问余切空间应如何生成.设有一个函数 

亦即在 M 之某个图册之各局部坐标系，从而在 M 的微分 
构造的一切坐括系下均为 C" 的函数空间），则对任 一L c (见 
(A. 2 . 5 )) 均有值 acfXP ). 显然是线性的，所 

以/生成 7 VM 的一个线性函数即 T?M 之元. 但是不同的函数 
可以生成 r?M 的相同元. 事实上 ，只要^与？适合 <//(?■) = 
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则必有 (L C /)(P) = (L C ?)(P). 反之，若 rf/(P) # <f?(P). 
则一定可以找到 L c 使 ( L c fXP ) ^ ( L C J )( P ). 例如设在 * = 

(而，…， *„) 中鲁 ( P ) # ( P ) 从而 rf /( P ) ^ 奸 ( P )， 则对 

OXi OX, 

显然有 ( i c O ( P )^( i c f )( P ). 因此若记等价关系 

以 ( p ) = dKP ) 为〜 ，则 c ~ 卜 之元可视为 TfM 之元. 但显然 
c™/ 〜 之元在 p 点之值与它所生成的 nu 之元无关，所以，我们 
不妨将 c - 易为抑 {fe c"，/(p) = 0}，而抑/~即其中之元 
在 P 点的1 — i« (同一等价类中之各个元的1 一 j « 相冏).总结 
以上内容,可以说 叫卜 之元的1 _ j« 均为 t * f m 之元. 

在局部坐标 r = u,■••,*„) 下，这种1 — i« 可以写成1阶 

m 

微 分形式 〜为 常数.从这里看到，这种1 之集成 

i **1 

为一个《维线性空间而与 r?w 维数相同.因此我们有 叫卜兰 
r?M . 同时也看到在*坐标系下，其基底为（办.对 

m 

于 （ a . 2 . 5 ) 中的 l c , 因为《，即 =； a ,. 办,.所代表的元 /e 外之偏 
导数 |1( p ) 之值，所以 

dxt 

m 

a ^ x < 

从而 

〈最’私卜， 

即 Ua ，■■■,&„) 是之对偶基底.总结起来， 
我们有 ' 1 " 

定理 A.2.2 : r?M 岛抑/〜，其元即一阶微分形式.在*坐 

标下， T?A/ 中与 (-£-,■ 对偶的基底是 （耗， ... ， dx m ). 

现在讨论在坐标变换下余切向量的变化.取一个余切向量， 


)^2 叩 “ 
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即其在抑 / 〜中的一个代表元/，又取一个切向量 L c ， 则二者配对 
之值 a t o(n 是与坐标无关的.若有两个坐标系太与 y 使 k 在 

m n* 

其下的表示为 （A .2.5) 所示，余切向量则相应为 与 D 

1 Ia 1 

hdy ,, (P), bi = - J -( P ). 我们显然有 

dxi dy, 

〜=|©( P) (© (P ) = .(IS) (P) - (A . 2 . 6 ) 

因此在 y 坐标系下，利用 （A.2.4) 有 
(u)(p)= 此 

i ** I 

=IKK)( p )) 

m 

即 （kfXP) 在*坐标下之值. 

因此，余切向量的坐标变换规则是 （A. 2 . 6 ). 但这正可以由 

d Vi =■ 这个在数学分析中习用的公式得出.这& 

就是用[^形 i 表示余切向量的合理性所在. 

现在讨论在可微映射 /:M 下余切向量的变化.利用线 
性代数中对偶映射的概念，余切向量应该由切映射 7W (以下记作 
/*) 的对偶映 射广来 变化.其定 义是： 若记〃为中之元, 
I为 T P M 中之元，在切映射 /* 下,它变为 /A , 则应该可 
以看作？之线性函数，这个函数由《来决定，故可记作广* 1 : 

由它可见 /* 是线性映射.但值得注意的是 r 的“方向”与^相 
反： f *： Tf w N ^ T * F M , 而 /* 则 相同： U : T P M — T UP 1 N . 不但 
如此, 如果有两个可微映射 /:M — N ， g : N — I •，则 相应的 (go/)* 



与 (^/)* 分别适合 


( A .2.8) 


(?。/)* = 

0°/)* = f *° g *， 

其各个因子的次序或保持或反转.类似于此的性质称为“函子” 
( functorial ) 性质.严称为拉回 ( pull - back ), 称为推前 ( push - 


forward ). 切向量变化的方向与流形映射方向相同，余切向量则相 
反》所以分别称为具有协变 ( covariant ) 与逆变 （ contravariant ) 性 


质.微分流形上的几何对象是具有协变或逆变性质是一个重要问 


题. 


4. 向置丛、切丛和余切丛. 一个微分流形各点的切空间(余切 
空间)虽然都是 R "， 却是不同的空间.但我们可以问，若把各点的 


切空间合并起来== U T P M 是否可以表为（或微分同胚于) 
乘积空间 M X R M ? 称为 M 的切丛.同样，余切丛 T*M = 


U TtM 是否可以表为乘积空间 M X R "*? 在这里我们将要讨 

论 TM 和 T + M 的一种重要的构造，即丛构造. 

局部地，切丛和余切丛都是乘积空间.例如设是 M 的 
—个 区图， 其中 M 有局部坐标 * = ( a , •••， *„), 于是对[/中各 

点，切空间都可以用■^ — (^^•••，^-)为基底，而切向量如 


( A .2.5) 表为公 ar ^~. 于是在 U TW = 〜纪上可以用 (心， 

加 i ptu 

•• •，: r -;*， •••，〜）为局部 坐标.因此 7 VM = [； X R m . 但 
整体地看 I ' M 并不是乘积空间.因为若有另一个区圉 O , P 0, 
[/HF 杏，其中 M 有局 部坐标 y ， 则 7 VM = U T P M 也是乘积 

P€ V 

空间 p x R ' 其局部坐标为 （ h ， •“， •••， 〆 >«)，而有 


它也可以记作 



y = y(*), ^ = Aa, A = (A.2.9) 

这样我们得到 TM 的一个图册，其区图即为形如 T V M 的集以及 
相应的坐标系（*，《).所以我们只能说有一个微分流形构 
造，但是它有一个特殊的图册如上，其最重要的诗点是，它的局 
部坐标是由 M 的局部坐标诱导而得，而且有特殊的变换规律如 
(A.2.7). 在这种构造中， W 称为其底空间， 7>M 称为 i* 点的纤 
维，它们都同构于 R" ——称为纤维型，而其纤维中的坐标变换是 
线性变换，其矩阵是一个函数矩阵，在我们的情况下，即 
y = y(x) = 

在 P 点的 Jacobian 矩阵.这种矩阵称为迁移矩阵 （mmsiticm ma- 

• • • ♦ 

irix). 

同样，对于余切丛也可以作其区图 r?M = U r?w, 

Piu 

其中各点的余切空间 T % M 均以办为基底.它的纤维型是 IT* 
(其实也就可以说是 R™, 因为 R™ ^ R™*). 只不过现在纤维坐标 
的变换规律是如 (A.2.6) 所示的 

亦即所以它的迁移矩阵是 M— 1 . 正是由这个原因，我 
们宁可记其纤维型为 R"*. 

走义 A .2.3 设 M 为一拓扑空间，£为一拓扑空间 P -. E^M 
是一个连续的全射，而且 M 的任一点均有一个开邻域[/使有同胚 
< P ： p ~ Kv ) U X R w , 且以下的图式为可换的： 

广 ([/)九 U X R N 

A 

V 

».：(*, 若一点而相应于 r 的同胚为 p ， 则 
— 是线性同构，且 

UC[V~* GL(R,n) , * i—> W M oiP； 1 (A.2.10) 



是连续的，则 （ E ， M ， /■)( 或者简单地说 fc ’ ）是从上的一个向 * 丛. 
E 称为全空间, W 称为底空间， P 称为投影映射，厂乂*) ^* XR N 
称为 * € A / 的纤维, R N 称为纤维型，取称为迁移矩阵. 

以上都是在°范畴中提出的，在范畴中则设 M 为微分流 
形，0为微分同胚，迁移矩阵也设为 C ~ 的，则得到微分流形上的 
C " 矢量丛. 

前面我们提到，向量丛一般不是乘积空间，如果£同胚(或微 
分同胚)于 A / X R N , 就说它是平凡的 （ trividiud ). 向量丛一定 
是 f 带于乃4，但整体地则不一忐/ 4别是 》- .个微分流形 M 的切 
丛女 •!! 秦4奉 A 的就称之为$作申 ( parallelizable ). 

若和 ( E 3 ', M 3 ,' p 3 ) i 两个 ( C ») 向量丛 ， FA - 
E 2 , 是两个连续 ( C -) 映射，而且使以下图式 

Ei —*■ Ej 

Pl l \ p - 

为可换的，则 F 称为丛映射.它的特点是持纤维的 （ fib ^ 
preserving )： 若 *€ 的纤维是 #> r (*) = Eu , V = /GO € Mj 的 
纤维是/^00,记 F 在/ > r (*) 上的限制是则— 
PiKy ). 若 F , 是线性映射，则称 F 是兮¥亭. 

向置丛不但具有微分流形构造，每个纤维又都具有线 
性空间构造.这样,在每个纤维上，我们都可以进行线性代数中的 
种种运算如作子空间、商空间以及子空间的直和等等而得出新的 
向置丛.以下我们将提出一些常用的例子以说明向量丛槪念在应 
用上的灵活性. 

设 NCM 是 M 的一个子流形，则将 rM “限制”在 iv 上得到 
rN M = U T . M 仍是一个向量丛，其迁移矩阵仍旧.但同时也 

可以作 W 在 * e W 点的切空间 3 V \ r 以得出新的向量丛 3 W . 因 
为它的纤维是 rw 的相应纤维的子空间.所以 rw 是 t m n 的子 
丛.作 r * M 与; zw 的商空间 tm / t , n , 以它为纤维可以作出 



W 上的纤维丛,这是一个商丛，称为 AT 的法丛，或者更准确些称为 
A ? 的代数法丛，记作 T U N / TN . 如果再看 W 的余切丛其纤 
维是 T x M 的对偶空间，因此可以在其中作出 7 W 的零化子空间 
(3 VVy = {£； l € d 。0, V 計 T , N }. 用这座子空间 
作纤维，又可得 T * M 的一个子丛称为 W 的余法丛， 

以上我们都没有涉及正交性的概念，这是因为我们在每个 
纤维上还没有引人 Euclid 构造.如果在每 —点* € A / 的切空间 
中均引入一个 Euclid 构造，即引人一个正定的双线性型 
〈*»•〉使得对任意 Vi € T x M , 

〈 ! ， »i)：Af -*■ R, 

* I—*■(!*» Vx) 

都是映射，则称 M 为一个 Rieiimm 流形.应用局部平凡化，设 
* 附近各点的切空间均同构于 R ", 其中有正交基底 { e , ，■- 
则有基底 | ei (*), 在这个局部坐标系下上述 

E u did 构造将通过一个正交矩阵£ = ( guix )), 灼, .00 = 

C " 来 表示. 可以证明，了畀 C ~ Rie - 

mann ^ E 麥亨學.在有了 Riemann •流•形构造•以•后，对 WcA 的法丛 
可以 iii 下： 对 * eiV ， 作在 r , M 中的正交补空间 
(7 WV { H € T , M , <!„,,> = 0, V Vt € T t N ], 

以（:为纤维可以作出 w 上的一个向置丛，称为 w 的法丛—— 
或更准确些称为 w 的几何法丛,几何法丛与代数法丛总是同 构的. 

以上我们都只是给出了一个底空间以及纤维，然后立即断言 
可以作出向暈丛来.这一些当然都是应当严格证明的，这里从略， 
有兴趣的读者可以参考有关的专著. 

s •纤维化.向量丛概念的引入使得我们可以在微分流形的可 
撖映射中划分出一个重要的 子类： 

定义 A .2.4 设有微分流形间的可微映射使对一 
切 W , F , = 均为非空子流形，而且 y 有邻域以 

及一个撖分同胚 V ： rKV y )^ V t X F y 使以下图式为可换， 



t~ l (Vy)^V y X Fy 

l\ /" 

Vy =r ： (p, DI-^-P 

则 f 称为 M 的纤维化， 

如果一切 F,(y€ 均微分同胚于同一子流形而且 N 是 
连通的就称 F 为/的向量丛的投影映射显全空间的一个 
纤维化 ( fibration), 

纤维化一定是外罩，但其逆不一定为真.可以证明，若一个外 
軍是全射而且是适当的，则它一定是纤维化. 


§3. 微分流形上的向量场 


1•向釁场的1>代数.设 M 是一个微分流 形，* M 是 

其切丛的投影映射.因为 rw 也是一个微分流形，所以可以谈到 
由 M 到 rw 的可微映射 —； TM . 如果有 — W 是 
恒等映射，则称 V 是的切口 (section). — 般说来 M 上的向量 
丛 E 的一切扨口之集记作 r(£). 我们有 

定义 A.3.1 TM 的切口称为 M 上的向量扬, r(rM) 以后记 
作， (M). 

如果在 M 的某个坐标邻域中有局部坐标 x == (A, ■ ■ ■，x,), 则 
容易看到 ，向置 场必可局部地表示为而且叫 (*)€ 

C-(M). 所以向量场X是一个 C" ^数的一阶^微分算子，从 
而有 

X ： C M (M)-*C-(M), 

而且适合 

X(«/ + fiy) - aXQ ) + l > X ( g ), a > i >€ B", £ e C"(M) , 

XQg) = i • X(g) + g • XQ). ^ ； 


反之可以证明凡适合上式的映射 X:C~(M)->C"(M) 在任何局 
部坐标系中必可表示为 C~ 系数的一阶偏微分算子.所以 (A.3.1) 



也可以看成是向量场的定义. 

Km ) 显然具有实线性空间构造（而且还是一个 c~(My 
module) ，但是更为重要的是，它具有 Lie 代数构造.它构成一个代 

数： 对任意 X, ye 沒 -(M) 可以定义它的括弧积——或交换子积 

» • « « • « » 

或 Poisson 括弧如下： 

[ X , y ]/* X ( y /) - y { xf ), /e c -( m ). ( A . 3 . 2 ) 

很容易验证因为它适合 （ A .3.1) 式. [ X , y ] 
有如下 性质： 

laX + bY, Z] = a[X, Z] + b[Y t Z], (A.3.3) 

[X,Y] =-[y,X], (A.3.4) 

[X, [Y, Z]J + [y, [z, X]] + [z, [X, y]i = o. (a.3.5) 
特别是 （ A. 3 . 5) 称为 Jacobi 寧 -芋. 中既可定义一种 
积，则它 E 成了一个代数， 一 ‘若适合 (A. 3 .C 至 (A. 3 .5) 就称 
为一个 Lie 作吟. 所以 •ST(M) 是一个 Lie 代数 • 

我们现—个局部坐标系* = (*!.•••,*■) 中去表示[ X ， 
Y]. 为此令 

X = 2 «,(*) 

im X OX ； 

V = J] b,ix) 

OXf 

经过简单的计算有 

[X,Y] = |] (g «,(*) 忐 . (A.3.6) 

前已提到，在微分同胚 * P : M -> W 下， M 的切向量 f 将变为 W 
上的切向量 ( P *5, 因此 A / 上的向量场 X 也将变为 W 上的向量场 
< p , x . 对任意 w C ~( N ), = C -( M ), 我们有 ( qp . X ) 

- CO = XO(p)°qTi ， 因此 

[qo*x ， <p»y]/o<p =* (<p*^)(<p*y)f°<p — (<p*y)(v*^)/ o <»' 

=^[(g5*y)/°q>l — Y[Cg>«X)/otp] 

=([X, YKf°q>) = q»*[X, Y]/oqp, 
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即 


[« p , X , g >, y ] =( p »[ X , Y ]. ( A .3.7) 

由此可 见？ 1 诱导出 KM ) 到 K >0 的一个同态，但由于对 
也可作这样的讨论,所以这实际上是一个同构. 

如果一个向量场在某点为0,即在该点成为零映射，亦即其局 

部表示 i ] <»,(*) -5 -的一切系数 《,_(*) 均在此点为0,则此点称 

<-! OX; 

为向1:场的 f 净.奇点的出现是一个十分普遍的现 1 Si , 例如，我们 
可以证明，在'偶 k 维球面 s 1 " 上不存在无奇点的光滑向量场，但在 
环面 T 1 上却存在.因此，奇点的出现与否是与流形的整体拓扑性 
质密切相关的.向量场在非奇点一即正规点附近的局部构造是 
很简单的，因为我们有 

定理 A .3.2 若 M 上的向量场 X 在 P 6 M 处不为0,则必有该 
点附近的一个局部坐标 * ~ •■•,*.) 使在此点附近 

y a 

x h . 

证.任取 p 附近一个局部坐标而将 x 表为 oog ， 而 
且不妨设 ACy ) 尹 0. 考虑微分方程组 

令= 44, .=2, —，*， 

dy t 

而且设 P 点即于是在初值条件 yX 0 ) - 下求解以上方 
程组而得 

■ 奶(，1， s 3 ， …， «*). 

于是作变量变換 

y \ = zi yi ^ 中乂方1， 》j， ••.，》•)， i ■ 2，.••，》， 

则在 P 点!^ = 1，从而在 p 附近上述变换是微分同 

3(*1， '. • ， 名 《) 

肢 ，而 是新的局部坐标系.在*坐标系下 

x = 2 a <(y) | = a ， (y) 2 手务 = ai (v) 

fz\ 0 >< iTj dy t dy, 0*1 



如果再令 


立即有 


f 1 * dz_y 
)o a^y) 


*<, i =» 2 , •••, 


OXi 

2 ■向置场的轨道、流与单参数变换群.设则对 
任一点 〜 ew，xOrje r , D M 是一个切向量，因而是由一族等价 
的(在 * 。点相切的）曲线组成的.如果有一条曲线 / CIR — M ， 使 
在其每一点上， XO ) 均为曲线在该点所决定的切向量，这曲线就 
称为 X 的哆寧.从力学上看，这个概念是很自 然的： X 即是一个 
速度场 ， /CR — M 是一个运动 ，如果 这个运动的速度就是 X ，它 
自然是这个速度场的轨道. 

如果在一个局部坐标系中， x(x) - ^ 则它决定 

—个微分方程组 I 

含 = a,.(ar)，* = 1, 2 ,…，”， (A.3.8) 

而上述曲线即其积分曲线 (严格 说来，该曲线 M 只适 
合随曲线上各点而异，因此是，的函数： 

1 =又(0,但若引入新的参数 T 使夺=又0)，则有也=以*)\ 

at dr / 

如果指定一点 々 eM ， 并要求积分曲线逋合: t ,‘( o ) = %，则得到 
(在 * = 0时)通过该点的轨道. 

从常微分方程理论知道，初值问题 

旁 = ««(*), *«(0) = x„i (A.3.9) 

有 唯一解 r = tO ) 存在于一个区间中，这区间的大小视 a ;0 O 
在 *» 附近的性态而定，因而依赖于 A :/— —般说来，不能保证 
= R . 这是一个很重要的事实，因此，我们 规定： 若 h 。 一 R 



则上述轨道称为一个雖，而其它情况有时则称为學序序.例如当 
M 为紧流形时，所有的_^轨道都是流. ‘ ^ ^ 

方程 （ A .3.8) 右方不显含 r 这在微分方程中称为自治系统. 
自治系统的解有明显的群性 质：设 ( A .3.9) 的解当 * = r 时之值 
为 I ，若记此为 :V = ( p (/， r 0 ) ，则 | =中0，* 0 ).以？作 Xi ( A .3.9) 
之初值又得解 * = x (_ t , l ), 并令《 = 时其值为 JJ : 

v *= I) = < p (<^» v(r, *,)), 

则 ( A .3.8) 的解当时也恰好取值1这当然只不过是常 
微分方程解的唯一性定理，而可以表为 

ip ( ff , qj ( t , *„)) = < p(r + ff , X ,). ( A .3.10) 

* = *。）当 * 取某值时是一个映射 M 

* 0 ). 记此映射为则 （ a .3.10) 可写为 

A a cA, = A !+a . (AJ.ll) 

这当然需要 a , r 和! " + 均在内才成立，但它仍然娃一个群 
性质，因为 


/I。=» id 0(0, *。）= * 0 ), 

A^ x oA x = AgoA^t = id, 

现在问每一个次0固定)是什么？由微分方程解的唯一性及其对 
初值的可微性很容易看出 — M 是微分同胚；因为 
是单射(解的唯一性)且可微，而且 h 所以^对 * 也 

可微,因此我们又有 

4 = id ， A ., - { A t y \ ( A .3.12) 

当然 ( A .3.12) 也需要 * 与 一 z 均在 f 〜中才成立.由 （ A .3. U ) 

和 ( A . 3 . l 2 )， 我们说{4, （ € 是葶兮 Iff 哼手 夸 寧辱咿特 

別是，若对一切 r ( 6 M , \ = 

( A .3.11) 和 '( A .3.12)， 我们知道 { A t } 成为一个含单参数的变换 

群，亦即一个 f 兮 Iff 年^擎譽 f . 

3 -Ue 导’数 •• _一_个_切^^量是一个微分算子，它作用在一个 
函数上即得此函数沿一曲线——决定这个切向置的曲线等价类中 
的任一曲线——在该点之导数值.因此，设有 xe ^( M ) 而 



* = MO 为其轨道,则对任一函数 /e C~(M). 

x(/) w(l5 = ~ 

it 

即 f 沿轨道的导数.现在我们要问 M 上的其它几何对象沿轨道上 
的导数应如何定义？首先讨论一个向量砀 Ye 没' (M) 沿X之 
轨道 * =■ *0) 的导数.当然，我们希望定义它为 y 在轨道上两点 
t = t„, t=t,+r 之差除以 r 再取 t — 0时的极限.但是这是不行 
的，因为1^«„>与1^~ +[) 厲于不同的切空间，因而不能求其差. 
我们的方法是先将:+ r) ^ 处的 y 拉回到 xit e ) = 〜处再 
与当地的 y 相减.但是对于 y 只能作推前运算，所以我们用同胚 
之逆的推前作为拉回而给出以下的 定义： 

定义 A.3.3 设 xe Km) 所决定的微分同胚单参数局部 
群是山我们定义 Y e ^T(M) 沿 Xf 免 ( 好）在 * 点的 Lie 导 
数为 

L X YM = lim/- 1 [<pr*y - VH») (A.3.13) 

i -*0 

显然 L x Y€^riM). 

关于 Lie 导数有以下的基本定理 

定理 A.3.4 L X Y = [X, Y}. (A.3.I4) 

证.我们不妨取 M 附近的一个局部坐标系来证明上式， 
然后由 

<P*[X, Y] =— <p*Y] 

即知上式对任何局部坐;标系均成立.以下分别几种 情况： 

若在 A 附近X e h 则相应局部群成为 

V#6 l Xc , * 在 * 。，或叭 sid. 

所以由 （A. 3.13)， L x Y(x,) = i), [X, Y]=0 是自明的，因此 
(A.3.14) 成立. 

若 XU) ^ 0,则由定理 A.3.2, 不妨设 

X = Y = 2 xi, - - * 5 x„) 夺 , 

dx ,. dx ； 

这时相应于 A •的 • • •，％) I—(*i + I, x ti x,). 



fl 

<p7*y ^ g 

1^1 




_d 一 
'dTi 9 


因而代入 （A.3.13) 有 


i ^\ 


6bj a 

dxi dxi* 


而由定义直接计算也有 


所以 （A.3.14) 也成立. 

若 XO,) — 0, 但在&之任一邻域中恒有点*使 xc*)^o. 
于是在这些^点上 (A.3.H) 成立,而对任一函数 f e C"(M)， 在这 
些点上 

(.L x y)f=[X,Y]f. 


但上式双方都是连续函数，所以在* •，的 某个邻域中，包括 
处上式也成立.由/之任意性即知 (A.3.14) 这时也成立. 

不但对 KM) 之元可以定义其 Lie 导数，而且对 M 上其它 
几何对象也可以定义其 Lie 导数，详见下节. 

4. Frobenhu 定理.对于一个X 6 KM)， 必可找到其积分 
曲线，这是常微分方程的基本定理.积分曲线可以看作 M 的一维 
子流形.现在提出以下的问题，设有4个在 M 上处处线性无关的 
向量砀能否找到 M 的一个 々维 子流形 W， 使得在 W 上 
任一点 3 W 均由兄0),-_-,；^(*)张成？这样 々个向 量砀生 
成一个 C- \ ^ 若 W 存在就说这个分布是可积的，而 2V 称 
为其积分流杂/ _为了解决这个问题,我们回到定理 A .3.2. 若能 
找到一个局部坐标系使 


X, 


_9_ 

9*i 


9 


(A.3.15) 


则 L* 自然是可积的，因为现在 W 就是= = ^ + 1, •••, 

是常数.当 0.3.15) 成立时，有 
IXi , X ,] = 0, 


(A.3.16) 



因此可以设想， （ A .3.16) 是 P 可积的必要条件.但是作为充分 
条件， （ A .3. I 6) 显然太强，因为 Z / 不仅 可由& 决定，也可以由 

y ,-= S (i = 1， • • •， o 生成，只要 （叫） 是非奇异的.但 

Yi 不 i 定适合 （ A .3.16). 现在我们要证明以下的基本定理. 

定理 A .3 .S ( FrobeniuB ) 可积的充分必要条件是存在 

C ~ 函数岫 O ) (/，/，/-1，...，々)，使 

K 

IXM = 2 fiyWx ,. ( a .3.17) 

证.必要性.若 Z / 可积而且有积分流形则不， +■ + , 
x k €^ r ( N ) 而且张成 iv 之切空间 7 yvt > ejv ). 但 
•5 T ( A 0, 故在每点* e w 可以用 X t , + ", X t 来表示，从而 ( A .3.17) 
成立. 

充分性.我们现在证明当 （ A .3.17) 成立时，必有一个局部坐 
标系存在，使 U 可以由¥-， •••,-- 生成.这一点可以对々 

9*. 

归纳证明. 

当4= 1时，由定理 A .3. 2这一点自然成立.设对 4—1 已 
证明了这一点，对于々，由定理 A .3. 2不妨设；^ = ->, 于是作 

UX ^ 

X ： = X ,- - i = l , •••,^-1. 

我们有 X ；^ = 0(/=1, …，々一 1) 以及1,而由 
^，••■，欠:^和;^生成.经过计算有 

[ X ；, X }] = a , V X *( mod ( X ;， ...， Xi )). 

双方作用到/上立刻有 <»<_,- = 0,从而 

/■I 

而由归纳假设，一定有一个局部坐标系使 X ; 

dyi 

々一1)，而 = H ，…， - 9 — , X *}.于是由 （ A .3.17), 
1 办 dy k . t i 

X t j 仍在 P 中，从而有 



[fy；* 

将双方作 用到/ 上，因为 ^是 X; 的线性组合，从而^ = 0, 

即得 h _ 0而 


是 ， x *h S a 


a 

d 7,' 


(A.3.18) 


现在在局部坐标系) < = 0*,, ...,y B ) 中将; ^写为 S>;Cy) 

则当有[念，4=|瓮最. ^ ca - 3 - i8 >^ 


dy / 


瓮 = 0 , 

所以 a,_ 都只是 （y<. 


i-k 

法,可以对 >v 
«<■)» 使 X; 


= 1. • • ^ — 1> ; =* 1. • • •, » 

••, jO 的函数.代替&而考虑 x ;; = 

的证 


2>最， 则〜 皆，…，点，4仿定理 m 


•, y . 作一个坐标变换0女，•••，>■■)—*• («v …， 


d 


-. 于是 0" ...， 叫, 


〜）也是一个 


L < 


{ 忐， 

记这个坐标系为 * = 0,，…仏)， 2：* 


' 9 


du /^ 

局部坐标系,在此坐标系中 

.，- 4 r ， 封 

|_ 9 _ <t . a ^ 

l-9xi * ， dx^.i 'dx^ 

从而 £■* 可积而积分流形是 *; = q (常数） (/ ^ + 1, . • • ， n ). 

这个定理中的条件 (A.3.17) 称为，令毕譽 f. (A. 3 .〖 6) 是它 
的特例与更强的条件.它的几何意义是与&的相应微 
分同胚局部群的作用是可换的.事实上，若记与 KM) 
相应的微分的微分同胚是次与 S,. 则可以证明， ^,oB t = h ^ A , 
的充分必要条件是 B] = 0. 利用这一事实，还可以证明一个 
更强的 结果： 

定理 A .3.6 若 X L , …， 义 ( W ), 而且 （ A .3.16) 成立， 
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则必可找到一个局部坐标系 r = u ，…， o , 使 & ~ — s — (:• _ 

dxi 

1， •••，<). 逆定理自然成立. 

Frobeniui 定理还有对 偶形式使其应用更为 方便， 这一点将在 
下一节中说明. 


S 4 .外微分形式 

1. 代数学的准备知识.外微分形式的理论有一个代数框架即 
重线性代数.下面我们只介绍一些最基本的槪念.令^为实线性 
空间，其々重积 v ^ = v x x v (々重）到只的重线性映射 
T -. V ^ H 即适合下式的 映射： 

T(e/i, • + 〆》’<，•..，《»*) = aT(t<i,-•••,»-*) 

+ /sr(«-,, k^). (a.4.1) 

我们称 T 为 p 上的 4 @ 学学.它显然构成一个实线性空间 
我们要引入一个运算阶的张量联结起来，即张量积.我们 
定义 ref * 和的手*尹 s ® r € f * +; 如下： 对… 6 
叩=1，…,々+ 0 ... 

(sigrXn， …，〜，〜+".. .，〜+*) 

= ， … ， t>,)r(f m ，. • . ， Vi +t ), (A.4.2) 

应该特别注意，张 ft 积是不可交换的,但是适合结合律和分 E 律如 
下： 

(S®T)®I7 « 5®(T(g)£/) - S®r<g)l/, 

(s t + 5,)0 r = s 4 0r + s } <8>t, 

s®(n+ r a > = 5®r, + s(g>T a , 

(aS)®r = 5<g)(aT) *=■ o(5®T), a S R. 

f 显然即是而一般的也与有密切关系.设 
{ h ，. __，《<•} (” = dimF ) 是 F 的一组基底，{列， ...，《 p •丨是 的 
对偶基底，则我们有 

定理 A.4.1 ^ 有一组基底{队® .. . ■■■,>, = 
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1, •••,«). 囡此作为线性空间， 

证.任意元了 € >9^均由它在一组元{〜,，■■■， I )} “， ■“， 
<■* = 1， ...，'») 上之值决定■令 了= a ， W (，则 
T = •所以 -®< Pi k } 是的一组 

生成元.余下的仅仅是要证明它们线性无关.设若,>9,\ 
0... 0(^=0, 任取其中一项，例如则由{的}是{心之 
对偶基底易见 

0 = … ， h) = 

用此法可证一切 Oq — O . 定理证毕. 

张量中有两类是特别重要的，一类是其在上之值 
对〜，...，〃*有对称性者，称为亨 f 毕零，另一类是有反对称性 

者，即有 * * ' 

T(h, t>i, …， 〜， … ， 4) 

= — T ( v t , …，〜，…，〜，…， M ) ( A .4.3) 
者，称为反亨辱张 S . 这两种张量都是常 见的： 例如一个内积就 
是一个二命全备对称张量；取"个"维向量，以每个向 S 的分量 
作为一行而得一个行列式，就是一个”阶反对称张量_事实上从 
任一个《阶张量 T 都很容易作出一个反对称张 量来： 若记 （1 ， 
.-■，0的一切排列之集为设 aes +将 （1，+ + + ,0排列为 
0(1)，■ + .， 〆 々)），我们定义 

Alt ( T )( K »，...， 2 *8°^' T (〜⑴， ...》 

弋！ at St 

( A .4.4) 

很容易证明它是反对称的,因为若记对换 (',；) 与 c 之积为则 
f 与 tr 奇偶性相反 
Alt ( T )(^, 

= T ~ y ] sgna - T ( tv ⑴，" *,^( n , - ••，〜(,.），•• 

.7^ 

—^ 2 sgaa - TU aW , - - - - - - 
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— —A1t(T)(p,,» _ ， p *). 

记一切々阶反对称张量之集为 AYP)， 它显然是 .fKTO 的 
子空间，我们再引人一个联结 A*, 与/\*~的 •■乘 积”称为外积 
A. 对 W A*,n€ /我们定义 

定义 A.4.2 上述®与>1之外积 M A»ie A* +, 00 为 

wA »| =达 + ’)! Alt(M®»j). (A.4.5) 

KUl 

Alt 和外积有以下明显的 性质： 

to ^ 八 々(P) _ Alt(w) ~ w, 

事实上，若 c =(〖， 丨)，则^^ =* —1， 而且 

^{VcdU • = * ••，&，•••，〜，*• •，〜) 

=* — CO ( h ，. • • 9 V k ) 

8888 Sgn ⑽ (〜，•••，&)• 

但一切 aCSt 均可由有限多个对换组成，所以上式对一切 a6 心也 
成立，从而 

A \ x { ay ){ v l 9 ^- 9 v k ) = 2 j *gnaw (〜 ⑴， …， v aik) ) 

弋！ 

■ 士 2 s 8 nff * sgnffw(h，• • • ，〜） 

« Cd(w • . ， U). 

(«! + w 2 ) A ^ A»? + ^2 A v > 

< of\(ni + »?2) ■ to 八习 1 十仿八巧3， 

(«£d)An ** wA(<nj) = a(toAi?)> 0 €R, 

边 t\n 篇 (一 

由最后一式还知道，对于奇数阶反对称张量0， W = Cd = 0. 
这些式子都很容易证明，我们就不再一一叙述了，但是外积的可 
结合性 = 证明较繁，我们给出 

定理 A,4,3 ( i )^ Si ^ KV ) 9 :且 AU(‘S)-0, 


则 


• 切 • 



Ait(S®r) ** Alc(T®S) = 0. 

(ii) AU(Alt(w®^)®6) *=* Alt(td®Alt(”®0)) 

(iii) {io/\ij)/\6 — co^{r]f\6) 

=• (々 . + / + . ，) _ ! AltU® 必 0). 

々山 《! 

«e AKV), a '( f ), 0 6 八" 00. 

证 (i) 

Alt(5®T)(t> t> ---,^.u) — -f -— 2 s « n<T 

K 十 0!<-*s *+； 

• T (» V .*+"，...，〜(々+，))• 

令 G = {ff € S UI , tr (々 + 0 = ^ + *** = 1，. •■，/}， 则 
2] sgntf . S { v „ w , •••, v „^) • 7(^(*+, 

= 7(t<*+,,•••, f* +f ) 2 s S ntr， * 5 ( t ， ®»!i)» "，，〜(*)) 

0'ts t 

- = 0 . 

现在把 s* + ，分类 . 注鳶到当 ％ )JG 时， GUG. ff 0 = 0 因为 G 中 
之元必使 \k + U---,k + i) 不动 . ，而 G - 叫中之元必使它变动 . 
G_G. % 中元素个数相同，同为々 ! ，因而可以分 S t ^ 为有限并 

U G " 灼，而 

•0 

2 s 8 n<7 ' SC^d)* ... ， 〜 U>) . T{v„ ckw , • • •, 

•兔 G . atj 

—^C^+u****2 sgn<x'S(^», ( i)»--. ，《 V«>) 

«*SG 

- 0. 

因此 (0 得证. 

C ») 因为 

Alt(A!t(>j®0) — ”®®)) = AJtCjjlS 1 ®) ^ " Alt(ij®0) = 0, 
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故由 ( i ) 有 


AltCco^AltC^^e) — 

= Ait(«_t(_)) - AitCioigjji^e) 
= 0. 


类似地有 Att(Alt(w®j,)(gl0) = Alt(w®j,(gie) 


(々+ / + m )\ 


•Alt((«A,)®0) 


(々+/)!! 

( 峰 ㈣. 

气二 r )! Ai — 我们把这 


(iii) (to 八巧）八 0 *= 

类似地有= 

个公共值记作 mAq / ve . 

这样，我们也可以定义 •■■ Aw *. 我们设想，是否由 
是 个一阶张量之外积可以生成 W ). 事实上，若 B } 是 
「的一个基底，^*^，.-.，?^*!^的对偶基底，则有 

定理 A.4.4 有一个基底{机 A … Avj (1 ^ »! < 

< ••• <i* <«), 因此 dimA*(F) O 

证.因为 A *( tOc ： yXlO , 所以 w € A *( F ) 可写为 
« = Sw • • • • 公 <PiK. 

但《 = Alc(w) = ■T a , Wlt Alt(<p,' 1 ®...® ( p,. 丄而由 （A.4.5)« = 
.ik<Pi, A • • • A?>,>. 因而 A 94 } 生成 A* 


2 


00,其线性无关性可以由如定理 A .4.1 •—样证明. 


我们要注意几种特殊 情况 . A°(F) =R > dimA"(F) = ( ，， j = 


1 ， 而其基底由一个元 9>iA ... A<p ■构 成. 若 W, = $] aii^iO = 
1，-..，》)，则对《€4"(10有 "" 

= detCo/^wC*/, , • • • , V H ). (A.4. 6 ) 
这是一个很重要的结果.由它我们立即可以看到彳 Wl ，. ••，《；，}线 
性相关的必要充分条件是对任意 (a € A a ( F ), «(>,，••. ， w „) = 0 , 
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而且通过 w 可以将 F 的基底分为 两类： 一类(包括•••，〃,}) 
使 det( aiJ ) > 0,称为与• + +，〜}有相同定向；另一类使 
det(u,j) < 0,称为与 {«-!,• ••,».} 有相反定向. 

若欠>«,则 V(F) 的“ 基底” 7-,, A ■■■Arp,* 中必有相同丙 
子，因而为这就是说 AX^) = {0}(^>n). 

最后我 们来看在线性变换 i *： v -* 妒之下如何变化. 
仿照对偶变換的定义，我们定义 为：若 
T^S-KW) 

•■•)»*) = ■■■, It^O- (A.4.7) 

对于 T ^ AKw ) 上式也是成立的.容易证明 

/*(5®T) =/*S®/*T, /4 x 。、 

(A.4.8) 

r(«Aij) = r«A/v 

2 .外級分形式.现在把上面的作法应用于《维微分流形 Ai 
上，而对任一点 * e M ，我们用 TM 作为 F， 而有 AKT r M ). U 
它为纤维可以作成一个向量丛，称为々穿之卜 r , M 有一个 

基底 H， …， £— }，所以 AKT r M ) 有一个基底{私, A …八 

(1 < *1 < *J < 

我们记々次外形式丛为 A*(M), 我们给出 
■ 定义 A.4.5 A*(M) 的切口称为 M 上的々次外微分形式（或 
简称微分形式)， r(A*(Af )) 记为 ^(W). a(M) 即 

由上述# (M) 的基底之作法，知 0(M) 之元局部地可以写 
为 

w(*) = So il ... ik Oe)dx ii f\ … l\dx iK . (A.4.9) 

由上述的外积可以得到之间的外积 I 
w (*) € 0( M ) ， ”（*) f fl’（M ) 一 w (*) 八 jj (*) < 0^ + l ( M ). 
这样，将使 U 必 (M) 不但是 C"(M) module， 而瓦是一个分级代 

k •’ 

数 （graded algebra), 1J 和 U V 也都是分级代数 . 

U G ^( M ) 中不仅有代数运算/I，而且有一些重要的微分运 
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算.首先而且最重要的是吁 f 兮寧萼 ■ 

定理 A .4.6 必定存心4.二性映射 
»»■••••»•»« 

使之适合以下关系式 

( i ) 对 #即 ^ 的 微分； 

( ii ) ? = 0. ( A .4.10) 

( iii ) 若则 = </ w , Aw , 4 - A 

d f 为斤亨分. 

证. 写为局部表示 （ A . 4 _ 9 )， 则芯</适合定理 
要求，当有 

“篇 '^da ir . iK {x)[\dx i> l\ - - - A dx ik 

+ ^.a il ... il( (,x')d(clx ll ) f\ - - - f\dx, k + - •. 

= •,-/>(*) A^/, A __. f\dx ik 

00/,..-//#) 

= 2 - Q ^. — dxif\dx it A •■- A ^, 4 . ( A .4.1 1 ) 

因此若 d 存在，它必是唯一的.但是 （A. 4 .11) 不能看成是证明了 
d 存在，因为同一个《>在不同的坐标系有不同的 表示： 
w = 2/o^A A - - - f \ dj k — mt \ - ■ • A^/* » 

我们应证明 

別0 A 办 A … A 卟= S 邛 A 吖 A … A 札. 

这一点可以直接证明，也可以证明 如下： 先考虑一个单项式 

/ 0 办 1 八...八《^，并取々 + 1个 ，— = o，l,...， 々，并 

作 

A = {dU/Kdfih - - ■ 八作； f。，■••, |<>. 

因为<^/, ^) = ?(/), 所以将△按展开应有 

k 

△ = S (- 1 )炫,.(/。）< 办八… M /* ; f 。，…， I ,，_ . 〉• 

« . 

因为是一个求导，它适合 Leibnitz 规则 

^(. fo)g = § i ( fog ) — hii (. g) t 


所以 
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△ = 2 (一 1 攸 < w 冶， 

i 

同样处理第二项，可知 

S-(^/iA • • • ■••»!*) 

lo ，•••，€，•_•，&，. . .， f 々〉， 

代入第二项并将它们按相同的 i ， /组合起来，有 

2(-1广叫 +1 /。[?/， wa ) 〈外 a 〜 aGa .“ a ^; 

，.<，. 

la ? •*•，！,.，*•，，&，•，•， I 女〉 

** 2 (― o ,+, x »； [ u ]，^?， •••，&，• ••，!>，•••， ？*>< 

i<i 

因此 

h 

△ 2 (一以以切； f 。，• ••，！/，•••&〉 

r *0 

+ 2 ( 一 l) ,+; 〈 w; * §o> • • •>!/>• • •>!/>• • • >5^). 

r </ 

从这个式子的右方来看△只与 m 有关而不依赖于其局部坐标表 
示，从而可以认为 △定义 了一个々+1次外微分形式(记作在 
&，■ + •，心 上之值.的局部坐标表示即 （ A .4.11). 利用 
( A .4.1!) 即知2合于定理之所求. 

我们特别注意 （ A .4.10). 由于它的重要性，我们称之为^的 

上循环性质.对于 /€ fi °( M ) — C «( M ), ^/ = 0即我们熟知的 

■ « • « » 

Schwarz 定理： 

ffj _ fff 

dx t dxj dxjdxi * 

另一个重要的情况是 M = K 3 上的一 些经典向量公式时常可以用 
外微分运算来说明：若/ e C ^ R 5 ), 取 Descartes *#:«： = (*,， 
h ， h )» 则 
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df = dx k + — dx 2 H- — dxi ^ grad 八 
dx t dx 2 Oxi 

因此，我们有时就用办表示 g«d/ - H D， 再设有向 
量 A ( x ) = U0)， 為 O), AM ), 我们不妨使它对应于 d _ 
这时 

i *\ 


3 

JA = ^ dAi(\dxi 

= (晋 _ h 厶从 +( 营- ^) dx ^ dx ' 

+ ^ c urlA. 

若令向量 B ( x ) «= (Bi(aO，B,00，S 3 00) 对应于 w— 
B 2 dx , Ndx i ^ B } 4 x ^ dx l> 则有 




dxif \ dxif \ dx , 


~ divB, 


于是/ = 0 现在成为 


/e fl®(R 3 ), </V = 0，即 curlgrad/ = 0, 

A € ^(R s ), /A = 0,即 divcurlA - 0. 


对 fietf(R 3 ), 则因 <i 2 B€^(R 3 ) = {0}, ^B-0 是平凡的. 

现在来看在可橄映射 " iV 下 <i 的性态.上一节在讲到 
余切空间时已说到余切向量这时将被拉回，《 e o ^ m 也是这样， 
/•wetfXM) 定义 如下： 对I ,…，将有 

〈/*w; 卷"…,“>=*〈》; /*&，•••，/•§•〉. (A.4.12) 

我们现在要证明 

定 3A.4.7 4与产 可换： 

j * du > = df ^ to , ta € (A.4.13) 

证.在定理 A.4.5 的证明过程中，我们巳经证明了，对々+ 1 
个向量场§«，•••，?*有 
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〈"w;So,-■ ■ , ik ) =* 2 0 / f,( w ； 5o,I*) 

i^D 

+ S (一 g 气 w ;[ uJ , 

i<i 

fo, ••- »!/,■• - »!,»•• - , ii ) (A.4.14) 

由此式立即有 

?0,…， = («/ to ；/*| 9 ,••■,/*!*> 

今 

i -0 

r <； 

八 

/*l“ … ，U ，，… ，/*f 是〉 

= 2 (—•••»!,,••• »^*) 
i=0 

+ D (— l )’. + '〈/* w ;[ UJ ，§。， …， 

•<i 

= 

有关外微分形式的第二个微分运算是沿向量场 X 的 Lie 导数 
L x o ,. X 定义了一个微分同胚昀单参数局部群 { A ,), 仿照向量场 
的 Lie 导数的定义，我们给出 

定义 A.4.8 »6^(M) 的 Lie 导数 L x »fcfi<(M ) 定义是 

L x u> = lim — [A^io 一 to ] , (A.4.15) 

1-0 t 

现在我们给出 Lie 导数的具体性质.首先，若々= 0 ,由于 
« = M C~(M), 由定义我们有 

(L X K*> =4- /U〆） =〈X， #>• (A.4.16) 

it r 

特别是，若 M = R 3 , 而X表示沿某固定方向《的向量场，有 

Ci-xfK*) = f -- Kx + /f)l . 

L dt 1/-0 
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L x 当然是线性映射，而由定义可见它实际上娃一个求导，因 
此应该有 Leibnitz 公式.事实上，我们可以证明 

乙 x( 扔 A ”） = {L x io)t\T\ 4- w A(£. x ij). (A.4.17) 

这是很容易证明的，因为在讨论外积的性质时我们即已证明了 (式 
(A.4.8)) 

^r(wAij) = A*wt\A*r\. 

( A .4.17) 是一个很重要的公式，我们不妨将它与外微分运算的 
性质 ( A .4.10) 之 ( iii ) 

d(io 八 = 八 》) + ( — 1 ) rt 咖 w f\dij 
相比较，后者是 Leibnitz 公式的一个变形.若一个线射映射适合 
这种类型的公式，我们将称之为斜求导，所以外微分运算 d 是一个 
斜求导 • ^ ... 

再看与 d 是否有交换关系.事实上有 

L x { df ) = dL x { f ), ( A .4.18) 

这是容易证明的.因为我们已经知道 

因此 

Lx(do = 4- u … -f 

at dt 


我们现在只需证明 - 7 -(^• • •) — - ) 即可.但是采用一个 

dt \ at ! 

局部坐标系使 X « 则山*/ =心+ ^)于是上面的可换性 


即可得证，因此，我们将得到 ( A .4.18). 

最后给出在一个局部坐标系中具体计算 Lie 导数的公式，于 


是我们设 x = HAiix ) A ••- l \ dx ik •千 

是由 （ A .4、17) 


^*( w ) *= A ** 、 f \ dx ik 



A - - • A^a(^ ；) A • • - A dx ik% 
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但由 （ A .4.18) 有 

LxUx,'l = d(L x Xi) = dAjix). 

因此有 

ik) dx U A ••- M * i K 

+ 2 S A • • • A A • • • A 

( A .4.19) 

有关外微分形式的第三种微分运算是设 XeKM ), 
我们将定义一个线性映射 i x ： QKM )-* Q ^' lM ) 如下：对 X,, 
•**,x w e^r(M), 以 (m), 

0>)(X lj ..., X*_ i ) = f X ’ X " … U’ ^ 0 ’ (A.4.20) 

(o, 々 = 0. 

«>) 称为的内积或_ ( Contraction ). 很容易证明是一个 

斜 求导： . 

*'x(w Ajj ) = i X (0 A »I 4- ( —O^M A*v>l. (A.4.21) 

这只要应用 wA” = 就容易证明.正因为 

G 是一个斜求导，所以包有 W 也称为内导数运算而且是一种微分 

运算 . 

这三种运算之间有著名的 

定理 A.4.9 (Carlan 公式） 对 X€^(M), w€fi*(W) 

有 

Lxco ― i x dw -h dtxto , 

证.我们不妨对 《 的次数递推地证明.当《_0时， 

0,而 ixtia = i x df = ( df , X ) = X ( f ) = L x ( f ) 从而定理成立， 
若 « = Udj lt Q % M ), 则左方为 

L x w = Lxi^djt + ULx^h = Lxfdf ! + j l dL x j li 

右方则为 

ixidUNdh) + di x yu = X(A) 办 - dUX{j t ) + rf[AX(/,)] 

* x(/,)rf/ 2 + fMb ) 
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= L x fidf 2 + fJL x f u 
对次数更高的®也可仿此证明. 

3. Pmneare 公式 , deRham 上同调 . 外微分运算 i 的上循 

环 性质/ = 0是一个极重要的性质.它告诉我们，若外微分形式 
» = 则 必有如 = 0. 我们称适合 * /w =» 0的为 
芊，并记其集为 

Z *( M ) = { a >^ Q ^( M)；da = 0}； ( A .4.22) 

又称可以写为的外微分的々次微分形式为恰 

f 雙兮 f 字 ，并记其集为 ' 

WM )=>{ w € fi *( W )； m =</( o ,}. ( A .4.23) 

又规定 B °( M )= 彳0}.于是 / = 0 可以表为 
S 々( M ) CZ *( M ). 

BS 均为少 的子空间，也是子群，特别是， M 是 y 的子群，因 

而可以求其商群(注意， B 夂 ZS fi * 均为交换群），记作 

H ^( M ) = Z <( M )/ S *( M ) ( A .4.24) 

并称为々吩 de Rham 借用同调论的语言，我们称 

之元为上‘环， B * 之吳缘，/ = 0称为上循环性质的原因 

• • • « • • 

在此. 

H <( M ) 的构造从表面上看是依赖于 M 的微分构造的 ，但 是若 
我们假设了 M 在无穷远处为可数，从而 M 是仿紧空间(在本书中我 
们对 M 总是作这样的假设的，它的一个直接的推论就是 M 上有一 
的 C " 分割存在），则可以证明 H *( iW ) 只依赖于 M 的拓扑. H *( M ) 
是刻划 M 的整体拓扑性质的极重要的不变量.因此，对于给定的 
M 具体计算 H *( M ) 就成了一个重要问题.可惜，除了在某些特 
殊情况下，计算 HKM ) 是很困难的. 

作为一个例，我们看一下胪 ( A /). 设 M 是 f 个连通分枝之 

P 

并 M = 1J M »_. 注意到 B°(W) = 有 H"CM) - Z°(M), 

i ® i 

但 / € Z\M ) 即々 = 0, 从而 / 是局部常值函数.令于 A /, 上 

- 心，则认，是 Z »( M ) 的基底，因此 W °( M ) 是 f 维 
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线性空间 

另一个重要的例子是计算 nw , 我们要证明 

W*(R") = 0, ^ > 0. (A.4.25) 

这就是著名的 Poincare 引理.它不但适用于 R % 而且适用于 S " 
0维球体< 1) 以及一切星形区域.所谓星形区域定义如 
下： 设 DCR%P 为 D 中一点，若对 U 中任一点 f '， 线段 PP ： aD, 
就称 D 关于 P 点为星形的;若 D 关于其一切点均为星形的，就称 D 
为學 f 现在可证 

' kk . A . 4.10 (Poincare 引理）若 DcR - 关于 0 €D 为星 

形开集，则 D 上一切闭形式均为恰当形式. 

证.我们要定义 一个线 性映射并使之 

适合 

U + dl = id . 

在作出了/以后，对于 w € g *( m )， 有 W = /( y «) + «/(/«)，因 
此若 </« = 0,必有 w = dioi , u ),. — lw € Q ^ iD ). / 的作法如下： 
若 w == 2 a h ... iK dxi ,/\- - • f \ dx iK , 规定 

/*<-<^ 0-1 / 
dx“f\ … f\^x ia t\ - • • t\dx ik： 

D 为星形开集的假设保证了积分是有意义的. J 的作用可以认为 

是将《由0 € D 连续地作形变，因而有时称为同伦算子. 

• • « • 

^ 2](( … f \ dx iK 

r,^.-<r> «-t i 諺 ' JQ 

八 

• /V • • • A dx ift A • • • A 

另一方面 

fl 

^03 = 2 2 〜 i r . i k 0 ddxil \ dx “ A • ♦ • A 

i « l 

所以 
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/ C 〜 如: A ... A 〜 

' S 主自(二 1 广 '( l : 〜叫 

*’•★,- A^.A-.-A^A-'-A dx iK . 

二者相加得 

_)+咖卜旦自 [ j : 喊“叫 

.私‘ A …八 S . [ j : 心 W « v，l 

• dx ii A • - • f \ dx 、 

= if S, d"^ ■ hd x , K 

=«. 

从而定理得证. 

4. Frobenim 定理的对偶形式.上一节中讲的 Fro b en i us 定 
理在应用中常取以下的对偶形式.对于给定的 C " 々分布 Z .< = 

在任一点 p e m 处我们定义 l ^ p ) 的零化子空间 

为 

L W = {« en ； v^e 以⑺，<„， x ) = o }. 

它显然是 t *( m ) 的《 _ 4维子空间.在 M 之任一点的适当邻域 
内必定存在 »- k 个线性无关的一次 （c~) 微分形式叫 +1 ， • • • ， w> 
张成事实上 ， L< 在一个邻域内由々个线性无关的 （ ^切 
向量场 X i ,---, X h 张成，作”一々个向量场^ +1 , ■ ■. ，X,便 
{ 兄，•…，在此邻域的每一点 P 处生成 7V(M). 作该邻域中 
与之对偁的一组1次外微分形式彳 Wl ， •••，％，叫”， • •. ， w , } ，易 
见在此邻域的每一点 P 处， w* +1 , •._，《•张成 L ^ P ) 1 , 

由此可见，在该邻域中，分布实等价于 _ 

叫= 0, > =々十 1, ( A .4.26) 

这就是说 
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LKP ) =* {x e Tp ( M ),〈《,.， X 〉 = 0, j = 弋十 1， •••,/!}. 
方程组 （ a . 4 . 26 ) 称为 phtt ijum .. 它的积分流形就是一个々维 
子流形? VCM 使对每一点 pW ,_ T f ； V 之一切元 X 均适合 
, { u> it X ) =■ 0, j == ^ + 1, • ■ W . 

如果这样的积分流形 w 是存在的，就说 Pf - ff 方程组 （ A .4.26) 是 
完全可积的. 

以上我们将分布 L * 的可积性问题化成一个对偶的问题—— 
Pfaff 方程组 （ A .4.26) 的可积性问题，因此我们也要将的可积 
条件——对合性条件 

[ X ; , X >] = 2 

化成对偶形式.这里我们首先要用到一个事实，对以 
及 x ， yeKM ), 必有 

( da >-, X , Y ) = < w , y)X - 〈 w'〉y — 〈 M ，[ X ， y ]>. ( A .4.27) 
这其实就是式 （ A .4.14)， 但我们不妨再证明一次.不失一般性，不 
妨设 《为 单项式 f #， 从而 dw = 而由定义有 

< dgAdf , X , Y ) = ( dg , X )( df , Y ) - ( df , X ) Ug , Y ) 

= X (, g ) Y ( f ) - XCmig ). 

另一■方面 

< w , X ) = ( gdf , X ) = gX ( i ), 

因此 y {«, x > - Y ( g ) xQ ) + g - y ■ x (/), 同理 x ( w , y > = 
x ( ? )- YO ) + g - xy (/), 代人上式即得 ( A .4.27). 将此式用到 
( A .4.26) 中的叫与 L * 中的 X ,•，有 

(duJi m ,Xi,Xi) •* (ai,Xi)Xi — (oti,Xi)Xj — {«；, lX,-,Xj]) 

=— 〈叫， 

因此，分布 U 适合 Frobeoius 条件 

n 

tx.-.X/] - 2 d/WXi 

的充分必要条件是 

〈如, ； n > = 0, \< i , i < ； K , i - K + ( a .4.28) 

现在我们证明 ( A .4.28) 等价于 
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du>i ss 0 mod((i>**i, • - • (A.4.29) 

这是因为 { 叫，是 T*(M) 的基底，所以</叫必可 用叫， 
**•,»„ 表示为 

dto, == 2 4>i, Aio, + 'Y', a'.^Aio,, 

这里 A——aL 但与叫是对 i 的，以此式代入 （A.4.28) 
即有4 = 0. 反之 ，若吐 = 0,也有 CA.4.28). 因此得到 Frobc- 
aius 定理的等价形式 

定 aA.4.11 CFrobenius 定理） P£ a ff 方程组 （A. 4 . 26 ) 可 

积的充分必要条件是 (A.4.29). 

将此定理用到数学分析中一个著名的例子，即在 R S 中考虑全 
微分方程 

Q 竺 Pdx + Qdy + Rdz = 0. 

它的积分流形应该是圯的二维子流形，例如写成 F ( x , y t z )- c . 
可积性条件现在是尥 = 亦即扣-=0.但 

^ " (If ~ If) dyMX + (f _ ~ If) 

+ (f_f 卜， 

所以可积性条件现在是 

f)-。. 

这当然是一个熟知的结果. 

应该指出，以上的 Frobenius 定理是局部的结果，它只涉及积 
分流形的局部存在性.如果要在大范围中考虑积分流形，就会选 
到叶层抅寧 (foliation) 的概念.这里不能涉及，但是有些关于偏微 
分献 B 经用到了这样的概念. 

§5. 微分形式的积分 .Stokes 公式 

1. 微分形式的积分. 本节中我们要讨论一个”阶微分形式 
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wf 5"( M ) 在 n 维可定向流形 M 上的积分.由我们关于 M 的假 
定,知道必有一的 C " 分割存在.我们或者假设 M 为紧流形，或者 
假设具有紧支集.这样假设的原因是，若 {(<?,, A )} 是 M 的 
—个图册，作从属于它的一的分割 U ,.}, 考虑适合 supp^n 
SuppZ ,- ^ 〆 的 区图（％., 17 ; ),则或者因为 M 为紧，从而可以找到 
有限的图册，或者因为 suppw 为紧，而造合 suppwfUupp 夂 ★ 0 
的 Z ,. 为数亦可设为有限，这样，我们可以限于考虑有限多个积分 

[ «,而以其和 作为丨 《之定义. 

JUi Jm 

在讨论积分时，我们假设 M 是可定向的.定义 A .1.10 告诉我 
们 M 之可定向性就是存在一个图册 {( y . I /)}, 使当其中的两个 
(9, t /) 与（必， P ) 造合 t/(IP 尹 0 时 detCgjo ^.- 1 ) > 0. 在有; T 
外微分形式后，对可定向性可以给出另一个 定义： 

定义 A . S .1 ”维微分流形 M 称为可定向的，如果 M 上有一 
个连续的、处处不为0的》次微分形式若两个这样的微分形 
式只相差一个正因子，就说二者等价.这样，若 M 是连通的，则其 
上之所有处处非0 的™ 次微分形式可分为两个等价类与 D 二. 
与賦给 M 以两个定向，我们记 
这个定义与定义 A .1.10 显然是等价的，其证明暂略，留给读 
者 . f 

设 M 为可定向，我们考虑《在对 + 上的积分 j M + w . 由定义 
A .1.10, M + 由 M 与一个图册 {(<?,., 17,.)} 决定，作从属于它的一的 
分割 U ,} 且使适合 suppwflsuppZ , ^ 0的区图为数 有限； 
{(?.» I /.)} (* — 1» ■ • 于是 

w = S (wZ,) — w,. 

现在考虑 I 之定义，若在区图(仍, GO 之局部坐标系中叫= 

OiMdx ^ ••• f \ dx n9 则因 supped,*C£/ r , 我们给出以下的 

定义 A .5,2 ( ⑺定义为乏^ 叫一]〜00办 



后者理解为 Riemann 积分： 

I to sj (A.5.1) 

为了说明这个定义的合理性，首先应注意，我们考虑的微分形 

式均为 c 〜微分形式，所以 e C" 且有紧支集， jtOOA 是有 

意义(不是反常积分）.若选取另一个坐标系 y -= (h, + ■ ■ ,y s ) ,则 

因 M 是可定向的，/ = —- > 0 ,从而 
dy 

0, (*)«/«：, A - • • t \ dx n = 0,(*Cy)) ~~ 心 IA … t \ dy n 

ay 

= a；(*Cy)) j-^j # 八 ... M )'，, 

而由 Riemann 积分的变量变换公式 

I a ,( jx)dx — j a,(a：Cy'))|-^-| dy t 

知局部坐标系的选取不影响这里的定义.一的分割的选取也不影 
响这个定义.设有另一个一的分割 ,N') (如前所 

述,不妨设它是有限的），记 W f ,则 { X t X ] y 也是 

一的分割，而且 ' 

21 w >' = S S j = 2 1 ioX i x 't 

= S S j ( wr i)*,. S j '"i * 

但是需要注意的是 



这一点读者自己容易证明.这个事实说明 j w 之定义与 Riemann 

Jw 

积分之定义有区别.在 Riemann 积分理论中，”重积分（》>1) 
的变量变换公式是 
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\ idx ^\ f \%\ dyi 

在我们的情况下，若考虑到式 （A. 5 . 2 )， 而不区别 M+ 与 M_， 将有 

\ fdx = \ f f dy ' 

但《 ~ 1时，式 (A.5.2) 即著名的公式 
「 f{x)dx = — 

这样，我们就有必要引入两个 概念： 

若记》维线性空间 E 的基破为 B(H), 作一个映射〃 :S(?0 — 
R ， 使当 S -€ B ( E ) 变为另一个基底办， AGL( n ，R) 时， 
V { Ab ) = AttA . v { b ), 则这些线性映射构成一个一维线性空间. 
♦ EmT , M ， 则以此一维空间为纤维可得一个一维的向量丛(或 
称线丛），我们称为体积丛.一切在 M 上处处不为0的》次外微分 
形式就给出了一个平亨爭.这样， M 上的积分中的“休积元”就是 
体积丛的一个切口南1作 B(E) 以及一个映射 5 适合 8{ Ab )^ 
ldet/4|°ff(i) ( o €R ), 这些 S 也构成一个一维线性空间.同上令 
E - T X M , 由 5 .可得另一个线丛称为孕，特別是权 
« = 1 的密度丛就简称为密度丛.子是^重 («'> 1) Riemann 积 
分的体积元是密度丛的切口.对于可定向流形， M+ 或 W- 上的 
积分，体积丛与密度丛的区别不再显现，因为这时 d e t ^>0, 
detA * I dttA \, 

以上讲到积分时，我们总是记作 f w ， 至于是对 + 或艏-上 

Jm 

的积分将随上下文决定， 

若 w € fi r (W) , r <n — dimM, h\N — M 是一个『维嵌入 
子流形，则 A*co 是 iV 上的 r 次外微分形式，如果〜仍是可定向 

的，则有意义，我们就把 A(N) 上的积分定义为 

[ w = ( h ^ io ^ (A.5,3) 

: A(N) 

2•有边的流形，边缘上的诱导定向，微积分学的基本定理 



j /OV* = F(b) — F(a), 

把一个一次微分形式 fMdx 在一维流形 R 的某一子集 D = U , 
上的积分与一个零次微分形式 FCO 在 SD 上之“积分”的似 
F ( b )- F ( 0 ) 连系起来.下面要讲的 Stokes 公式是以上定理的 
深刻的推广.为了讨论这个公式，需要先对边缘的槪念进行讨论. 
设 M 为一《堆流形，区域 DCM , intD 尹0,我们称 U 为 M 的 

昂 f 平喷學 f 咚写寧，如果 M 有一个图册 ((< p , I /)} 具有以下的性 

. 

U 可以分为 三类： 

( i ) UflD = 0； 

( ii ) UdD - 

( Hi ) < P ( tmD ) 是半空间/ > 0 的开子集，而且 

{^ n = 0>. 

在这样的条件下 ,30 称为 D 的孕这些点当然组成 D 在拓 
扑学意义下的边界，但是边界不一 边缘： 例如设 M 为 R%D 
为{|纠 < 1} U {1 < M <2}，0的边界是0| = 1} U(M - 
2}, 但是只有 {| r | -2} 是边缘， -1) 则不是. 

我们有时也就称 D 为有边的流形. 

现在我们证明 8 Z ) 是 M 的一个1维子流形.事实上，记 
{(■ P , V ) Y 为 M 之适合 （ Hi ) 的区图之集，这些 U 将覆盖 SD . 如果 
(■ p ， U ) 和 OJ ) 适合 VT \ V ^ 0 , 且 vOOJW ) 之局部坐标 
分别为（&, + ■• 〆 •）和 （ yi ， …， ）0, 则明显地有〜副在 < P °( p ~' 

下变为 y » > 0, r , = 0变为 y e = 0, 因此，在 8 D 上 ^ = 0(/- 

9*, 

1， •••»»—!). 于是在 0 D 上(/ > oy _l 的 Jacobi 矩阵是 



因此，限制在 8 D 上以后， Uy , I /)}'成为 8 D 的一个图册而相应 
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的变换矩阵是 



-1. ( A .5.5) 


它是非退化的，因此是相容的.这样 az ? 成为一个》_ 
1维流形. 

当 M 为可定向流形时， 0 D 也是可定向的.事实上，若在 w + 
，中取 ao 的一个图册 {(> p , u ) y , 因为 r , > 0相应于 y , > 0,所以 

在6 ~ 0处-> > 0 (不可能为0,否则在 0 D 上 dttUo ip ^) = 
Ox B 


0), 又因为在 M + 的各区图中 ( A .5.4) 之行列式为正.所以 （ A .5. 5 ) 
的行列式也为正.这样 M + 在 SD 上之限制给出一个定向， 同样 
M — 又给出另一个定向.因此， 3 D 是可定向流形. 

定义 A . 5 . l 指出， M 的一个定向可以由一个处处非0的 
给出.设它是 - • • AA B ， 由假设 《»(*)_ 0,不妨 
设为 >0,则 M 的定向也可由心给出.我们规定.若 
m 在 Kv , tOV 上的定向由 dx 小 -. K 给出，则称 ao 上由 
(- l ) VnA --. 给出的定向是 M (或 D ) 在 3 D 上诱导的定 

向. 

例 1， 设 M ■= RSD = ( a ，*)， 则 3 D =■ {。， i >}， — { a } 
就是 dD 上由 （ a ，6) 诱导的定向. 

例 2 t 设 M = K % 其上的定向是右手坐 标系： dxf \ dy ■若 D 
是 y >0, 则在 SD 上的诱导定向应是（一1) 2 心=办，即指向右 
方，这样 D 恒在 SD 的左侧，所以这样的诱导定向即通常 K 域边界 
上规定的正向. 

例 3 . 设 M = R 3 , 定向是右手坐标系办 Adz ， Z ) 为 e > 

0,则 0 Z ? 之诱导定向是 (-lydxAdy - dxhdy , 即左手坐标 

系.从表面上看这似乎与习惯上用的正向相反，但是注意到现在 
z 轴正向只是内法线，则若取 9 D 上的外法线（负 sr 轴方向 ，即 
—办） ，则 — dxhdy 与 恰好构成我们习惯上用的正向. 

从上面几个例子可见， SZ ? 的诱导定向与数学分析中所用的定 
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向之规定是一致的. 

3. Stoke . 公式.现在回到本节的中心问题，即证明％山《公 

式如下： 

定理 A .5.3 (Stokes 公式）设 M 为可定向流形， £> c：M 而 

SO 赋以诱导定向，则有 

(w = ( dio 9 ( A . 5.6) 

} dt > J n 

证，不妨设在 M 上取定一个定向令 {<} 
( i « !,•••, AT ) 是从属于它的一的 C 0 分割， 

co 1 toX t * 2 叫 ，, 

于是 

dw ^ diOi 9 

从而有 

^=21 wo ^ — 2 da> ^ 
jo ?; ^ Jqo Jd ^ r 1 Jn 

若则 f day ,^\ dio , - 0 # 这由微积分的癌本定 

) 0 JVi 

理立即得证.因此中只余下了适合 u . nao # 0的那些 
项，于是不妨令 u f c ； ir 且 

£/, naocU , = o }. 

n 

这样设叫一^ a )°(, x)dxi 八 ♦ • • A 4八 * • • A h 有 
y*i 

L' = ?L 

^ 2 2 | x 5 ■^八 ’ • A 〜 A .. • 

一 S ( WOO jx«» 。私八 … Mx • 一 i 
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另一方面， 


2] (~0" W” 0)dxi^ 

i V - 1 


dm, — 2 (- i)’; 1 A . • % t\dx n . 


所以 


** (~ O i-i ( >o 办 i/V . • • 

*** T] (一 1) 广 1 ( dxiA ••• [\dx n 

y = 1 J **>0 % 

+ (-0- 1 ( 办, ..丸_4 + "尝^办, 

J Jo Qx n 

= 0"( H _, o*'(^ 5 - - • .x^.OV*!- - -dx.-i 


因此 


W / 




至此定理证毕. 

Stokes 公式在力学与物理学中应用广泛，数学分析中一些重 
要定理都是它的特例.例如对！> ~ [ a ,6 ]CM = R l ,w - Fix '), 
因为 0 D « U } _ { a }, 所以 Stokes 公式现在成为 

F ( b ) — F ( a ) — j dF (. x '), 

即经典的微积分的基本定理. 

又如 DCM = R 3 , 其上赋有由粑之 右手坐 标系所定的正 
向， SD 上賦有诱导定向即通常的正向，令有 

- f ) 一， 

这就是 Green 公式， 

若 DCM _ R 5 , 其上之定向为 A A 办 A 办， 5 Z ) 上的诱导定 
向是与外法线(作为2轴)成为右手坐标系的定向， 

« ■ Pdy[\dz + Qdzt\dx + Rdsc f \ dy . 
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1 co — ( Pdydz + Qdzdx + RJxdy 0 

J6D JdD 

而 Stokes 公式现在成为 

J Pdydz + Qdzdx H- Rdxdy 

即 Gauss 定理. 

若 Z 是祀中的二维有向曲面，92上的诱导定向与2的定向 
的关系正如 Green 公式中 D 之定向与 aD 定向的关系，令 co = 
Pdx + Qdy + Krfsr, 则 

d ^ dx 

这时 Stokes 公式就是数学分析中习见的 Stokes 公式 
\ g N X + Qdy + Rdz - jj - U) dyd. 

+ (H) “+ H) _• 

Stokes 公式是一个十分深刻的结果.如果我们把积分看作橄 
分形式与积分域的对偶，粑0看成一个算子： a ： Db ^> dD 称为琪 
f ，则 Stokes 公式就可以写成 

(0D, «) — <D, da). 

所以是 a 的对偁算子，因此有时称为丰 學亨亭 通过这种对 
偁关系的研究，可以得到 d e Rh*m 上同同调群的对偶 
关系，这就是如 Rham 理论的中心内容. 
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